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Meinen  umÜEingreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematisoheni 

der  Teohnisohen  und  KaturwisaenBOhaften   nach   allen  Richtungen   hin 

weiter    auszubauen,    ist  mein   stetes  durch   das  Vertrauen    und  Wohlwollen 

zahlreicher  hervorragender  Vertreter   obiger  Gebiete  von   Erfolg   begleitetes 

Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 

Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmänner  des  In-  und  Auslandes 

__auch  TT><^'"^  vfff^\*^ri^n  TTuffttmfiVimniMa^iai.  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wissen- 

^  sein  werden.    VerlagBanerbieten  go- 

■^  '  ^  0  Gebiete   werden   mir    deshalb,    wenn 

Terke  über  denselben  Gegenstand  in 
sehr  willkommen  sein, 
lehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
issenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig, 
Bnoyklop&die  der  MathematiBohen 
^  Bänden  die  Arithmetik  und  Algebra, 
hanik,  die  Physik,  die  Geodäsie  und 
delt  und  in  einem  SchluBband  histo- 
Fragen  besprechen,  sowie  ein  General- 
rd.  Eine  französische  Ausgabe  der 
nen. 

sich  die  mathematischen  und  natur- 
Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
ea  Mathematioa,  das  ArohiT  der 
Iresberiohte  der  Deutschen  Mathe- 
Idft  für  Mathematik  und  Phjsik, 
^e  Zeitschrift  für  mathematischen 
^rricht,  femer  Natur  und  Schule 
idlichen  Unterricht  aller  Schulen),   die 
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rzen  Zwischenräumen:  „Mitteilungen 
ibner*'.     Diese  „Mitteilungen",  welche 
iowohl  im   In-  als  auch   im  Auslande 
j  Puhlikum,  welches   meinem  Verlage 
ienenen,  unter  der  Presse  hefindlichen 
lungen    des    Teubnerschen   Verlags    in 
as  bis  auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte 
K  Teubner   auf  dem   Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technischen  und  Naturwissenschaften  nebst  Grenz- 
gebieten, 100.  Ausgabe  [XLVIII  u.  272  S.  gr.  8],  in  allen  Buchhandlungen 
unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter  Kreuzband  von 
mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt. 
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ALLB  SBOHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBEBSETZUNGBRECHTS,  VORBEHALTEN. 


Vorwort. 


Der  Ausfichnß  für  die  Vorbereitung  des  IIL  Internationalen  Mathe- 
matiker-Kongresses hat  in  seiaer  Sitzung  vom  20.  April  1903  dem 
Schriftführer  die  Veröffentlichung  eines  Berichtes  über  die  Verhand- 
lungen des  Kongresses  übertragen.  Ich  bia  daher  sofort  nach  Be- 
endigung des  Kongresses  an  die  Erfüllung  dieser  Aufgabe  gegangen 
und  bin  heute  in  der  Lage,  dem  mathematischen  Publikum  die  ,,Ver- 
handlungen  des  IIL  Internationalen  Mathematiker-Kongresses^'  zu  über- 
geben. 

Das  Buch  besteht  den  Beschlüssen  des  Ausschusses  gemäß  aus 
drei  Teilen. 

Der  erste  Teil,  ^^Ghronik  des  Kongresses^  enthält  die  Vorgeschichte 
des  Kongresses,  das  Programm  desselben,  das  Verzeichnis  der  Kongreß- 
mitglieder, eine  Schilderung  des  Verlaufes  des  Kongresses,  einen  Be- 
richt über  die  Tätigkeit  der  Sektionen  und  das  Protokoll  der  Qeschäfts- 
sitzung. 

Der  zweite  Teil,  „Wissenschaftliche  Vorträge'^,  enthält  die  Königs- 
bergersche  Gedächtnisrede  auf  Jacobi,  die  vier  in  den  allgemeinen 
Sitzungen  gehaltenen  Vortri^e  von  Painleve,  Qreenhill,  Segre  und 
Wirtinger  und  die  Sektionsvorträge.  Von  diesen  fehlen  nur  zwei, 
der  Vortrag  von  Guichard:  „Sur  les  systemes  triples  orthogonaux^' 
ans  der  dritten  und  der  Vortrag  von  Volterra:  „Sur  la  throne  des 
ondes'^  aus  der  vierten  Sektion,  deren  Manuskripte  von  den  Verfassern 
nicht  eingesandt  worden  sind. 

Der  dritte  Teil,  „Die  Literatur-  und  Modellausstellung'',  enthält 
einen  Bericht  über  die  Ausstellung,  das  Verzeichnis  der  Aussteller  und 
die  in  der  Ausstellung  gehaltenen  Vorträge  von  Runge,  Wiener  und 
Schilling. 

Zum  Schlüsse  erfülle  ich  noch  eine  angenehme  Pflicht,  indem  ich 
meinem    verehrten    Kollegen    Gutzmer    für    die    Freundlichkeit,    mit 


IV  Vorwort. 

welcher  er  alle  Eorrektoren  mit  mir  gelesen  hat;  nnd  der  verehrlichen 
Verlagsbuchhandlung  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  welcher  sie  bei  der 
Herstellung  des  Werkes  auf  alle  meine  Wünsche  eingegangen  ist, 
bestens  danke.  Ebenso  habe  ich  Herrn  J.  Hörning  in  Heidelberg  zu 
danken^  welcher  mir  das  schöne  BUd  von  Heidelberg  aus  dem  in  seinem 
Verlage  erschienenen  Werke  von  Pfaff,  ^^eidelberg  und  Umgebung^, 
zur  Ausschmückung  unserer  Verhandlungen  bereitwillig  zur  Verfügung 
gestellt  hat. 

Traunstein,  Villa  Heimgarten,  den  21.  März  1905. 

Krazer. 
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A.  YorgescMclite  des  Kongresses. 

Auf  dem  U.  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  zu  Paris  1900 
hatte  die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  den  Auftrag  übernommen, 
den  nächsten  Kongreß  im  Jahre  1904  einzuberufen.  Schon  in  der  Ge- 
schäftssitzung der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  zu  Hamburg 
im  Herbste  1901  wurde  Weber-Straßburg  zum  Vorsitzenden  des 
ni.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses  gewählt  und  in  einer 
Vorbesprechung  zu  Leipzig  am  27.  März  1902  wurde  eine  erste  Gfrund- 
lage  für  die  Organisation  des  Kongresses  gewonnen.  Es  trat  damals 
schon  eine  deutliche  Stimmung  für  Heidelberg  hervor,  und  nachdem 
inzwischen  der  Stadtrat  zu  Heidelberg  sich  bereit  erklärt  hatte  den 
Kongreß  gastlich  aufzunehmen,  wurde  in  der  Geschäftssitzung  vom 
25.  September  1902  zu  Karlsbad  endgültig  beschlossen  den  Kongreß 
anfangs  August  1904  nach  Heidelberg  einzuladen.  Es  wurde  der  Be- 
richterstatter zum  Schriftführer  des  Kongresses  gewählt  und  ein  Aus- 
schuß für  die  Vorbereitung  des  lU.  Internationalen  Mathematiker-Kon- 
gresses eingesetzt,  der  nach  einigen  nachträglich  erfolgten  Kooptationen 
aus  folgenden  Mitgliedern  bestand: 

A.  Ackermann-Teubner,  Verlagsbuchhändler  in  Leipzig.  A.  v.  Brill, 
Professor  an  der  Universität  Tübingen.  M.  Cantor,  Professor 
an  der  Universität  Heidelberg.  M.  Bisteli,  Professor  an  der 
Universität  Straßburg.  W.  v.  Dyck^  Professor  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  München.  A.  Outzmer,  Professor  an  der 
Universität  Jena.  6.  Hauck,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  Berlin,  ü.  Hubert,  Professor  an  der  Universität 
Göttingen.  F.  Klein,  Professor  an  der  Universität  Göttingen. 
A.  Kneser,  Professor  an  der  Bergakademie  Berlin.  L.  KSnigs- 
berger,  Professor  an  der  UniversiiÄt  Heidelberg.  A.  Krazer, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Karlsruhe.  J.  Lfiroth, 
Professor  an  der  Universität  Freiburg.  R.  Mehmke,  Professor 
an  der  Technischen  Hochschule  Stuttgart.  F.  Meyer,  Professor 
an  der  Universität  Königsberg.     M.  N5ther,   Professor  an  der 
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Universität  Erlangen.  C.  Runge,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  Hannover.  H.  Schubert,  Professor  am  Johanneum 
Hamburg.  F.  Schur,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule 
Karlsruhe.  H.  A.  Schwarz,  Professor  an  der  Universität  Berlin. 
P.  Stacke],  Professor  an  der  Universität  Kiel.  J.  F.  Trentlein, 
Direktor  des  Real-  und  Reform-Gjmnasiums  Karlsruhe.  H.  Weber, 
Professor  an  der  Universität  Straßburg. 

Dieser  Ausschuß  trat  zum  erstenmal  am  20.  April  1903  in  Heidel- 
berg zu  einer  Beratung  zusammen.  Die  damaligen  Beschlüsse  blieben 
für  die  spätere  Gestaltung  des  Kongresses  maßgebend  und  mögen  daher 
hier  mitgeteilt  werden. 

Da  in  das  Jahr  1904  der  hundertste  Jahrestag  der  Geburt  des 
großen  deutschen  Mathematikers  C.  G.  J.  Jacobi  fällt,  so  wurde  der 
Gedanke  einer  Jacobi-Feier  erwogen,  und  nachdem  Königsberger- 
Heidelberg  sich  bereit  erklärt  hatte  die  Festrede  zu  übernehmen  und 
eine  umfassende  wissenschaftliche  Biographie  Jacobis  dem  Kongresse 
vorzulegen,  wurde  beschlossen  mit  dem  Kongresse  eine  Jacobi-Feier 
zu  verbinden,  welche  in  einer  in  der  ersten  allgemeinen  Sitzung  durch 
Königsberger  zu  haltenden  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  gipfle. 

Bezüglich  der  wissenschaftlichen  Vorträge  wurde  beschlossen,  daß 
in  zwei  weiteren  allgemeinen  Sitzungen  vier  größere  Vorträge  statt* 
finden  sollen  und  zwar  so,  daß  je  ein  Vortrag  in  deutscher,  in  eng- 
lischer, in  französischer  und  in  italienischer  Sprache  gehalten  werde. 
Die  Bestimmimg  der  Vortragenden  wurde  dem  Vorsitzenden  übertragen. 

Alle  anderen  Vorträge  sollen  in  Sektionssitzungen  stattfinden,  für 
welche  zwei  Tage  in  Aussicht  zu  nehmen  sind.  Es  wurden  6  Sektionen 
gebildet  und  für  diese  aus  den  Reihen  der  Ausschußmitglieder  Ein- 
führende gewählt  mit  dem  Auftrage  für  Sektionsvortrage  zu  sorgen 
und  die  Konstituierung  der  Sektionen  auf  dem  Kongresse  zu  leiten. 

I.  Sektion:  Arithmetik  und  Algebra. 
Einführende:  Kneser-Berlin  und  Z^/rott-Freiburg. 

IL  Sektion:  Analysis. 
Einführende:  Hilbert-Qöttmgen  und  Schtvarz-BerMn, 

ni.  Sektion:  Geometrie. 
Einführende:  v.  Br/W-Tübingen,  ilff^er-Königsberg  und  /ScÄwr-Karlsruhe. 

IV.  Sektion:  Angewandte  Mathematik. 
Einfahrende:  Hauu^k-BerMn,  Klein-Gotiijxgen  und  J?«in^e-Hannover.j 
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V.  Sektion:  Geschichte  der  Mathematik. 
Einführende:  M.  Can^-Heidelberg  und  SiÄckelrKiA. 

VI.  Sektion:  Pädagogik. 
Einfahrende:  /ScÄuJerMIamburg  und  Trewitein-Karlsrühe. 

Nachdem  schon  in  Karlsbad  der  Wunsch  ausgesprochen  worden 
war  mit  dem  Kongresse  eine  Ausstellung  zu  verbinden,  wurde  nunmehr 
beschlossen^  daß  auf  dem  Kongresse  sowohl  eine  Ausstellung  mathema- 
tischer Modelle  und  Apparate  als  auch  eine  solche  mathematischer 
Literatur  veranstaltet  werde,  daß  aber  beide  Ausstellungen  sich  auf  die 
wichtigeren  Erscheinungen  der  letzten  zehn  Jahre  beschränken  sollten, 
und  nur  die  erstere  auch  ältere,  historisch  interessante  Original- 
modelle umfassen  dürfe.  Mit  den  Ausstellungen  sollten  einleitende  und 
erläuternde  Vorträge  und  Demonstrationen  verbunden  werden.  Für  die 
Modellausstelluug  wurde  eine  Kommission  bestehend  aus  Disteli -Straß- 
burg, V.  Dyck- München  und  Mehmke- Stuttgart  gewählt;  mit  der  Lite- 
raturausstellung wurden  Gutzmer-Jena  und  der  Berichterstatter  be- 
auftragt. 

Über  die  Verhandlungen  des  Kongresses  ist  nach  den  damaligen 
Beschlüssen  durch  den  Schriftführer  ein  Bericht  zu  veröflFentlichen. 
Dieser  Bericht  soll  eine  Schilderung  der  Vorgeschichte  des  Kongresses 
und  seines  Verlaufes,  ganz  besonders  aber  alle  auf  dem  Kongresse 
gehaltenen  Vorträge  in  der  Sprache,  in  der  sie  gehalten  wurden,  um- 
fia^sen;  er  soll  möglichst  bald  herausgegeben  und  allen  Kongreß- 
mitgliedern gratis  zugestellt  werden.  Die  Gedächtnisrede  Königs- 
bergers soll  besonders  gedruckt  und  noch  vor  Schluß  des  Kongresses 
allen  Teilnehmern  als  Pestgabe  überreicht  werden. 

Bezüglich  der  auf  dem  Kongresse  stattfindenden  Festlichkeiten 
hatte  die  Stadt  Heidelberg  von  vornherein  sich  erboten  eine  Schloß- 
beleuchtung auf  städtische  Kosten  zu  veranstalten  und  den  Teilnehmern 
Schiffe  zur  Besichtigung  der  Beleuchtung  zur  Verfügung  zu  stellen. 
Femer  hatte  Seine  Königliche  Hoheit  der  Großherzog  von  Baden  mitteilen 
lassen,  daß  er  bereit  sei,  einen  Empfang  der  Kongreßteilnehmer  im 
Schloßgarten  zu  Schwetzingen  anzubieten.  Vom  Kongresse  selbst  war 
ein  Bankett  in  Aussicht  genommen,  zu  dessen  Teilnahme  jedes  Mit- 
glied berechtigt  sein  sollte.  Endlich  hatte  die  Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigung  die  Veranstaltung  einer  Abendunterhaltung  ins  Auge  gefaßt. 

Zur  finanziellen  Sicherstellung  des  Kongresses  hatte  die  badische 
Regierung  schon  damals  einen  Zuschuß  von  3000  M.  in  Aussicht  ge- 


6  I.  Teil:  Chronik  des  Eongresses. 

stellt,  und  femer  hatte  die  Firma  B.  G.  Teubner  einen  Beitrag  von 
2000  M.  dem  Kongresse  zur  beliebigen  Verwendung  überwiesen. 

Es  wurde  beschlossen  von  jedem  Teilnehmer  des  Eongresses  einen 
Beitrag  von  20  M.  gegen  Aushändigung  einer  Hauptkarte  zu  erheben; 
dabei  soll  *  das  Recht  Teilnehmer  zu  werden  an  keine  besondere  Be- 
dingung geknüpft  sein.  Eine  solche  Hauptkarte  berechtigt  zur  Teil- 
nahme an  allen  Sitzungen  und  Festlichkeiten  des  Kongresses  ^  zur  Be- 
sichtigung der  Ausstellung,  zum  Bezüge  der  Festschrift  und  der  Ver- 
handlungen des  Eongresses  und  verleiht  außerdem  die  Berechtigung,  die 
"im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  erscheinende  Jacobi-Biographie  Königs- 
bergers zu  einem  bedeutend  ermäßigten  Preise  (von  ungefär  y^  des 
Ladenpreises)  zu  beziehen.  Jedem  Kongreßteilnehmer  stehen  außerdem 
far  seine  Angehörigen  Nebenkarten  zum  Preise  von  10  M.  zur  Ver- 
fügung zur  Teilnahme  an  den  allgemeinen  Sitzungen  und  an  allen 
Festlichkeiten  des  Kongresses. 

Zur  Deckung  der  darüber  hinausgehenden  Kosten  des  Kongresses 
insbesondere  der  Drucklegung  der  Festschrift  und  der  Verhandlungen 
sowie  der  mit  dem  Kongresse  verbundenen  Ausstellung  wurde  eine  Kom- 
mission beauftragt,  von  der  Reichsregierung  und  dem  preußischen  Kul- 
tusministerium unter  Hervorhebung  des  Momentes  der  nationalen  Re- 
präsentation einerseits  und  der  Jacobi-Feier  andererseits  einen  Zuschuß 
von  zusammen  10  000  M.  zu  erbitten. 

Die  Ausschußmitglieder  M.  Gantor  und  Königsberger  traten 
mit  den  Stadträten  Ellmer^  Fuchs,  Krall  und  Krieger  in  Heidel- 
berg zu  einem  LokalausschuB  zusammen,  und  es  wurde  weiter  ein 
Damenkomitee  für  den  Empfang  und  die  Unterhaltung  der  Damen  in 
Aussicht  genommen. 

Die  nun  folgenden  Monate  waren  der  Vorbereitung  des  Kongresses 
auf  Grund  dieser  Beschlüsse  gewidmet 

Bereits  im  Juni  1903  wurde  eine  erste  Einladung  zur  Teilnahme  an 
dem  Kongresse  an  2000  Mathematiker  aller  Länder  versendet.  Dabei 
war  für  die  Ausdehnung  dieser  persönlichen  Einladungen  das  Prinzip 
maßgebend,  daß  zunächst  eingeladen  werden  sollten  die  Mitglieder  der 
großen  mathematischen  Gesellschaften:  Deutsche  Mathematiker- Vereini- 
gung, Soci^t^  math^matique  de  France,  London  Mathematical  Society, 
Wiskundig  Genootschap  te  Amsterdam,  Gircolo  Matematico  di  Palermo, 
mathematische  Gesellschaft  zu  Moskau  und  Kasan,  American  Mathe- 
matical Society.  Für  andere  Länder  wie  Ungarn,  Schweden,  Norwegen, 
Spanien,  Portugal  u.  a.  wurden  von  dortigen  Mathematikern  Verzeich- 
nisse von  Adressen  mitgeteilt.  Neben  diesen  persönlichen  Einladungen 
wurde  für  die  Verbreitung  der  Einladung   durch  Beilegung  derselben 
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in  mehr  als  25000  Exemplaren  zu  den  wichtigeren  mathematischen 
Zeitschriften  gesorgt.  Die  Firma  B.  G.  Teubner  hat  weiter  in  allen 
ihren  mathematischen  Zeitschriften  ein  kurzes  Einladungszirkular  un- 
entgeltlich zum  Abdruck  gebracht.  Endlich  wurden  Notizen  an  die 
Allgemeine  Zeitung  in  München  und  an  die  Kölnische  Zeitung  gesandt. 

Den  personlichen  Einladungen  waren  Postkarten  beigelegt  zum 
Zwecke  einer  unverbindlichen  Mitteilung,  ob  der  Adressat  dem  Kon- 
gresse wahrscheinlich  beiwohnen  werde  oder  nicht.  Bis  Ende  Sep- 
tember 1903  waren  daraufhin  Zusagen  auf  357  Haupt-  und  134  Neben- 
karten eingelaufen,  welche  Zahlen  sich  später  noch  auf  380  und  140 
erhöhten. 

Für  die  allgemeinen  Sitzungen  sagten  auf  Einladung  des  Vor- 
sitzenden Wirtinger- Wien,  Greenhill-London,  Darboux-Paris  und 
Segre-Turin  Vortrage  zu;  zu  unserem  lebhaften  Bedauern  mußte  Dar- 
boux  später  infolge  anderweitiger  an  ihn  herantretender  Verpflichtungen 
seine  Zusage  zurückziehen.  Painleve- Paris  hatte  die  große  Freundlich- 
keit an  seiner  Stelle  einen  Vortrag  zu  übernehmen. 

Auf  eine  am  27.  Juni  1903  an  den  preußischen  Minister  der  geist- 
lichen, Unterrichts-  und  Medizinalangelegenheiten  gerichtete  Eingabe  um 
Bewilligung  eines  Zuschusses  von  10000  M.  zu  den  Kosten  des  Kon- 
gresses aus  Mitteln  des  Reiches  und  von  Preußen  beschloß  der  Bundes- 
rat 5000  M.  zu  diesem  Zwecke  in  den  Etat  einzustellen,  und  weiter 
wurde  aus  dem  Allerhöchsten  Dispositionsfond  Seiner  Majestät  des 
Kaisers  und  Königs  ein  Zuschuß  von  5000  M.  insbesondere  zur  Er- 
moglichung  der  Herstellung  der  dem  Andenken  Jacobis  gewidmeten 
Festsdirift  Königsbergers  bewilligt. 

Unter  dem  5.  Februar  1904  hatte  Seine  Königliche  Hoheit  der 
Großherzog  von  Baden  dem  Schriftführer  des  Kongresses  mitteilen  lassen, 
daß  er  gern  in  Aussicht  nehmen  wolle  einer  Einladung  zur  Teilnahme 
am  ni.  Internationalen  Mathematiker-Kongresse  zu  folgen.  Am  7.  Mai 
empfing  er  den  Vorsitzenden  und  den  Schriftführer  in  einer  Audienz, 
um  die  Einladung  zum  Kongresse  persönlich  entgegenzunehmen,  teilte 
aber  zugleich  mit,  daß  er  mit  Rücksicht  darauf,  daß  der  Kongreß  in 
die  Zeit  des  ihm  von  den  Ärzten  angeratenen  Aufenthaltes  in  St.  Moritz 
falle,  genötigt  sei,  sich  durch  Seine  Königliche  Hoheit  den  Erbgroß- 
herzog vertreten  zu  lassen.  Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog 
sagte  nicht  nur  in  einer  Audienz  vom  18.  Juni  sein  Erscheinen  in 
der  I.  allgemeinen  Sitzung  und  auf  dem  Bankette  zu,  sondern  erwies 
auch  dem  Kongresse  die  hohe  Auszeichnung  das  Ehrenpräsidium  zu 
übernehmen. 

Am  6.  März  1904  fand  eine  zweite  Sitzung   des  Ausschusses   in 
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Heidelberg   statt,   in    welcher  das  Programm   des  Kongresses  im  ein- 
zelnen durchberaten  und  genauer  festgesest  wurde. 

Im  Mai  1904  wurde  die  definitive  Einladung  zum  Kongresse  in 
der  gleichen  Weise  wie  die  frühere,  yorläufige  verbreitet.  Den  persön- 
lichen Einladungen  war  jetzt  eine  Postkarte  beigelegt,  vermittels  welcher 
der  Adressat  sich  durch  den  inzwischen  zusammengetretenen  Wohnungs- 
ausschuß  Wohnung  in  einem  Gasthofe  oder  in  einem  Privathause  be- 
sorgen lassen  konnte.  Besondere  Einladungen  wurden  an  den  Reichs- 
kanzler, an  das  preußische  Kultusministerium,  an  die  badischen  Mini- 
sterien des  Auswärtigen  und  des  Unterrichts,  an  die  Universität  und 
an  die  naturwissenschaftlich-mathematische  Fakultät  Heidelberg,  an  die 
Universität  Freiburg,  an  die  Technische  Hochschule  Karlsruhe,  an  die 
Stadt  Heidelberg  und  speziell  zur  Jacobi-Feier  an  die  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  an  die  Universitäten  Berlin  und  Königsberg, 
sowie  an  eine  Reihe  von  Verwandten  Jacobis  gerichtet. 


B.  Programm  des  III.  Internationalen  Mathematiker- 
Kongresses  in  Heidelberg  1904. 

Montag,  den  8.  Angnst. 
Abends  8  ül^r:  Empfang  der  Kongreß teilnehmer  in  der  Stadthalle. 

Dienstag,  den  9.  Angnst. 

VormiUags  10  Ultr:  Erste  allgemeine  Sitzung  im  Museumssaal. 

1.  Eröffnung  des  Kongresses;  Begrüßungsansprachen. 

2.  Gedächtnisrede  des  Herrn  Königsberger-Heidelberg  auf  C.  6. 
J.  Jacobi. 

3.  Ansprache  des  Herrn  Schwarz-Berlin. 

Nctchmittags  4  Uhr:  Bildung  der  Sektionen,  Festsetzung  der  Geschäfts- 
ordnung und  der  Reihenfolge  der  angemeldeten  Vorträge  in  den  Hör- 
sälen des  Museumsgebäudes. 

Abends  7  Uhr:  Bankett  in  der  Stadthalle. 

Mittwoch,  den  10.  Angnsi 
Vormittags  9  Uhr:   Sektionssitzungen   in   den  Hörsälen   des  Museums- 


Nadimittags  5  Uhr:   Empfang  des  Kongresses  durch  Seine  Königliche 
Hoheit  den  Großherzog  von  Baden  in  Schwetzingen. 

Donnerstag,  den  11.  Angnst. 

Vormittags  10  Uhr:   Zweite  allgemeine  Sitzung  in  der  Aula  der  Uni- 
yersität. 

1.  Überreichung  der  Geschichte  der  Deutschen  Mathematiker- Ver- 
einigung durch  Herrn  Qutzmer-Jena. 

2.  Überreichung  des  ersten  Bandes  der  Enzyklopädie  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  durch  Herrn  Klein- Göttingen  und 
des  ersten  Heftes  der  französichen  Ausgabe  der  Enzyklopädie 
durch  Herrn  Molk -Nancy. 

.  3.  Vortrag  des  Herrn  Painlev^-Paris:   Le  problöme  moderne  de 
Tintegration  des  ^quations  differentielles. 
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4.  Vortrag  des  Herrn  Greenhill- London:  The  mathematical  theory 
of  the  top  (considered  historically). 
Nad^mittags  4  Uhr:  Eröffnung  der  Ausstellnng  im  Mnseumssaal  durch 
die  Herren  Disteli-Straßhurg   und   Gutzmer-Jena.     Vortrage   und 
Demonstrationen. 
Abends  6J25  Uhr:   Eisenbahnfahrt  nach   Schlierbach.     Überfahrt   nach 
Ziegelhausen.    Von  dort  8  Uhr  Rückfahrt  auf  dem  Neckar  und  Schloß- 
beleuchtung (gegeben  von  der  Stadt  Heidelberg). 

Fi*e]tag,  den  12.  Angnst. 

Vormittags  9  Uhr:   Sektionssitzungen  in  den  Hörsälen   des  Museums- 


NdchmiUoffs  4^^  Uhr:  Vorträge  und  Demonstrationen  in  der  Ausstel- 
lung. 

Abends  7^^  Uhr:  Abendunterhaltung  in  der  Schloßrestauration  (ver- 
anstaltet von  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung). 

Samstag,  den  13.  Angnst. 

Vormittags  9^^  Uhr:  Geschäftssitzung  (Beschlußfassung  über  die  dem 
Kongreß  vorgeschlagenen  Resolutionen;  Festsetzung  des  IV.  Inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses),  und 

Vormittags  10  Uhr:  Dritte  allgemeine  Sitzung  in  der  Aula  der  Uni- 
versität. 

1.  Vortrag  des  Herrn  Segre-Turin:  La  geometria  d'oggidi  e  i  suoi 
legami  coli'  analisi. 

2.  Vortrag   des   Herrn  Wir  tinger -Wien:   Riemanns  Vorlesungen 
über  die  hypergeometrische  Reihe  und  ihre  Bedeutung. 

3.  Schluß  des  Kongresses. 

NadimiUags  4  Uhr:  Damen-Kaffee  in  der  Stiftemühle. 

Sonntag,  den  14.  Aiigasi 

Ausflüge  in  die  Umgegend  Heidelbergs. 


C.  Yerzeiclinis  der  Kongreßmitglieder, 


Ehrenpräsident: 
Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog  Friedrich  von  Baden. 

In  seiner  Begleitung  erschienen: 

Generalleutnant  Exz.  v.  Müller,  öeneraladjutant  Seiner  Königlichen 

Hoheit  des  Großherzogs, 

Hofmarschall  Freiherr  v.  Freystedt,  Exz. 


Oberleutnant  Freiherr  v.  Go 

eler. 

Mitglieder: 

Namen 

Stand 

Wohnort 

Ackermann-Teubner,  A. 

Verlagsbuchhändler. 

Leipzig. 

AUardice,  11.  E. 

Professor. 

Stanford. 

Anderegg,  F. 

Professor. 

Oberlin. 

Andrade,  J. 

Professor. 

Besan9on. 

Autonne,  L. 

Professor,  Ingenieur. 

Lyon. 

Aier,  A. 

Dr. 

Przemysl. 

Bartlett,  D. 

Professor. 

Boston. 

Beke^  E. 

Professor. 

Budapest. 

Beliankin,  J. 

Professor. 

Kiew. 

Bendixon,  I. 

Professor. 

Stockholm. 

Bernhard. 

Professor. 

Stuttgart. 

Bernstein,  S. 

Dr. 

Paris. 

Berry,  A. 

Professor. 

Cambridge. 

Frau  Berry. 

Bloch,  B, 

Professor. 

Straßburg. 

Blumenthal,  0. 

Privatdozent. 

Marburg. 

Frl.  Blumenthal. 

Bobay,  L. 

stud.  math.' 

Thann  i.  E. 
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Bobylew,  D. 

Professor. 

St.  Petersburg. 

Bochnidek,  St. 

Dr. 

Agram. 

Böhm. 

Ministerialrat. 

Karlsruhe. 

Böhm,  K. 

Privatdozent. 

Heidelberg. 

Börßch,  A. 

Professor. 

Potsdam. 

Bonaparte,  Prince  R. 

Paris. 

Bonnesen,  T. 

Privatdozent. 

Kopenliagen. 

Bopp,  K. 

Dr. 

Heidelberg. 

Frau  Bopp. 

Borel,  E. 

Professor. 

Paris. 

Borelius,  J. 

Professor. 

Lund. 

Boucheny,  M. 

Professor. 

Paris. 

Castles,  L. 

■ 

■ 

Boutroux,  P. 

Dr. 

Paris. 

Braune. 

Prorektor  d.  Universität. 

Heidelberg. 

Braunmühl,  A.  v. 

Professor. 

München. 

Breznyik,  J. 

Professor. 

Selmecbanya. 

BriU,  A.  V. 

Professor. 

Tübingen. 

Brocard,  H. 

Chef  de  bataillon. 

Bar-le-Duc. 

Brocke,  E. 

Wissenschaftl.       Hilfs- 
lehrer, cand.  prob. 

Münster  i.  E. 

Brückner,  M. 

Oberlehrer. 

Bautzen. 

Bryan,  G.  H. 

Professor. 

Bangor. 

BuUard,  W.  G. 

Professor. 

Syracuse. 

Bunitzky,  J. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Burger,  E. 

Lehram  tspraktikant. 

Freiburg  i.  B. 

Burger,  R. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

Burkhardt,  H. 

Professor. 

Zürich. 

Byskow,  J. 

Professor. 

Gjedved. 

Giodesen  C.  C. 

Cahen. 

Professor. 

Paris. 

Cantor,  G. 

Professor. 

Halle. 

Frl.  Else  Cantor. 

Frl.  Marie  Cantor. 

' 

Cantor,  M. 

Professor. 

Heidelberg. 

Capelli,  A. 

Professor. 

Neapel. 

Caratheodory,  C. 

Dr. 

Göttingen. 

C.  Yerzeicbnis  der  Eongrefimitglieder. 
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Namen 

Stand 

Wohnort 

Carrallo,  E. 

Professor. 

Paris. 

Frl.  CarvaUo. 

Caspar^  M. 

stud.  math. 

Tübingen. 

Castelnuovo,  G. 

Professor. 

Rom. 

Ceresole,  P. 

Dr. 

Lausanne. 

ChristenBen^  V. 

Kopenhagen. 

Frau  Christensen. 

Coolidge^  J.  L. 

Professor. 

Cambridge,  Mass. 

Crathome,  A.  R. 

Instruktor. 

Madison. 

Frau  Crathome. 

Crayen,  W. 

Verlagsbuchhändler. 

Leipzig. 

Cunningham,  A.  J. 

Leutenant-Colonel. 

Kensington. 

Curjel,  H. 

M.  A. 

Southport. 

Czuber,  E. 

Professor. 

Wien. 

Czuber  jun. 

Dalwigk,  F.  v. 

Privatdozent. 

Marburg. 

Darboux^  G. 

Professor. 

Paris. 

Dauß,  St. 

Professor. 

Mannheim. 

D^en^  R. 

Dr. 

Heidelberg. 

Dehn,  M. 

Privatdozent. 

Münster. 

Delaunay,  N. 

Professor. 

Warschau. 

Delaunay,  B. 

Dickßtein,  S. 

Professor. 

Warschau. 

Dingler,  H. 

stud.  math. 

Aschaffenburg. 

Disteli,  M. 

Professor. 

Straßburg. 

Doehlemann,  K. 

Professor. 

München. 

Duclout,  G. 

Ingenieur. 

Buenos-Aires. 

Dziwinski,  P. 

Professor. 

Lemberg. 

Eckhardt,  E. 

Professor. 

Homburg  v.  d.  H. 

Ellmer. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Emanuely  D. 

Professor. 

Bukarest 

Eneström,  G. 

Bibliothekar. 

Stockholm. 

Engel,  F. 

Professor. 

Greifswald. 

Epstein,  P. 

Privatdozent. 

Straßburg. 

Frau  Epstein. 

Ette,  G.  R. 

Magister. 

Kopenhagen. 
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Faber,  G. 

Gymnasiallehrer. 

Traunstein. 

Frl.  Faber. 

Färber,  K. 

Oberlehrer. 

Berlin. 

Fehr,  H. 

Professor. 

Genf. 

Feldbaus,  F.  M. 

Ingenieur. 

Rohrbach. 

Finsterbusch,  J. 

Professor. 

Zwickau. 

Finsterwalder,  S. 

Professor. 

München. 

FiBcher,  P.  B. 

Gymnasiallehrer. 

Gera. 

Flatt,  ß. 

Privatdozent. 

Basel. 

Fouet,  E.  A. 

Professor. 

Paris. 

Fredholm,  J. 

Privatdozent. 

Stockholm. 

Fricke,  R. 

Professor. 

Braunschweig. 

Fuchs,  C. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Galdeano,  Z.  de. 

Professor. 

Saragossa. 

Galvaui,  L. 

Professor. 

Bologna. 

Gans,  R. 

Privatdozent. 

Tübingen. 

Gauthier- Villars,  A. 

Yerlagsbuchhändler. 

Paris. 

Geck,  E. 

Oberlehrer. 

Stuttgart. 

Geiser,  C.  F. 

Professor. 

Zürich. 

Frl.  Geiser. 

Genese,  R.  W. 

Professor. 

Aberystwyth. 

Glaser. 

Professor. 

Stuttgart. 

Gordan,  P. 

Professor. 

Erlangen. 

Frau  Gordan. 

Gram,  J.  P. 

Direktor. 

Kopenhagen. 

Frau  Gram. 

Graßmann,  H. 

Professor. 

Halle. 

Greber,  J. 

Professor. 

Heidelberg. 

Greenhill,  A.  G. 

Professor. 

London. 

Gubler,  E. 

Privatdozent. 

Zürich. 

Guccia,  G.  B. 

Professor. 

Palermo. 

Günther,  N. 

Privatdozent. 

St.  Petersburg. 

Guichard,  C. 

Professor. 

Clermont-Ferrand. 

Guldberg,  A.*) 

Privatdozent. 

Christiania. 

Frau  Guldberg. 

Gutzmer,  A. 

Professor. 

Jena. 

*)  Vertreter  der  GeseUschaft  der  Wiss.  zu  Christiania. 


G.  Verzeichnis  der  Kongreßmitglieder. 


15 


Namen 

Stand 

Wohnort 

Hadamard,  J. 

Professor. 

Paris. 

Hahn,  H. 

Dr. 

Wien. 

Hamel,  0.                       | 

Privatdozent. 

Earlsruhe. 

Hanfien,  C. 

Dr. 

Eopenhagen. 

Frau  Hansen. 

Haß.  P. 

stud.  math. 

Hamburg. 

Hauff. 

Professor. 

Bensheim. 

HausdorfiF,  F. 

Professor. 

Leipzig. 

Hayelandy  E. 

Bank-Mathematiker. 

Mannheim. 

Hebting. 

Oberamtmann. 

Heidelberg. 

HeflFker,  L. 

Professor. 

Bonn. 

Helm,  G. 

Professor. 

Dresden. 

Hansel,  E. 

Professor. 

Marburg. 

Herterich. 

Referendar. 

Heidelberg. 

Hettner,  Q. 

Professor. 

Berlin. 

Hilbert,  D. 

Professor. 

Qottingen. 

Frau  Hilbert. 

Hocevar,  F. 

Professor. 

Graz. 

Frau  Hocevar. 

Jaccottet,  Ch. 

Professor. 

Lutry. 

Jacobi,  H. 

Zehlendorf. 

Frl.  G.  Jacobi. 

Cannstadt. 

Frl.  M.  Jacobi, 

Gannstadt. 

Frau  Prof.  Jacobi. 

Charlottenburg. 

Jacobsthal,  E. 

stud.  phil. 

Berlin. 

Jacobsthal,  W. 

Oberlehrer. 

Straßburg  i.  E. 

Jahnke,  E. 

Privatdozent. 

Berlin. 

Janisch,  E. 

Professor. 

Prag. 

JoUes,  St. 

Professor. 

Charlottenburg. 

Frau  Jolles. 

Jonescu,  J. 

Professor. 

Bukarest. 

Juel,  C. 

Dozent. 

Kopenhagen. 

Kagan,  B. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Ealähne,  A. 

Privatdozent. 

Heidelberg. 

Eamp,  H.  V.  d. 

Professor. 

Middelburg. 

Kapteyn,  W. 

Professor. 

Utrecht. 

Keller,  H. 

Dr. 

Heidelberg. 
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Kemlein,  G. 

Gymnasialprofessor. 

Ludwigshafen  a.  Rh. 

Kempe,  A. 

Professor. 

Rotterdam. 

Kiepert,  L. 

Professor. 

Hannover. 

Klein,  F. 

Professor. 

Göttingen. 

Klug,  L. 

Professor. 

Klausenburg. 

Kneser,  A. 

Professor. 

Berlin. 

Knoblauch,  J. 

Professor. 

Berlin. 

Kobald;  E. 

Professor. 

Leoben. 

Köbe,  P. 

cand.  math. 

Berlin. 

Köhler,  C. 

Professor. 

Heidelberg. 

Kölmel,  F. 

Professor. 

Baden-Baden. 

König,  J. 

Professor. 

Budapest. 

Königsberger,  L. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Königsberger. 

FrL  Königsberger. 

KÖBter,  G. 

Buchhändler. 

Heidelberg. 

KoUros,  L. 

Professor. 

La  Chaux  de  Fonds. 

Kolossoff,  C. 

Professor. 

Dorpat. 

Krall,  J.  H. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Krause,  M. 

Professor. 

Dresden. 

Frau  Krause. 

Krazer,  A. 

Professor. 

Karlsruhe. 

Krieger. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Kriemler,  K. 

Privatdozent. 

Karlsruhe. 

Kürschak,  J. 

Professor. 

Budapest. 

Frau  Kürschak. 

Kuhse,  F. 

cand.  math. 

Wismar. 

FrL  Kuhse. 

Kwietniewski,  St. 

Dr. 

Warschau. 

Laisant,  C.  A. 

Dr. 

Paris. 

Lamey. 

Hauptmann. 

Heidelberg. 

Lampe,  E. 

Professor. 

Berlin. 

Frau  Lampe. 

Lancelin,  F. 

Astronom. 

Paris. 

Landau,  E. 

Privatdozent. 

Berlin. 

Landsberg,  G. 

Professor. 

Heidelberg. 

Larsen,  0. 

Dr. 

Aarhus. 

Frau  Larsen. 

C.  VeneichDig  der  KongreBmitglieder. 
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Namen 

Stand 

Wohnort 

Laub,  J. 

stud.  niath. 

Göttingen. 

Lebeuf,  A. 

Professor. 

Besan^on. 

Levi-Civita,  T. 

Professor. 

Padua. 

Levi-Civita. 

Lewent,  L. 

cand.  prob. 

Berlin, 

Lez,  H. 

Lorrez-le-Bocage. 

Liebmann,  H. 

Privatdozent. 

Leipzig. 

Lilienthal,  R.  v. 

Professor. 

Münster. 

Lindelöf,  L.                     i 

Staatsrat. 

Eelsingfors. 

Frl.  Esther  Lindelöf.j 

Frl.  Thyra  Lindelöf. 

Lindelöf,  £. 

Professor. 

Helsingfors. 

Linnemann,  M. 

cand.  astr. 

Göttingen. 

Loewy,  A. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

London,  F. 

Professor. 

Breslau. 

Loria,  G. 

Professor. 

Genua.                  ^ 

Ludwig,  W. 

Privatdozent. 

Karlsruhe. 

Lüroth,  J.*) 

Professor. 

Freiburg. 

Macaulay,  F.  S. 

Professor. 

London. 

Macfarlane,  A. 

Professor. 

Chatham. 

Majcen,  0. 

Professor. 

Agram. 

Mantell,  L. 

etud.  en  Math. 

Paris. 

Marschall,  Frh.  v. 

Ministerial  direktor. 

Karlsruhe. 

Martin,  A. 

Washington. 

Maurer,  R. 

Professor. 

Eberbach. 

Maximova,  £. 

Gymnasiallehrerin. 

Ustüschna. 

Mayer,  A, 

Professor. 

Leipzig. 

Mehmke,  R. 

Professor. 

Stuttgart. 

Menzel. 

Dr. 

Höxter. 

Merlin,  E. 

Professor. 

Brüssel. 

Mestschersky,  J. 

Professor. 

St.  Petersburg. 

Meyer,  F.**) 

Professor. 

Königsberg  i.  P. 

Minkowski,  H. 

Professor. 

Göttingen. 

Frau  Minkowski. 

Mirimanofif,  D. 

Privatdozent. 

Genf. 

Mittag-Leffler,  G. 

Professor. 

Stockholm. 

•)  Vertreter  der  Universität  Freiburg  i.  B. 
•^  Vertreter  der  Universität  Königsberg  i.  P. 

Verb.  d.  III.  Internat.  Mathem.-Kongr.  Heidelberg  1901. 
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Wohnort 

Miwa,  K.*) 

Professor. 

Kyoto. 

Molk,  J. 

Professor. 

Nancy. 

Frau  Molk. 

1 

MoUerup,  J. 

Dr. 

Kopenhagen. 

Morera,  G. 

Professor. 

Turin. 

Morley,  F. 

Professor. 

Baltimore. 

Müller,  C. 

Dr. 

Göttingen. 

MüUer,  Emil. 

Professor. 

Wien. 

Müller,  Eugen. 

Professor. 

Konstanz. 

Müller,  H. 

Dr. 

Göttingen. 

Müller,  R. 

Professor. 

Berlin. 

Munnik,  F.  de. 

Professor. 

Utrecht. 

Naetsch,  E. 

Professor. 

Dresden. 

Nakagawa,  S. 

Dr. 

Tokio. 

Nalent. 

Feldmesser. 

Köln. 

Netto,  E. 

Professor. 

Gießen. 

Noether,  M. 

Professor. 

Erlangen. 

Frau  Noether. 

Oß,  S.  L.  van. 

Professor. 

Zalt-Bommel. 

Pahl,  F. 

Professor. 

Charlottenburg. 

Painleve,  P. 

Professor. 

Paris. 

Papperitz,  E. 

Professor. 

Freiberg  i.  S. 

Pcheborsky,  A. 

Privatdozent. 

Charkow. 

Perlewitz. 

Dr. 

Hamburg. 

Perrin,  E. 

Professor. 

Paris. 

Reibel,  Ch. 

Perron,  0. 

Dr. 

Frankenthal. 

Petersen,  L. 

Adjunkt. 

Horsens. 

Frau  Petersen. 

Pfeiffer,  G.  F. 

Privatdozent. 

Kiew. 

Phragmen,  E. 

Professor. 

Stockholm. 

Plamenewsky,  H. 

Dr. 

Tiflis. 

Poliakoff,  A. 

Magistrand. 

Moskau. 

")  Vertreter  der  japanischen  Kegierung. 


C.  Verzeichnis  der  Kongrefimitfflieder. 
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Namen 

Stand 
Professor. 

Wohnort 

Prandtl,  L. 

Hannover. 

Probst,  F. 

Dr. 

Potsdam. 

Piind,  0. 

Oberlehrer. 

Hamburg. 

Quelle,  R. 

Yerlagsbuchhändler. 

Leipzig. 

Reuschle,  C. 

Professor. 

Stuttgart. 

Reye,  Th. 

Professor. 

Straßburg  i.  E. 

Roe,  E.  D. 

Professor. 

Syracuse. 

Rohn,  K. 

Professor. 

Dresden. 

Rost,  G. 

Professor. 

Würzburg. 

Runge,  K. 

Professor. 

Hannover. 

Salkowski,  £. 

Dr. 

Berlin. 

SchafBtein,  K. 

Dr. 

Göttingen. 

Schatunowsky,  S. 

Lehrer. 

Odessa. 

Scheffers,  6. 

Professor. 

Darmstadt. 

Frau  Scheffem. 

Schilling,  F. 

Professor. 

Danzig. 

Frau  Schilling. 

Schimmack,  R. 

Assistent. 

Göttingen. 

Frau  Schimmack. 

Schlesinger,  L. 

Professor. 

Klausenburg. 

Schlink,  W. 

Privatdozent. 

Darmstadt. 

Schmid,  Th.           « 

Professor. 

Wien. 

Schnarrenberger,  C. 

Dr. 

Heidelberg. 

Schndekel,  J. 

Landmesser. 

Aachen. 

SchSnflies,  A. 

Professor. 

Königsberg  i.  P. 

Frau  Schönflies. 

Schotten,  H. 

Gymnasialdirektor. 

Halle. 

Schonte,  F.  H. 

Professor. 

Groningen. 

Schubert,  H. 

Professor. 

Hamburg. 

Schatte,  Fr. 

Oberlehrer. 

Düren. 

Schumpelick,  A. 

Oberlehrer. 

Hamburg. 

Schur,  F. 

Professor. 

Karlsruhe. 

Schur,  I. 

Privatdozent. 

Berlin. 

Schwacha,  B. 

Gymnasialdirektor. 

Wilhering. 
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Namen 

Stand 

Wohnort 

Schwarz,  H.  A.*) 

Professor 

Berlin. 

Schwering,  K. 

Gymnasialdirektor. 

Köln. 

Segel,  M. 

Professor. 

Riga. 

Segre,  C. 

Professor. 

Turin. 

Seliwanoff,  D. 

Professor. 

St.  Petersburg. 

Shilow,  M. 

Rechnerin  an  der  Stern- 
warte. 

Pulkowa. 

Simon,  F. 

Gy  mnasialdirektor. 

Szaszvaros. 

Simon,  M. 

Professor. 

Straßburg  i.  E. 

Frl.  Simon. 

Sixtel,  W. 

Direktor. 

Orenburg. 

Smith,  D. 

Professor. 

New^York. 

Frau  Smith. 

Smith,  0.  A. 

cand.  mag. 

Kopenhagen. 

Frau  Smith. 

Sommer,  J. 

Professor. 

Danzig. 

Sommerfeld,  A. 

Professor. 

Aachen. 

Sourek,  A.  v.**) 

Professor. 

Sofia. 

Souslow,  G. 

Professor. 

Kiew. 

Spieß,  0. 

Privatdozent. 

B^el. 

Stäckel,  P. 

Professor. 

Kiel. 

Stanewitsch,  W. 

Dr. 

St.  Petersburg. 

Steinitz,  E. 

Professor. 

Berlin. 

Stephanos,  K. 

Professor. 

Athen. 

Stemeck,  D.  v. 

Professor. 

Czemowicz. 

Study,  E. 

Professor. 

Bonn. 

Stuyvaert,  M. 

Professor. 

GenU 

Suppantschitech,  R. 

Professor. 

Lichtenwald. 

Suter,  H. 

Professor. 

Kilchberg  bei  Zürich. 

Tannery,  P. 

Directeur  des  Manufac- 

Pantin,  Paris. 

Frau  Tannery. 

tures  de  TEtat. 

Thieme,  H. 

Professor. 

Posen. 

Timtschenko,  J. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Frau  Timtschenko. 

Titov,  B. 

Assistent     am     techni- 

Tomsk. 

Frau  Titov. 

schen  Institut. 

*)  Vertreter  der  Universität  und  der  Akademie  der  Wiss.  zu  Berlin. 
**)  Vertreter  des  bulgarischen  Unterrichtsministeriums. 
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Namen 

Stand 

Wohnort 

Tötössy,  B.  V. 

Professor. 

Budapest. 

Treiber,  G. 

Professor. 

Plankstadt. 

Tyler,  H.  W. 

Professor. 

Boston. 

UUrich,  E. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Ullrich. 

■ 

Vacca,  G. 

Professor. 

Genua. 

VaUati,  G. 

Professor. 

Como. 

Valentiner,  H. 

Direktor. 

Kopenhagen. 

Frau  Valentiner. 

Valentiner,  W. 

Professor. 

Heidelberg. 

Vleck,  J.  M.  van. 

Professor. 

Middletown. 

Frl.  Jenny  v.Vleck, 

Frl.  Klara  V.  Vleck. 

Volterra,  V. 

Professor. 

Rom. 

Frau  Volterra. 

Voronoi,  G. 

Professor. 

Warschau. 

Walz. 

Bürgermeister. 

Heidelberg. 

WasBiljef,  A. 

Professor. 

Kasan. 

Weber,  E.  v. 

Professor. 

München. 

Weber,  H. 

Professor. 

Straßburg. 

Frl.   Anna  Weber. 

Frl.  Mila  Weber. 

Frl.  Helene  Bauer. 

Weber,  K.  H. 

Privatdozent. 

Heidelberg. 

Weingarten,  J. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

Weinmeister,  J.  Ph. 

Professor. 

Tharandt. 

Frau  Weinmeister. 

Weiß,  F. 

Oberlehrer. 

Großlichterfelde. 

Frau  Weiß. 

Westfall,  W.  D.  A. 

stud.  math. 

Port  Jervis. 

Wieland. 

Bürgermeister. 

Heidelberg. 

Wieleitner,  H. 

Gymnasiallehrer. 

Speyer. 

Wiener,  H. 

Professor. 

Darmstadt. 

Wückens. 

Oberbürgermeister. 

Heidelberg. 

Wilczynski,  E. 

Professor. 

Berkeley. 

WUd,  J. 

Professor. 

St.  Gallen. 
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St«n<l 

Wohnort 

Wilson,  E.  B.*) 

Instruktor. 

New  Haven. 

Wilson,  R.  E. 

stud.  math. 

Qöttingen. 

Wiman,  A. 

Professor. 

Upsala. 

Wirth,  J. 

Leliramtspraktikaut. 

Freiburg  i.  B. 

Wirtinger,  W. 

Professor. 

Wien. 

Wölffing,  E. 

Professor. 

Stuttgart. 

Wolf,  M. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Wolf. 

Wolkow,  A. 

Magister. 

i  Moskau. 

Woronetz,  P. 

Professor. 

Kiew. 

Wulkow,  H. 

Privatgelehrter. 

;  Münehen. 

Zahler,  K. 

Dr. 

Türkheim. 

Zaremba,  St. 

Professor. 

Krakau. 

Zermelo,  E. 

Privatdozent. 

Göttingen. 

Zeutben,  H.  G. 

Professor. 

!  Kopenhagen. 

Zindler,  K. 

Professor. 

i  Innsbruck. 

Zühlke,  P. 

Oberlehrer. 

Charlottenbuiig. 

♦)  Vertreter  der  Yale-Universität  zu  New  Haven. 


Nach  Ländern  geordnet  ergibt  diese  TeilnehmerÜBte  die   folgende 
Gruppierung: 

Land  Hauptk  arten    Nebenkarten 

Deutsches  Reich 173  31 

Rußland         30  4 

Österreich-Ungarn 25  3 

Frankreich 24  5 

Vereinigte  Staaten  von  Nordamerika  15  4 

Dänemark 13  8 

Italien       12  2 

Schweiz 12  1 

Schweden  und  Norwegen    ....  8  1 

Großbritannien        7  1 

Niederlande        6  — 

Belgien 2  — 

Japan        2  — 

Rumänien 2  — 

Argentinien *   1  — 

Bulgarien 1  — 

Canada      1 

Griechenland 1  — 

Spanien 1  — 

_-  _  _ 

Im  ganzen  waren  also  19  Länder  durch  396  Personen  vertreten. 


D.  Verlauf  des  Kongresses. 

Montag,  den  8.  Angnst. 

Nachdem  schon  im  Laufe  des  Nachmittags  die  bis  dahin  einge- 
troffenen Kongreßteihiehmer  sich  auf  eine  Aufforderung  im  Tageblatt 
hin  im  Cafe  Imperial  zusammengefunden  hatten^  begann  der  offizielle 
Teil  des  Kongresses  abends  8  Uhr  mit  dem  Empfang  der  Kongreßteil- 
nehmer in  der  Stadthalle.  Der  Saal  füllte  sich  rasch  mit  Gästen  aus 
aller  Herren  Ländern.  Um  V,10  IThr  begrüßte  C  an tor- Heidelberg  als 
Vorsitzender  des  Lokalausschusses  die  Erschienenen  und  hieß  sie  in 
Heidelberg  herzlich  willkommen.  Weitere  Reden  wurden  nicht  gehalten; 
der  Abend  war  nur  dazu  bestimmt,  den  Kongreßteilnehmern  Qelegenheit 
zu  geben  sich  gegenseitig  kennen  zu  lemeU;  den  schon  Bekannten  sich 
zu  begrüßen. 

Dienstag  den  9.  Angnst. 

Gegen  '/4IO  Ubr  vormittags  fuhr  Seine  Königliche  Hoheit  der  Erb- 
großherzog, der  kurz  zuvor  in  Heidelberg  eingetroffen  und  von  den 
Spitzen  der  staatlichen  und  städtischen  Behörden  am  Bahnhofe  em- 
pfangen worden  war,  mit  seiner  Begleitung  an  dem  jetzt  Universitäts- 
zwecken  dienenden  Museumsgebäude  vor,  wo  er  von  dem  Vorsitzenden 
und  dem  Schriftführer  des  Kongresses  empfangen  und  zu  dem  großen 
Saale,  in  welchem  die  erste  allgemeine  Sitzung  stattfinden  sollte,  hinauf- 
geleitet wurde.  Dort  hatten  sich  die  Kongreßteilnehmer  bereits  voll- 
zählig eingefunden  und  brachten  dem  eintretenden  Erbgroßherzog  eine 
lebhafte  Ovation.  Nachdem  Dieser  Sich  die  Mitglieder  des  Ausschusses 
hatte  vorstellen  lassen,  eröffnete  Web  er- Straßburg  den  Kongreß  mit 
folgender  Bede: 

Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog  Friedrich  von  Baden 
hat  die  Gnade  gehabt,  das  Ehrenpräsidium  des  UI.  Litemationalen 
Mathematiker-Kongresses  zu  übernehmen,  und  hat  mich  zu  beauftragen 
geruht  den  Kongreß  zu  eröffnen.  So  rufe  ich  allen,  die  Sie  unserer 
Einladung  gefolgt  sind,  ein  herzliches  Willkommen  zu. 
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Zum  drittenmal  haben  sich  die  Mathematiker  aller  Länder  zu 
gemeinsamer  Arbeit  zusammengefunden,  und  da  drängt  sich  die  Frage 
auf:  Was  hat  uns  zusammengeführt?  Was  haben  wir  erreicht  und 
was  hoffen  wir  noch  zu  erreichen? 

Es  ist  in  der  Mathematik  nicht  anders  als  in  allen  anderen  Ge- 
bieten der  Kultur.  Man  hat  erkannt,  daß  mehr  zu  gewinnen  ist  durch 
gemeinsame  Arbeit  der  Gleichstrebenden,  als  wenn  jeder  seinen  eigenen 
W^  geht.  Man  hat  eingesehen,  daß  auch  die  Wissenschaft  die  Auf- 
gabe hat,  mit  dem  Leben  in  Berührung  zu  bleiben,  daß  der  einzelne 
nicht  für  sich  steht,  sondern  seine  Arbeit  der  Gesamtheit  schuldig  ist. 
Wenn  auch  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  jeder  bedeutsame  Fortschritt 
zunächst  die  Tat  eines  einzelnen  erleuchteten  Geistes  ist,  so  soll  doch 
der  große  Strom  nicht  in  lauter  kleine  Rinnsale  auseinanderlaufen. 

Darum  bedarf  die  Wissenschaft  neben  der  immer  mehr  in  die  Tiefe 
gehenden  Einzelforschung  einer  zusammenfassenden  Tätigkeit,  in  der 
sie  sich  ihrer  Stellung  und  Aufgabe  im  ganzen  Organismus  unseres 
Kulturlebens  bewußt  wird.  Solche  Zeiten  der  Sammlung  sind  zugleich 
die  Zeiten  reichsten  wissenschaftlichen  Lebens,  wo  jede  Tätigkeit  die 
andere  anregt  und  fordert.  So  waren  die  Tage  von  Newton  und 
Leibniz.  Und  so  war  es  an  der  Wende  des  18.  und  19.  Jahrhunderts, 
wo  von  Frankreich  die  große  geistige  Bewegung  ausging,  als  neben 
der  reichsten  wissenschaftlichen  Produktion  jene  klassischen  Lehrwerke 
entstanden,  die  wir  noch  heute  bewundem.  Ob  wir  jetzt  wieder  in 
einer  solchen  Periode  stehen  und  welche  Frucht  der  Wissenschaft 
daraus  erwächst,  das  wird  erst  die  kommende  Zeit  beurteilen  können. 
Wir  aber  erfüllen  unsere  Pflicht,  wenn  jeder  einzelne  sein  Bestes  tut, 
und  wenn  wir  uns  in  neidlosem  Zusammenarbeiten  die  Hand  reichen. 

Gestatten  Sie  mir,  einen  flüchtigen  Blick  auf  die  Schicksale  unserer 
Wissenschaft  während  der  seit  unserem  ersten  Kongreß  verflossenen 
Jahre  zu  werfen.  Gar  viele,  zu  denen  wir  damals  noch  in  Verehrung 
als  zu  unseren  Meistern  aufblickten,  sind  nicht  mehr  unter  den  Leben- 
den. Manchem  von  uns  ist  der  eine  oder  andere  von  ihnen  mehr  als 
Lehrer,  er  ist  ihm  Freund  und  Vater  gewesen.  Es  drängt  mich,  an  dieser 
Stelle  ihnen  einige  Worte  dankbaren  Andenkens  zu  widmen. 

Wir  beklagen  zunächst  unseren  Karl  Weierstraß,  der  im  Jahr 
1897  hochbetagt  von  uns  geschieden  ist,  betrauert  von  zahlreichen 
Schülern  und  Freunden.  Er  hat  der  funktionentheoretischen  Forschung 
auf  lange  hinaus  die  Richtung  gegeben.  Er  hat  unablässig  auf  die 
Punkte  hingewiesen,  wo  die  Grundlagen  der  Mathematik  nicht  sicher 
genug  erschienen,  und  hat  mit  Glück  und  Scharfsimi  an  der  Befestigung 
dieser  Fundamente  gearbeitet.    Der  Einfluß  seiner  mächtigen  und  liebens- 
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würdigen  Persönlichkeit  hak  unauslöschliche  Spuren  bei  uns,  die  wir  ihn 
gekannt  haben,  zurückgelassen,  und  weit  über  die  Grenzen  seines  Vater- 
landes hinaus  geht  seine  Wirksamkeit.  Sind  es  doch  heutzutage  nicht 
minder  als  Deutschland  die  außerdeutscheu  Länder,  die  die  Weier- 
straßsche  Funktionen theorie  weiterbilden. 

Ich  gedenke  sodaim  mit  Wehmut  eines  Mannes,  der  jedem,  der 
mit  ihm  in  Berührung  zu  kommen  das  Glück  hatte,  unvergeßlich  ist, 
Charles  Hermite,  der  im  Jahr  1901  aus  dem  irdischen  Leben  abge- 
rufen wurde.  Seine  wissenschaftliche  Größe  auch  nur  flüchtig  zu  be* 
rühren  gestattet  mir  die  Enge  dieser  Stunde  nicht.  Aber  gedenken  darf 
ich  des  warmherzigen  bescheidenen  Mannes  ohne  Falsch,  der  für  jedes 
wissenschaftliche  Streben,  von  welcher  Seite  es  auch  kommen  mochte, 
selbstlose  Anerkennung  hatte,  der  jedem  aus  dem  Reichtum  seines 
Geistes  freigebig  mitteilte  und  jedes  aufstrebende  Talent  durch  An- 
regung und  Aufmunterung  forderte.  Unvergeßlich  sind  mir  die  Stunden, 
die  ich  vor  achtzehn  Jahren  hier  mit  ihm  verleben  durfte,  da  er  der 
Universität  Heidelberg  zu  ihrem  großen  Jubelfeste  die  Glückwünsche 
der  Pariser  Akademie  überbrachte. 

England  hat  im  Jahr  1897  durch  den  Tod  des  83jährigen  Sylvester 
einen  herben  Verlust  erlitten.  Wenn  er  auch  das  ganze  weite  Gebiet 
der  Mathematik  nicht  so  allseitig  beherrschte  und  bebaute,  wie  sein 
jüngerer  größerer  Landsmann  und  vertrauter  Arbeitsgenosse  Arthur 
Cayley,  der  ihm  zwei  Jahre  früher  im  Tode  vorangegangen  war,  so 
sind  seine  originellen  Ideen  und  eigenartigen  Methoden,  sein  genialer 
Blick,  der  die  Resultate  vorausahnte  und  die  Wege  zu  ihnen  bahnte, 
für  die  Algebra  und  Zahlentheorie  von  unvergänglichem  Werte.  Auch 
der  dritte  in  dem  Bunde  der  großen  englischen  Algebraiker  des  VX  Jahr- 
hunderts, George  Salmon,  der  Meister  in  der  Anwendung  der  Algebra 
auf  die  Geometrie,  ist  vor  kurzem  aus  dem  Leben  gegangen. 

Ich  gedenke  ferner  des  jung  verstorbenen  Sophus  Lie,  der, 
geistesverwandt  seinem  großen  Landsmann  Abel,  in  der  modernen 
Gruppentheorie  neue  Wege  geöffnet  hat,  der  den  besten  Teil  seines 
Lebens  bei  uns  in  Deutschland  gewirkt  hat,  den  aber  dann,  schon  er* 
krankt,  die  Liebe  des  Nordländers  zur  Heimat  nach  Norwegen  zurück- 
geführt hat,  wo  er  ein  frühes  Grab  fand. 

Auch  Brioschi,  der  als  verehrter  Senior  den  Mittelpunkt  unseres 
ersten  Kongresses  bildete,  ist  kurze  Zeit  darauf  aus  dem  Leben  ge- 
schieden. Was  die  moderne  Algebra  ihm  verdankt,  wie  er  die  von 
Gauß,  Abel,  Galois  ausgehenden  neuen  Gedanken  weiter  bildete  und 
dem  Verständnis  zugänglich  machte,  ist  in  frischem  Andenken  bei  den 
Zeitgenossen.     Unvergessen  ist  aber  auch   in  seinem  Vaterlande  seine 
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Tätigkeit  als  Staatsmann,  die  Verdienste,  die  er  sich  in  dem  neuerstan- 
denen Königreich  Italien  um  die  Hebung  des  ünterrichtswesens  und 
auf  anderen  Gebieten  der  Staatsverwaltung  erworben  hat. 

Und  als  wir  die  Vorbereitungen  zu  diesem  unserem  dritten  Kon- 
gresse ins  Werk  setzten,  da  hatten  wir  die  Hoffnung,  den  Mitbegründer 
der  neueren  Geometrie,  den  großen  Mathematiker  und  tapferen  Patrioten, 
dem  das  heutige  Italien  so  viel  verdankt,  Luigi  Cremona  hier  zu  be- 
grüßen und  .  vielleicht  sprech^i  zu  hören.  Vor  wenigen  Monaten  hat 
der  Tod  auch  diesem  tatenreichen  Leben  ein  Ende  gemacht. 

Lassen  Sjß  mich  auch  dem  Andenken  an  Erwin  Bruno  Christoffel 
einige  Worte  widmen,  der  im  Jahre  1900  unter  schweren  körperlichen 
Leiden  sein  eQisames  Leben  beschloß.  Wer  den  stattlichen  und  inter- 
essanten Mann \  gekannt  hat,  bewahrt  das  Bild  einer  ungewöhnlichen 
und  bedeutenden  Persönlichkeit.  In  der  Wissenschaft  und  wo  er  als 
Lehrer  gewirkt  hat,  in  Zürich,  in  Berlin,  in  Straßburg  hat  er  tiefe 
Spuren  hinterlassen.  Der  deutschen  Universität  Straßburg  hat  er  von 
ihrer  Begründung  an  durch  mehr  als  20  Jahre  als  eines  ihrer  hervor- 
ragendsten Mitglieder  angehört,  bis  ihn  die  Beschwerden  des  Alters 
zwangen,  der  Lehrtätigkeit  zu  entsagen. 

Endlich  kann  ich  —  gerade  in  Heidelberg  —  nicht  an  dem  An- 
denken eines  Mannes  mit  Stillschweigen  vorübergehen,  Lazarus 
Fuchs.  Mit  Freuden  hat  er  noch  die  Nachricht  begrüßt,  daß  gerade 
hier  auf  dem  ihm  zur  zweiten  Heimat  gewordenen  Boden  sich  die  Mathe- 
matiker versammeln  sollten.  Aber  er  selbst  durfte  es  nicht  mehr  er- 
leben. In  seinen  Arbeiten  zur  Theorie  der  DiflFerentialgleichungen  hat 
er  sich  ein  unvergängliches  Denkmal  gesetzt. 

Es  ist  damit  die  Liste  derer  noch  lange  nicht  erschöpft^  die  in  den 
letzten  Jahren  aus  dem  wissenschaftlichen  Schaffen  abgerufen  sind. 
Ich  kann  sie  nicht  alle  erwähnen  und  ich  bitte,  es  nicht  als  ein  Zeichen 
minderer  Schätzung  zu  betrachten,  wenn  ich  von  den  übrigen  nicht 
spreche. 

Ich  muß  gestehen,  als  ich  begann,  mir  aus  Anlaß  des  bevorstehen- 
den Kongresses  die  Geschichte  der  Wissenschaft  der  letzten  Jahre  ins 
Gedächtnis  zurückzurufen,  da  hatte  ich  zuerst  den  Eindruck,  als  ob  ich 
nur  an  Grabern  der  Vergangenheit  stehe;  eine  so  reiche  Ernte  hat  der 
Tod  gehalten. 

Ein  anderes  Bild  aber  zeigt  sich  mir,  wenn  ich  die  Arbeiten  und 
Erfolge  unserer  heutigen  Wissenschaft  betrachte.  Hier  ist  überall  frisches 
Leben.  Nirgends  ist  Stillstand.  Die  Gedanken  und  Anregungen  der  ver- 
gangenen Periode  sind  auf  allen  Gebieten  weiter  verfolgt.  Neue  Fragen 
sind  gestellt,  neue  Forschungsgebiete  erschlossen.     Diesem  Eindruck 
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eines  stetigen  Fortschrittes  kann  sich  niemand  entziehen,  der  auf  ein 
geraumes  Stück  Geschichte  der  Wissenschaft  in  eigener  Erinnerung 
zurückblickt. 

Fragen,  die  in  unseren  Jugendjahren  im  Vordergrund  des  Interesses 
standen,  treten  zurück,  teils  weil  sie  als  definitiv  beantwortet  gelten, 
teils  weil  sich  die  Forschung  neuen  Fragen  zugewandt  hat. 

Eine  nicht  lange  hinter  uns  liegende  Zeit  hat  mit  Meisterschaft 
die  formale  Seite  der  Mathematik  gepflegt,  ihre  Methoden  zu  einem 
schön  gerundeten  Ganzen  gestaltet,  dessen  wir  uns  noch  jetzt  erfreuen, 
wenn  auch  die  gegenwärtige  Generation  nicht  mehr  in  dem  Maße  das 
entscheidende  Gewicht  darauf  legt. 

Von  großem  Einfluß  auf  die  Fortbildung  unserer  Wissenschaft  ist 
die  durchgreifende  Umgestaltung  der  Physik  gewesen,  die,  teils  durch 
die  Entdeckung  neuer  Tatsachen,  teils  aber  auch  durch  eine  veränderte 
Anschauung  über  das  Wesen  von  Kraft  und  Materie,  in  unseren  Tagen 
einen  mächtigen  Aufschwung  genommen  hat.  Die  Folgerungen  aus 
diesen  neuen  Anschauungen  zu  sichern  ist  eine  Aufgabe  der  Mathe- 
matik, der  die  alten  Hilfsmittel  nicht  immer  gewachsen  waren. 

Es  ist  wohl  mehr  ein  Zukunftsbild,  wenn  ich  auf  eine  Entwick- 
lung der  Analysis  hinweise,  deren  Ansätze  sich  wohl  hie  und  da  — 
besonders  bei  englischen  Forschem  —  erkennen  lassen,  die  unter  Ver- 
zicht auf  die  mathematische  Schärfe  der  Begriffe  den  Bedürfnissen  der 
Physik  genügt,  indem  sie  mit  den  unserer  Wahrnehmung  der  Außen- 
welt anhaftenden  unscharfen  Grenzen  und  allmählichen  Übergangen 
rechnet.  In  dem  gleichen  Sinne  wirken  die  Anforderungen,  die  die 
moderne  Technik  an  unsere  Wissenschaft  stellt. 

Daß  hierdurch  eine  Menge  neuer  Gedanken  in  Bewegung  gesetzt 
werden,  die  nach  Klärung  und  Weiterbildung  ringen,  gibt  unserer 
Wissenschaft  frisches  reges  Leben. 

Auf  der  anderen  Seite  stehen  die  abstrakten  Zweige  der  Wissen- 
schaft, die  sich  —  nach  einem  drastischen  Ausdruck  von  Dirichlet 
—  noch  mit  keiner  Anwendung  befleckt  haben,  im  Ernst  gesprochen, 
in  denen  die  Reinheit  der  mathematischen  Idee  Selbstzweck  ist.  In  der 
Tat  ist  es  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich,  daß  Fragen  wie  die 
nach  der  Quadratur  des  Kreises  oder  der  Dreiteilung  des  Winkels  je- 
mals irgend  welche  praktische  Bedeutung  erlangen.  Gleichwohl  haben 
gerade  solche  Fragen,  soweit  die  historische  Überlieferung  zurück- 
reicht, das  wissenschaftliche  Denken  unausgesetzt  und  intensiv  be- 
schäftigt, und  für  die  Entwicklung  des  mathematischen  Geistes  sind  sie 
von  der  allergrößten  Bedeutung  gewesen. 

Hier  geht  durch  die  ganze  Geschichte  der  Wissenschaft  ein  Zug 
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stetigen  Zusammenlianges^  der  im  19.  Jahrhundert  durch  die  glänzenden 
Namen  von  Gauß,  Lagrange,  Abel  gekennzeichnet  ist.  Auch  unsere 
Zeit  hat  auf  diesem  Gebiete  manches  alte  Problem  gelöst  und  den  Aus- 
blick auf  neue  geöffnet.  So  ist  uns  die  Quadratur  des  Kreises  heute 
eine  abgetane  Sache,  und  Algebra  und  Zahlentheorie  haben  sich  zu 
einem  Ganzen  vereinigt,  in  dem  die  Harmonie  und  Gesetzmäßigkeit  des 
Zahlenreiches  immer  schöner  hervorleuchtet. 

Wohl  kaum  hat  es  eine  Zeit  gegeben,  da  der  philosophische 
Teil  unserer  Wissenschaft,  die  Frage  nach  dem  letzten  Grunde  unserer 
mathematischen  Überzeugung  ein  so  allgemeines  Interesse  in  Anspruch 
nahm,  wie  jetzt.  Diese  uralten  Fragen  sind  wieder  in  Fluß  gebracht 
durch  die  Untersuchungen  von  Gauß,  Riemann,  Helmhol tz,  und 
sind  in  unseren  Tagen  von  einer  neuen  Seite  angegriffen  worden.  Und 
wenn  dadurch  der  naive  Glaube  an  die  Voraussetzungslosigkeit  unserer 
Wissenschaft  erschüttert  ist,  so  hat  sich  dagegen  gezeigt,  daß  wir  eben- 
so wie  nach  oben  an  dem  Weiterbau  der  Wissenschaft,  nach  unten  an 
dem  Suchen  nach  den  Wui^eln  und  letzten  Gründen  ein  Ziel  haben, 
dem  wir  uns  zwar  nähern,  das  wir  aber  niemals  ganz  erreichen  werden. 

Eine  große  Rolle  spielen  heutzutage  endlich  die  pädagogischen 
Fragen.  Das  vielgestaltige  Leben  unserer  Zeit  hat  auch  dem  Jugendunter- 
richt neue  Aufgaben  gestellt.  Der  Stoff  hat  sich  erweiteii;  und  die  Frage 
drängt  sich  auf,  wie  es  zu  vereinigen  ist,  der  Jugend  die  Summe  der 
fürs  Leben  notwendigen  Kenntnisse  und  Fertigkeiten  beizubringen,  ohne 
doch  die  harmonische  Ausbildung  des  Geistes  zur  vollen  Humanität 
preiszugeben.  Und  auf  der  Stufe  des  Hochschul -Unterrichts  handelt 
es  sich  gleichfalls  darum,  die  Gymnastik  des  Geistes,  die  durch 
die  strenge  Disziplin  des  mathematischen  Denkens  gewonnen  wird, 
ohne  Überlastung  mit  den  Anforderungen  des  Fachstudiums  zu  ver- 
einigen. 

Es  wird  die  Aufgabe  unseres  Kongresses  sein,  von  dem  gesamten 
Leben  unserer  Wissenschaft  und  von  ihrem  gegenwärtigen  Stande 
Rechenschaft  zu  geben.  Wir  waren  bemüht,  in  den  Sektionen  und  in 
den  allgemeinen  Versammlungen  für  jeden  Zweig  unserer  Wissenschaft 
charakteristische  Proben  zu  geben,  und  wir  haben  bereitwilliges  Ent- 
gegenkommen gefunden,  für  das  ich  schon  jetzt  Dank  sage. 

Aber  wir  haben  noch  eine  Aufgabe  der  Pietät  zu  erfüllen.  Vor 
zwei  Jahren  haben  wir  das  hundertjährige  Geburtsjubiläum  von  Niels 
Henrik  Abel  unter  herzerfreuender  Gastfreundschaft  seines  Heimat- 
landes Norwegen  glänzend  gefeiert.  Zwei  Jahre  später  als  Abel  ist 
sein  Nebenbuhler  und  Mitstreiter  Jacob  i  geboren.  Es  fällt  also  in 
das  Jahr  unseres  Kongresses  der  hundertste  Geburtstag  dieses  großen 
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Mathematikers.  Seinem  Oedächtnis  gilt  in  erster  Linie  der  heutige 
Erofihungstag  nnseres  Kongresses. 

Hiermit  erkläre  ich  den  dritten  internationalen  Mathematiker-Kon- 
greß für  eröfiFnet. 

Nach  Beendigung  dieser  Rede  sprach  Seine  Königliche  Hoheit  der 
Erbgroßherzog  den  Kongreßteilnehmern  in  herzlichen  Worten  Seinen 
und  Seines  Hohen  Vaters  Willkommengruß  aus,  welchen  Weber  mit 
einigen  Worten  des  Dankes  erwiderte.  Hierauf  begrüßten  den  Kon- 
greß Ministerialdirektor  Freiherr  v.  Marschall  im  Namen  der  badi- 
schen Regierung,  Prorektor  Professor  Braune  im  Namen  der  Univer- 
sität Heidelberg  und  der  beiden  anderen  Hochschulen  Badens  und 
Oberbürgermeister  Dr.  Wilckens  im  Namen  der  Stadt  Heidelberg. 
Nachdem  sodann  der  Schriftführer  ein  Begrüßungstelegramm  des  Preußi- 
schen Kultusministers  verlesen  und  der  Vorsitzende  auf  die  stattgefon- 
denen  Begrüßungen  gedankt  hatte,  ergriff  Königsberger-Heidelberg 
das  Wort,  um  die  Gedächtnisrede  auf  Jacobi  zu  halten. 

Nach  dieser  Rede  erhob  sich  Schwarz-Berlin  zu  folgender  An- 
sprache: 

Es  ist  mir  die  hohe  Ehre  zuteil  geworden,  im  Namen  der  ECönig- 
lich  Preußischen  Akademie  der  Wissenschaften,  sowie  im  Namen  von 
Rektor  und  Senat  der  Königlichen  Friedrich -Wilhelms -Universität  zu 
Berlin,  zugleich  auch  im  Namen  des  hier  anwesenden  Vertreters  der 
Königlichen  Albertus -Universität  zu  Königsberg  in  Preußen  der  Deut- 
schen Mathematiker -Vereinigung  den  Dank  auszusprechen  für  die 
Einladung  zur  Teilnahme  an  der  mit  dem  HI.  Internationalen  Mathe- 
matiker-Kongreß verbundenen  Jacobifeier. 

Mit  ungeteilter  freudiger  Zustimmung  haben  die  genannten  Körper- 
schaften, zu  denen  Jacobi  während  seiner  glänzenden  akademischen 
Wirksamkeit  in  engster  Beziehung  stand,  Kenntnis  erhalten  von  dem 
Beschlüsse  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  zu  Ehren  Jacob is 
eine  Sonderfeier  zu  veranstalten. 

Wenn  auch  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  drei  Körper- 
schaften, in  deren  Namen  zu  sprechen  ich  die  Ehre  habe,  unbestritten 
das  nächste  Anrecht  darauf  gehabt  haben  würden,  eine  Feier  zu  Ehren 
Jacobi s  zu  veranstalten,  so  ist  mit  dem  Zeitpunkte,  an  welchem  der 
Beschluß  gefaßt  wurde,  den  IH.  Internationalen  Mathematiker- Kon- 
greß auf  deutschem  Boden  und  zwar  in  Heidelberg  abzuhalten,  die 
Sachlage  eine  völlig  andere  geworden.  Keiner  der  drei  genannten 
Körperschaften  würde  es  möglich  gewesen  sein,  der  Jacobifeier  einen 
so  unvergleichlich  schönen  Rahmen  zu  geben,  wie  ihn  Heidelberg 
bietet;  denn  unter  allen  den  schönen  und  schönsten  Fleckchen  Erde, 
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vrelche  unser  deutsehes  Vaterland  sein  eigen  nennt,  gibt  es  nur  ein 
Heidelberg  I 

Sicherlich  wäre  es  auch  schwer  gewesen,  außerhalb  Heidelbergs 
einen  Mann  zu  finden,  der  in  gleicher  Weise  geeignet  und  geneigt  ge- 
wesen wäre,  mit  gleich  liebcToller  Hingebung  den  Lebensumständen 
und  den  wissenschaftlichen  Leistungen  des  großen  Mathematikers  nach- 
zuforschen und  sie  mit  solcher  Kunst  und  Vollendung  darzustellen, 
wie  es  der  Herr  Vorredner  getan  hat. 

Dem  mir  erteilten  Auftrage  komme  ich  nach,  wenn  ich  im  Namen 
der  genannten  drei  Körperschaften  Euerer  Königlichen  Hoheit,  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  und  allen  Teilnehmern  an  dem 
in.  Internationalen  Mathematiker  -  Kongresse  den  Dank  für  die 
Ehrung  ausspreche,  welche  Sie  dem  Andenken  Jacobis  durch  die  heutige 
Feier  haben  zuteil  werden  lassen. 

Noch  einen  Auftrag  habe  ich  zu  erfüllen. 

Die  Preußische  Akademie  der  Wissenschaften  hat  das  Andenken 
Jacobis  durch  die  Herausgabe  seiner  wissenschaftlichen  Werke  geehrt; 
sie  hat  aber  noch  eine  andere  Pflicht  der  Pietät  dem  großen  Gelehrten 
gegenüber  erfüllt. 

Vor  wenig  Jahren  erhielt  ein  Mitglied  der  Akademie  von  der  da- 
^nals  noch  lebenden  hochbetagten  Gattin  des  Verstorbenen  die  Mitteilung, 
daß  eine  Pflege  des  Jaco bischen  Grabes  fernerhin  nicht  gestattet  werden 
solle.  Dies  war  für  die  Akademie  die  Veranlassung,  sofort  die  er- 
forderlichen Verhandlungen  einzuleiten  und  mit  Erfolg  durchzuführen, 
um  aus  den  Mitteln  der  Akademie  die  Grabstätte  Jacobis  für  die 
Zeit  zu  erwerben,  während  der  der  Dreifaltigkeitskirchhof  in  Berlin,  auf 
welchem  die  Grabstätte  belegen  ist  (am  Blücherplatz  vor  dem  Halli- 
schen Tore),  überhaupt  als  Kirchhof  bestehen  bleiben  wird. 

Die  Akademie  hat  die  fernere  Pflege  des  Jac ob i sehen  Grabes  und 
des  auf  ihm  .errichteten  Kreuzes  übernommen  und  für  eine  passende, 
ein&che  aber  würdige  Einfriedigung  desselben  Sorge  getragen. 

Infolge  des  Beschlusses  der  physikalisch- mathematischen  Klasse 
der  Akademie  bin  ich  beauftragt,  die  Grabstätte  Jacobis  in  ihrem 
gegenwärtigen  Zustande  den  Teilnehmern  des  Kongresses  im  photo- 
graphischen  Bilde  vorzuführen. 

Ich  bin  femer  beauftragt,  das  Bild  selbst,  nachdem  die  Kongreß- 
teilnehmer es  betrachtet  haben  wei-den,  Herrn  Geheimrat  Koenigs- 
berger,  dem  Biographen  Jacobis,  mit  der  Bitte  zu  übergeben,  es 
dauernd  in  Besitz  nehmen  und  ihm  in  seinem  Hause  einen  Platz  ge- 
währen zu  wollen. 
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Damit  war  das  Programm  der  ersten  allgemeinen  Sitzung  beendigt; 
Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog  verweilte  noch  längere 
Zeit  im  Saale  ^  um  sich  eine  größere  Anzahl  der  anwesenden  aus- 
wärtigen Kongreßmitglieder  vorstellen  zu  lassen. 

Nachmittags  4  Uhr  erfolgte  die  Bildung  der  Sektionen^  über  deren 
Tätigkeit  unten  gesondert  berichtet  wird. 

Abends  7  Uhr  begann  das  Bankett  in  der  Stadthalle,  zu  welchem 
wiederum  Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog  erschien.  Den 
Reigen  der  Toaste  erüfiEnete  der  Vorsitzende,  Web  er- Straßburg,  mit 
einem  Toaste  auf  den  Kaiser  und  den  Großherzog  und  einer  Begrüßung 
des  Erbgroßberzogs,  worauf  Dieser  mit  einem  Toaste  auf  die  Staats- 
oberhäupter aller  auf  dem  Kongreß  vertretenen  Länder  antwortete.  Es 
wurden  hierauf  folgende  Huldigungstelegramme  an  den  Kaiser  und  den 
Großherzog  abgesandt: 

An  des  Kaisers  Majestät,  Berlin. 

Dem  machtvollen  Herrscher  des  Deutschen  Reiches,  dem  unermüd- 
lichen Schirmer  des  Friedens  sendet  der  zum  erstenmal  auf  deutschem 
Boden   versammelte  Internationale  Mathematiker-Kongreß  ehrerbietigste 

°^  °*  Im  Auftrage:  Prof.  Weber.     Prof.  Krazer. 

An  Seine  Königliche  H»iheit  den  Großherzog  von  Baden,  St.  Moritz-Bad. 

Dem  allverehrten  Fürsten  und  Herrn  des  schönen  Landes,  dessen 
Gastfreundschaft  wir  genießen,  dem  warmherzigen  Beschützer  von  Kunst 
und  Wissenschaft  huldigen  wir  in  Verehrung  und  Dankbarkeit. 

'  Die  zum  III.  Internationalen  Kongreß  in  Heidelberg 
versammelten  Mathematiker. 
Im  Auftrage:  Prof.  Weber.     Prof.  Krazer. 

Sodann  sprach  Kl  ein- Göttingen  den  Dank  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung allen  Behörden,  die  zum  Zustandekommen  des  Kon- 
gresses mitgewirkt  hatten,  insbesondere  der  badischen  Regierung  aus, 
namens  welcher  Ministerialdirektor  Freiherr  v.  Marschall  mit  einem 
Hoch  auf  die  mathematische  Wissenschaft  erwiderte.  Darauf  begrüßte 
der  Schriftführer  im  Namen  der  deutschen  Mathematiker  die  aus- 
ländischen Kollegen;  namens  dieser  dankte  Geiser-Zürich,  indem  er 
auf  die  Verbrüderung  der  Nationen  durch  die  Wissenschaft  sein  Glas 
leerte.  Einen  Toast  von  Not  her- Erlangen  auf  die  Stadt  Heidelberg 
erwiderte  Bürgermeister  Walz.  Als  letzter  erhob  sich  endlich  Heffter- 
Bonn  zu  einem  mit  lebhaftem  Beifall   aufgenommenen  mathematischen 
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Damentoast.  Qegen  10  Uhr  verließ  Seine  Königliche  Hoheit  der  Erb- 
großherzog das  Bankett^  dessen  Teilnehmer  sich  dann  zu  kleineren 
Gruppen  vereinigten. 

Mittwoch,  den  10.  An^si 

Den  Vormittag  füllten  Sektionssitzungen  aus.  Für  den  Nach- 
mittag hatte  Seine  Königliche  Hoheit  der  Großherzog  den  Kongreß  zu 
einem  Empfang  in  den  Schloßgarten  nach  Schwetzingen  eingeladen^ 
wohin  zwei  Sonderzüge  um  4**  und  4*^  Uhr  die  Gäste  brachten.  Kurz 
vor  den  Kongreßteilnehmern  war  in  Vertretung  Seines  Hohen  Vaters 
Seine  Königliche  Hoheit  der  Erbgroßherzog  in  Schwetzingen  einge< 
troffen.  Er  erwartete  die  Gäste  im  Schloßgarten  und  nahm  bis  gegen 
7  Uhr  die  Vorstellung  aller  Erschienenen  entgegen.  Wahrend  des 
Empfanges  war  im  Garten  Tee  serviert  worden.  Später  scharten  sich 
die  Kongreßteilnehmer  vor  den  in  der  Orangerie  aufgestellten  Buffetts. 
Um  8  Uhr  gingen  die  Gäste,  nachdem  noch  Weber- Straßburg  ein 
Hoch  auf  Seine  Königliche  Hoheit  den  Erbgroßherzog  ausgebracht 
hatte,  zum  Bahnhof  zurück,  um  mit  den  um  8^"  und  8**  Uhr  abgehenden 
Sonderzügen  nach  Heidelberg  zurückzukehren. 

Donnerstag,  den  11.  Aagast. 

Beim  Beginn  der  in  der  Aula  der  Universität  vormittags  10  Uhr 
stattfindenden  2.  allgemeinen  Sitzung  verlas  der  Schriftführer  zunächst 
die  folgenden,  tags  zuvor  eingetroffenen  Antworttelegramme  des  Kaisers 
und  des  Großherzogs: 

An  den  Mathematiker-Kongreß,  Heidelberg. 
Aus  Swinemünde. 

Seine  Majestät  der  Kaiser  und  König  lassen  den  Mitgliedern  des 
UI.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses,  der  zum  erstenmal  auf 
deutschem  Boden  sich  versammelt  hat,  Seinen  Kaiserlichen  Gruß  ent- 
bieten und  für  das  Huldigungstelegramm  Dank  sagen.  Den  Arbeiten 
des  Kongresses  wünscht  Seine  Majestät  besten  Erfolg.  Im  AUer- 
höchsten  Auftrag 

V.  Tschirsky,  kgl.  Gesandter. 

An  die  Herren  Professoren  Weber  und  Krazer,  Heidelberg. 
Aus  St.  Moritz-Bad. 

Ich  ersuche  Sie  beide,  den  Mitgliedern  des  so  hoch  schätzbaren 
Mathematiker-Kongresses   meinen   wärmsten  Dank    zu    übermitteln   für 
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die  mir  gewidmete,  sehr  freundliche  BegrOßung  und  für  den  so  werten 
Ausdruck  Ihrer  Gefühle.  Ich  bin  sehr  erfreut  darüber,  daß  es  der  ehr- 
würdigen Ruperto-Carola  vergönnt  ist,  einen  so  seltenen  Kongreß  in 
ihrer  Mitte  zu  besitzen  und  ihm  treue  Gastfreundschaft  zu  bieten.  Ich 
wünsche  von  Herzen,  daß  Sie  alle  Ihrem  Aufenthalt  in  meinem  Lande 
ein.  freundliches  Andenken  bewahren  mögen. 

Friedrich,  Grroßherzog  von  Baden. 

Hierauf  überreichte  Gutzmer-Jena  die  im  Auftrage  des  Vorstandes 
von  ihm  verfaßte  Geschichte  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung 
mit  folgenden  Worten: 

Mehr  als  im  allgemeinen  andere  Wissenschaften  erfordert  die 
Mathematik  von  ihren  Jüngern  ein  Versenken  in  die  Einsamkeit,  um 
fem  dem  Getriebe  des  realen  Lebens  den  Gesetzen  von  Maß  und  Zahl 
nachspüren  zu  können. 

Aber  neben  den  Fragen,  die  der  Einzelne  zu  beantworten  sucht, 
die  vielleicht  erst  in  seinem  Kopfe  zu  Problemen  geworden  sind,  gibt 
es  auch  in  der  Mathematik  Aufgaben  mannigfacher  Art,  die  nur  durch 
das  Zusammenwirken  der  Mathematiker  erledigt  werden  können. 

Um  den  weiten  Kreis  dieser  Aufgaben  einigermaßen  zu  kenn- 
zeichnen, sei  nur  an  die  wichtige  Frage  der  zweckmäßigen  Gestaltung 
des  Unterrichts  erinnert,  an  die  Frage  einer  angemessenen  Formulierung 
der  Prüfungsordnungen,  an  die  Berücksichtigung  der  Anwendungen  der 
Mathematik  auf  die  Probleme  des  Lebens,  auf  Astronomie,  Geodäsie 
und  Physik  und  —  last  aber  gewiß  nicht  least  —  auf  die  Technik. 
Es  sei  femer  hingewiesen  auf  die  besondere  Wichtigkeit,  welche  z.  B. 
auch  für  den  Einzelforscher  die  Referate  und  Encyklopädien  besitzen, 
die  nur  von  einer  Gemeinschaft  von  Fachgenossen  hergestellt  werden 
können. 

So  gewiß  es  ist  und  bleiben  wird,  daß  die  großen  Fortschritte  der 
Mathematik  durch  die  Entdeckungen  einzelner  bevorzugter  Forscher 
herbeigeführt  werden,  so  sicher  kann  behauptet  werden,  daß  es  stets 
Fragen  gibt,  die  eine  Kooperation  voraussetzen,  und  daß  es  Zeiten  gibt, 
wo  die  Erledigung  dieser  Fragen  von  ebenso  großer  Bedeutung  ist  als 
die  Entdeckung  des  einen  oder  anderen  Theorems. 

In  einer  solchen  Zeit  scheinen  wir  jetzt  zu  leben.  Überall,  in 
England,  in  Frankreich,  in  Amerika,  in  Deutschland  sind  wichtige 
Fragen  dieser  Art  zur  Erledigung  gebracht  worden  oder  harren  ihrer 
baldigen  Lösung. 

In  Deutschland  hat  die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  den 
bezeichneten  Kreis  von  Fragen  mit  unausgesetzter  Aufmerksamkeit  ver- 
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folgt  and  an  deren  Losung  nnd  Klärung  mitgewirkt.  Es  erschien  als 
ein  Bedürfnis,  von  der  Tätigkeit  der  Vereinigung  Rechenschaft  abzu- 
legen. Das  ist  in  einer  kleinen  Schrift  geschehen,  die  ich  im  Auftrage 
des  Vorstandes  verfaßt  habe.  Ich  möchte  nicht  verfehlen,  allen  den 
Herren  meinen  Dank  auszusprechen,  die  mich  durch  Mitteilungen  und 
Bemerkungen  unterstützt  haben,  und  dabei  auch  des  Entgegenkommens 
der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  dankbar  zu  ge- 
denken. 

Das  anspruchslose  Heft  ist  den  Teilnehmern  des  gegenwärtigen 
Kongresses  gewidmet,  und  ich  schätze  es  mir  zur  besonderen  Ehre, 
diese  „Geschichte  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung'*  gerade  hier 
in  Heidelberg,  wo  vor  15  Jahren  auf  Anregung  von  Georg  Cantor 
der  Plan  zu  ihrer  Gründung  nach  außen  hin  bekannt  gegeben  wurde, 
angesichts  einer  illustren  internationalen  Versammlung  Ihnen,  hoch- 
geehrter Herr  Präsident,  hiermit  überreichen  zu  dürfen. 

Nachdem  Gutzmer  geendigt  hatte,  überreichte  Klein- Göttingen 
namens  der  Akademischen  Kommission  (in  Vertretung  ihres  Vorsitzen- 
den V.  Dyck- München)  den  nunmehr  fertiggestellten  ersten  Band  der 
Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften.  Das  Schlußheft  des 
Bandes  enthält  außer  einem  allgemeinen  einleitenden  Bericht  des  Vor- 
sitzenden und  einem  besonderen  Vorwort  des  Herausgebers  F.  Meyer- 
Königsberg  insbesondere  ein  von  letzterem  gearbeitetes  ausführliches 
alphabetisches  Autoren-  und  Sachregister.  Der  Vortragende  dankt  allen 
Mitarbeitern  (deren  hingebende  Tätigkeit  in  erster  Linie  das  Zustande- 
kommen des  Bandes  ermöglichte),  femer  F.  Meyer,  dessen  Initiative 
der  Plan  der  Encyklopädie  anfänglich  entsprungen  ist  und  der  nun 
auch  zuerst  die  Genugtuung  erlebt,  einen  abgeschlossenen  Band  vor- 
legen zu  können,  endlich  auch  noch  der  Verlagsbuchhandlung,  welche 
ihre  große  Leistungsfähigkeit  sozusagen  unbeschränkt  in  den  Dienst 
des  Unternehmens  gestellt  hat.  An  den  ferneren  Bänden  H — VI  wird 
z.  Z.  gleichförmig  weiter  gearbeitet,  so  daß  man  ihrer  Fertigstellung 
in  absehbarer  Zeit  entgegensehen  darf.  Aber  zugleich  eröffnen  sich 
bereits  Perspektiven  auf  fernere  Weiterfuhrung  des  Unternehmens. 
Molk-Nancy  wird  sogleich  das  erste  Heft  einer  französischen  Aus- 
gabe vorlegen,  die  unter  Mitwirkung  hervorragendster  französischer 
Autoren  zustande  kommt  und  damit  als  zweite  verbesserte  Auflage  der 
bisherigen  Ausgabe  erscheinen  kann.  Man  darf  hoffen,  daß  später 
wieder  eine  neue  deutsche  Ausgabe  folgt,  in  der  alles  das  viele  Material 
an  Berichtigungen  und  Vervollständigungen,  welches  bis  dahin  zu- 
sammengekommen sein  wird,  eingearbeitet  werden  soll.    Die  Redaktion 
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der  deutschen  Ausgabe  bittet  die  Mathematiker  des  In-  und  Auslandes 
schon  jetzt  ihr  solches  Material  zukommen  zu  lassen. 

Hierauf  sprach  Molk -Nancy  unter  Überreichung  des  ersten  Heftes 
der  von  ihm  herausgegebenen  französischen  Ausgabe  der  Encyklopädie 
folgendes: 

J'ai  rhonneur  de  vous  presenter  le  premier  fascicule  de  Tedition 
franfaise  de  FEncyclopedie  des  sciences  math^matiques.  Cette  edition 
fran9aise  vient  s'adjoindre  ä  Fedition  allemande  de  la  m^me  Encyclo- 
pedie.  Ge  n'est  pas  une  simple  traduction:  c'est  un  expos^^  fait  par 
des  math^maticiens  de  langue  franf aise,  des  articles  contenus  dans  l'edi- 
tion  allemande;  ces  articles  sont  completes,  mis  ä  jour;  le  mode  d'ex- 
position  est  d'ailleurs  entierement  conforme  aux  traditions  fran^aises. 
Toutefois  le  caractfere  general  de  la  premiere  Edition  est  conserve: 
Fedition  fran^aise  est  publiee  sous  les  auspices  des  memes  Academies; 
un  delegue  de  ces  Academies  en  suit  la  publication;  d'autre  part^  le 
röle  considerable  joue,  dans  la  r^alisation  de  la  conception  meme  de 
FEncyclopedie,  par  les  redacteurs  des  differents  tomes  de  Fedition  alle- 
mande est  mis  en  evidence  par  la  mention  du  nom  de  ces  redacteurs 
sur  la  page-titre  de  chacun  des  volumes  de  Fedition  fran^aise. 

Les  noms  des  editeurs  de  notre  edition,  B.  G.  Teubner  ä  Leipzig 
et  Gauthier-Yillars  ä  Paris  sont  universellement  connus  et  chacun  sait 
ce  que  la  science  mathematique  leur  doit.  Leur  deyise  commune  est 
et  sera:  Viribus  unitis. 

Pour  faciliter  les  recherches  du  lecteur,  le  titre  de  chaque  article 
est  reproduit,  en  tout  ou  en  partie,  de  deux  pages  en  deux  pages;  ce 
titre  est  encadre  par  le  nom  de  Fauteur  de  Farticle  allemand  et  par 
celui  de  Fauteur  de  Fexpose  fran9ais.  Ces  deux  auteurs  forment  ainsi 
un  complexe  oü  la  seconde  unitc,  Funite  fran9aise,  yient  compl^ter  la 
premiere  unite,  Funite  allemande.  II  serait  certes  desirable  que  d'autres 
unites  viennent  s'adjoindre  ä  ces  deux  unites  pour  donner  encore  da- 
yantage  ä  FEncyclopedie  un  caract^re  aussi  uniyersel  que  la  Mathe- 
matique elle-m^me;  cette  adjonction  est  possible  sans  que  rien  ne  soit 
change  ä  Fid^e  directrice  imprimee  ä  FEncyclopedie  par  les  redacteurs 
de  la  premifere  edition:  notre  edition  fran9aise  en  foumira  une  premiere 
preuve  tangible. 

lVan9ois  Vifete,  notre  mutre  ä  tous,  ecrivait,  en  tote  d'un  de  ses 
principaux  ouyrages: 

„Je  fais  le  mien  autant  que  Dieu  le  permet 

,,Que  chacun  fasse  le  sien  et  la  science  accroitra. 

En  nous  donnant  son  concours  dans  le  domaine  qu'il  a  le  plus 
approfondi,  chacun  de  yous,  Messieurs,   peut  contribuer  a  ce  que  FEn- 
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cyclopedie  reponde  de  mieux  en  mieux  aux  besoins  des  mathematicienB 
et  des  Ingenieurs  contemporains.  Et  par  celä  meme  „la  science  ac- 
croitra". 

Es  folgten  sodann  die  Vorträge  von  Painleve-Paris:  Le  Pro- 
bleme moderne  de  Tintegration  des  equations  diflFerentielles,  und  von 
Greenhill- London:  The  mathematical  theory  of  the  top  (considered 
historically). 

Nachmittags  4  Uhr  wurde  im  Museumssaale  durch  Ansprachen 
von  Gutzmer-Jena  und  Disteli-StraBburg  die  Ausstellung  mathema- 
tischer Literatur  und  mathematischer  Modelle  und  Apparate  eröfl&iet.*) 
An  diese  Ansprachen  schloß  sich  zunächst  ein  kurzer  Vortrag  von 
Runge -Hannover  über  die  Leibnizsche  Rechenmaschine,  sodann  Demon- 
strationen mit  dem  Zeißischen  Epidiaskop  und  ein  Vortrag  mit  Schatten- 
bildern von  Wien  er- Darmstadt. 

Um  y^T  Uhr  stand  ein  Sonderzug  zur  Fahrt  nach  Schlierbach  bereit, 
von  wo  die  Fähre  die  Teilnehmer  nach  Ziegelhausen  übersetzte.  Um 
8  Uhr  ertonte  dort  das  Signal  zur  Abfahrt  und  es  fuhren  die  Kon- 
greßteilnehmer in  den  von  der  Stadt  Heidelberg  gestellten  Booten 
den  Fluß  hinunter  zur  Besichtigung  der  Schloßbeleuchtung  und  des 
sich  daran  anschließenden  Feuerwerks.  Gegen  YglO  Uhr  legten  die 
Boote  an  der  Stadthalle  an.  Die  Kongreßteilnehmer  verließen  unter 
Hochrufen  auf  die  Stadt  Heidelberg  die  Boote  und  blieben  lebhaft  be- 
wegt von  dem  gesehenen,  einzigartigen  Schauspiele  noch  einige  Stunden 
in  zwangloser  Unterhaltung  beisammen. 

Freitag,  den  12.  August. 

Der  Vormittag  war,  wie  am  Mittwoch,  Sektionssitzungen  gewidmet. 

Nachmittags  von  4%  Uhr  an  fanden  Vorträge  und  Demonstrationen 
in  der  Ausstellung  statt  und  zwar: 

I.  Demonstration  von  Apparaten  aus  der  optischen  Werkstätte  von 
Carl  Zeiß  in  Jena;  H.  Demonstrationsvortrag  von  Wiener-Darmstadt 
über  die  Entwicklung  geometrischer  Formen;  HI.  Vortrag  uijd  Demon- 
stration von  Schilling-Göttingen. 

Abends  7%  Uhr  begann  die  zu  Ehren  der  Kongreßmitglieder  von 
der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  veranstaltete  Abendunterhal- 
tung in  der  Schloßrestauration.  Das  Programm  des  Abends  bestand 
aus  drei  Teilen:  einem  musikalischen  Teile,  in  welchem  das  städtische 
Orchester  abwechselnd  mit  Männerchören  des  Heidelberger  Sängerver- 


^  Siehe  den  im  ni.  Teil  folgenden  Bericht  über  die  Ausstellung. 
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bandes  eine  Reihe  von  Musikstücken  zum  Vortrag  brachte.  Den  zweiten 
Teil  dea  Programmes  bildete  ein  unterhalb  der  Scheffelterrasse  abge- 
branntes Feuerwerk,  eingeleitet  durch  eine  Beleuchtung  der  Ostfassade 
des  Schlosses.  Um  10  Uhr  folgte  als  dritter  Teil  ein  allgemeiner 
Kommers  unter  dem  Vorsitze  von  Schubert-Hamburg,  der  die  Kon- 
greßteilnehmer bis  nach  Mittemacht  zusammenhielt. 

Samstag,  den  13.  Angnsi 

Nach  einer  vormittags  9  Uhr  stattgefundenen  kurzen  Sitzung  des 
Ausschusses  begann  um  97,  Uhr  die  Oeschäftssitzung  des  Kongresses, 
deren  Protokoll  unten  abgedruckt  ist.  An  diese  schloß  sich  unmittel- 
bar die  3.  allgemeine  Sitzung  mit  den  Vorträgen  von  Segre- Turin:  La 
geometria  d'oggidi  e  i  suoi  legami  coli'  analisi,  und  von  Wirtinger- 
Wien:  Biemanns  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Reihe  und 
ihre  Bedeutung.  Hierauf  verlas  der  Schriftführer  folgendes,  während 
der  Sitzung  eingelaufene  Antworttelegramm  Seiner  Königlichen  Hoheit 
des  Erbgroßherzogs  auf  eine  ihm  während  des  gestrigen  Abends  tele- 
graphisch übersandte  Huldigung: 

Herrn  Professor  Schubert,  Heidelberg. 
Aus   Badenweiler. 

Den  Teilnehmern  am  HI.  Internationalen  Mathematiker-Tag,  die 
bei  der  gestern  von  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  veranstal- 
teten Abendunterhaltung  meiner  so  freundlich  gedachten,  sage  ich  hier- 
für meinen  verbindlichsten  Dank.  Es  wird  mir  stets  eine  werte  Er- 
innerung sein,  die  Herren  persönlich  haben  begrüßen  und  am  Beginn 
des  Kongresses  mich  haben  beteiligen  zu  können,  dem  ich  den  erfreu- 
lichsten und  befriedigendsten  Abschluß  wünsche. 

Friedrich,  Erbgroßherzog  von  Baden. 

Hierauf  schloß  Weber  den  Kongreß  mit  folgender  Ansprache: 
Wir  nahen  uns  dem  Schlüsse  des  Kongresses  und  es  liegt  mir  die 
angenehme  Pflicht  ob,  allen  denen  zu  danken,  die  zum  Gelingen  des 
Kongresses  beigetragen  haben.  Zunächst  also  allen,  die  hierher  ge- 
kommen sind,  um  an  dem  Kongreß  teilzunehmen,  die  zum  Teil  sehr 
weite  Reisen  nicht  gescheut  haben,  um  sich  hier  mit  uns  zu  wissen- 
schaftlicher Arbelt  zu'  vereinigen;  möchten  sie  alle  befriedigt  und  mit 
schönen  Eindrücken  und  Erinnerungen  in  ihre  Heimat  zurückkehren. 
Insbesondere  habe  ich  aber  auch  aller  derer  zu  gedenken,  die  uns 
durch  materielle  Unterstützung  in  den  Stand  gesetzt  haben,  Ihnen  das 
zu  bieten,  was  Sie  hier  gefunden  haben. 
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Seitdem  es  feststand,  daß  der  III.  Internationale  Mathematiker- 
Kongreß  in  Deutschland  stattfinden  sollte,  hat  sich  der  Vorstand  unserer 
Vereinigung  mit  der  Frage  der  Organisation  beschäftigt.  Es  tauchte 
zuerst  die  Frage  auf,  in  welcher  Stadt  des  weiten  Deutschen  Reiches 
wir  Sie  empfangen  sollten,  und  da  hat  die  Erwägung,  daß  es  in  einer 
kleineren  Stadt  leichter  sein  würde,  die  Kollegen  einander  nahe  zu 
brii^en,  als  in  der  Großstadt,  den  Ausschlag  gegeben,  daß  wir  Sie 
nicht  nach  der  Beichshauptstadt,  sondern  nach  Heidelberg  eingeladen 
haben,  das  für  einen  wissenschaftlichen  Kongreß  so  außerordentlich 
günstige  Bedingungen  bietet. 

Es  beschäftigte  uns  sodann  die  fVage,  die  sich  so  leicht  in  irdi- 
schen Dingen  dem  kühnen  Flug  der  Gedanken  und  Hoffnungen  wie  ein 
Bleigewicht  anhaftet:  woher  nehmen  wir  die  Mittel,  um  unsere  Gäste 
würdig  zu  empfangen  und  ihnein  alle  die  wissenschaftlichen  und  litera- 
rischen Gaben  zu  bieten,  die  wir  im  Sinne  hatten.  Aber  auch  hier 
blieben  wir  nicht  lange  in  der  Not  stecken.  Es  hat  uns  auf  die  Kunde, 
daß  sich  der  Kongreß  in  Heidelberg  versammeln  sollte,  die  badische 
Staatsregierung  sofort  einen  Beitrag  von  3000  M.  zu  ganz  freier  Ver- 
wendung in  Aussicht  gestellt,  den  der  Landtag  in  dankenswerter  Libe- 
ralität bewilligt  hat.  Es  hat  sodann  Seine  Majestät  der  Kaiser  und 
Konig  von  Preußen  aus  seinem  Dispositionsfond,  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  die  Jacobi-Feier  und  die  damit  im  Zusammenhang  stehende 
Publikation  der  Jacobi-Biographie,  5000  M.  bewilligt,  und  die  gleiche 
Summe  ist  von  der  Reichsregierung  hinzugefügt  worden.  Femer  ist 
uns  von  der  Teubnerschen  Firma,  der  stets  hilfsbereiten  Freundin 
unserer  Wissenschaft,  ein  Zuschuß  von  2000  M.  zu  Teil  geworden. 

Mit  so  reichen  Mitteln  ausgestattet,  konnten  wir  es  wagen,  ohne 
allzu  ängstliche  Sparsamkeit  in  die  Vorbereitung  einzutreten,  und  ich 
spreche  allen,  die  in  so  freigebiger  Weise  dazu  beigetragen  haben,  die 
finanzielle  Grundlage  des  Kongresses  zu  sichern,  den  herzlichsten  Dank 
aus.  Es  läßt  sich  natürlich  in  diesem  Augenblick  die  finanzielle  Lage 
noch  nicht  vollständig  übersehen,  aber  wir  können  doch  schon  mit 
Sicherheit  darauf  rechnen,  daß  der  Abschluß  ein  günstiger  sein  wird. 
Wir  werden  dem  Vorstand  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung 
sobald  als  möglich  genaue  Rechnung  ablegen. 

Außerdem  aber  hat  eine  herzliche  Gastfreundschaft  dazu  beige- 
tr^en,  den  Kongreß  zu  einem  so  schönen  Feste  zu  gestalten.  Mein 
Dank  gilt  in  erster  Linie  Seiner  Königlichen  Hoheit  dem  Großherzog 
von  Baden,  der  sein  warmes  Interesse  an  unserer  Sache  in  so  erheben- 
der Weise  zum  Ausdruck  gebracht  hat,  und  Seinem  durchlauchtigsten 
Sohne,    dem   Erbgroßherzog   Friedrich,    der   uns   in    des   Großherzogs 
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Namen  empfangen  und  das  Ehren-Präsidium  unserer  Eröffiiungs-Sitzung 
übernommen  hat.  Wir  alle  waren  yon  der  hinreißenden  Liebenswürdig- 
keit des  edlen  Fürsten  bezaubert. 

Ich  danke  sodann  auch  der  Stadt  Heidelberg,  die  durch  Entsen- 
dung von  Vertretern  zu  den  Vorarbeiten  des  Ausschusses  von  Anfeng 
an  ihr  Interssse  an  unserer  Versammlung  betätigt  und  uns  jetzt  eine 
so  gastliche  Au&ahme  bereitet  hat. 

Sodann  danke  ich  Seiner  Magnifizenz  dem  Prorektor  der  Uni- 
versität, der  uns  in  den  Räumen  der  Universität  ein  Obdach  gewährt 
und  uns  durch  seine  Gegenwart  bei  den  Sitzungen  geehrt  hat.  In  dem 
schönen  neuen  Saale  der  Universität  hat  die  so  lehrreiche  Ausstellung 
der  mathematischen  Literatur,  der  Modelle  und  Apparate,  deren  Ge- 
lingen wir  dem  opferwilligen  Zusammenwirken  der  Aussteuer  und 
unseres  Komitees  verdanken,  eine  würdige  Stätte  gefunden. 

Nicht  zum  wenigsten  gilt  aber  mein  Dank  allen  denen,  die  durch 
Vorträge  in  den  allgemeinen  und  in  den  Sektionssitzungen  oder  durch 
Demonstrationen  in  der  Ausstellung  dem  Kongresse  seinen  wissenschaft- 
lichen Inhalt  gegeben  haben,  endlich  auch  allen  denen,  die  in  ver- 
borgener und  bescheidener  Arbeit  in  den  verschiedenen  Ausschüssen  das 
komplizierte  BUderwerk  im  Gange  erhalten  haben. 

Ihnen  allen  aber  rufe  ich  ein  herzliches  Lebewohl  zu.  Behalten 
Sie  die  Heidelberger  Tage  in  freundlicher  Erinnerung! 

Auf  Wiedersehen  in  Rom! 

Am  Nachmittag  war  für  die  Damen  offizieller  Kaffee  in  der  Stifts- 
mühle. Ein  Teil  der  Herren  folgt«  einer  Einladung  Wolfs  zur  Be- 
sichtigung seines  astrophysikalischen  Instituts  und  traf  von  dort  aus 
später  gleichfalls  in  der  Stiftsmühle  ein.  Baron  von  Bernus  hatte 
in  freundlichster  Weise  dem  Kongresse  eine  Einladung  zum  Besuche 
des  Stiftes  Neuburg  und  zur  Besichtigung  seiner  Sammlungen  über- 
sandt,  die  von  vielen  benutzt  wurde. 


E.  Bericht  über  die  Tätigkeit  der  Sektionen. 
Oesehäftsorduuiig  der  Sektionen. 

1.  Zur  Leitung  der  Geschäfte  wird  ein  Vorsitzender  bestellt,  dessen 
Wahl  in  jeder  Sitzung  für  die  nächstfolgende  stattfindet.  Vorsitzende 
der  ersten  Sitzung  sind  die  Einführenden. 

2.  Zur  Führung  eines  Sitzungsprotokolls  werden  Schriftführer  er- 
nannt. 

3.  Die  Reihenfolge,  in  der  die  angekündigten  Vorträge  gehalten 
werden  sollen,  wird  in  der  ersten  Sitzung  bestimmt. 

4.  Die  Dauer  eines  Vortrages  soll  20  Minuten  nicht  überschreiten. 
In  der  Diskussion  werden  einem  Redner  5  Minuten  gestattet.  Kein 
Redner  erhält  in  derselben  Diskussion  mehr  als  einmal  das  Wort. 
Diese  Bestimmung  findet  auch  auf  den  Vortragenden  Anwendung,  über 
dessen  Vortrag  die  Diskussion  stattfindet. 

5.  Die  Herren,  die  an  der  Debatte  teilgenommen  haben,  können 
einen  kurzen  Bericht  über  ihre  Äußerungen  an  die  Einführenden  ein- 
reichen. 

6.  Die  an  jedem  Tage  abzuhaltenden  Vorträge  sollen  durch  An- 
schlag an  den  Türen^^  der  Sektionszimmer  und  am  Eingange  des 
Museumsgebäudes  bekannt  gemacht  werden. 

L  Sektion  (Arithmetik  und  Algebra). 
Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

Der  Einführende,  J.  Lüroth,  eröffnet  die  Sitzung  um  4  Uhr 
20  Min.  mit  einer  kurzen  Begrüßungsansprache. 

Hierauf  wird  die  Reihenfolge  der  Vorträge  für  die  Mittwochs- 
sitzung  bestimmt  und  D.  Seliwanoff  zum  Vorsitzenden  der  ersten 
Sitzung  gewählt. 
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Mittwoch,  den  10.  An^st,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzender:  D.  Seliwanoff. 
SchriftfÖhrer:  G.  Paber. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  P.  Gordan:  Über  die  Auflösung  der  Gleichungen  6.  Grades. 
Diskussion:  H.  Valentiner,  A.  Wiman. 

2.  J.  König:  Zum  Kontinuum-Problem. 

Diskussion:  G.  Cantor,  D.  Hubert,  A.  Schönflies. 

3.  A.  Capelli:  Ein  Beitrag  zum  Fermatschen  Satze. 

4.  F.  Hocevar:  Über  die  Bestimmung  der  linearen  Teiler  einer  alge- 
braischen Form. 

Diskussion:  J.  Lüroth,  G.  Landsberg. 

5.  A.  Guldberg:  Über  lineare  Differenzengleichungen. 

Zum  Vorsitzenden  der  nächsten   Sitzung  wird  £.  Netto  gewählt 
und  darauf  um  11  Uhr  20  Min.  die  Sitzung  geschlossen. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzender:  E.  Netto. 
Schriftführer:   G.   Faber. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  H.  Minkowski:  Zur  Geometrie  der  Zahlen. 

2.  D.  Hilbert:  Über  die  Grundlagen  der  Logik  und  Arithmetik. 
Diskussion:  J.  König,  G.  Cantor. 

3.  G.  Voronoi:  Sur  une  propri^te  du  discriminant  des  fonctions  en- 
ti^res. 

Diskussion:  D.  Seliwanoff,  E.  Netto. 

4.  A.  Wiman:  Die  metazyklischen  Gleichungen  9.  Grades. 
Diskussion:  E.  Netto. 

5.  A.   Loewy:    Über   reduzible    Gruppen    linearer   homogener  Sub- 
stitutionen. 

6.  K.  Stephanos:  Sur  une  categorie  d'equations  fonctioimelles. 

7.  E.  B.  Wilson:  On  products  in  additive  fields. 
Diskussion:  E.  Jahnke,  E.  B.  Wilson. 

8.  Eugen  Müller:  Mitteilungen  über  die  Herausgabe  von  E.  Schrö- 
ders Nachlaß. 

Um  12  Uhr  40  Min.  schließt  E.  Netto  die  Sitzung. 
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n.  Sektion  (Analysis). 
Mittwock,  den  10.  An^st,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzende:  G.  Mittag-Leffler  und  L.  Lindelöf. 
Schriftführer:   P.  Boutroux. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  L.  Schlesinger:  Über  das  Riemannsche  Fragment  zur  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  und  daran  anschließende  neuere 
Arbeiten. 

2.  E. B  o  r e  1 :  Sur  l'interpolation  des  fonctions  continues  par  des  polynomes. 
Diskussion:  G.  Mittag-Leffler. 

3.  D.  Hilbert:  Über  eine  Anwendung  der  Integralgleichungen  auf 
ein  Problem  der  Funktionentheorie. 

Diskussion:  L.  Schlesinger. 

4.  G.  Voronoi:  Sur  le  developpement,  ä  l'aide  des  fontions  cylindriques, 
des  sommes   doubles  £f(pm^  +  2qmn  +  rn*),    oü  pm*  +  2qmn 
+  rn*  est  une  forme  quadratique  positive  ä  coefficients  entiers. 
Diskussion:  P.  Epstein^  M.  Krause. 

5.  R.  Fricke:  Neue  Entwicklungen  über  den  Existenzbeweis  der 
polymorphen  Funktionen. 

Diskussion:   H.  A.  Schwarz,   L.  Schlesinger,  W.  Wirtinger. 

Freitag,  den  12.  Angast,  vormittags  P/^  Uhr. 

Vorsitzende:  J.  Hadamard  und  T.  Levi-Civita. 
Schriftführer:  E.  Landau. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  P.  Boutroux:  Sur  les  fonctions  entieres  d'ordre  entier. 

2.  G.  Mittag-Leffler:  Sur  une  classe  de  fonctions  entieres. 
Diskussion:  P.  Painleve,  H.  A.  Schwarz. 

3.  J.  Hadamard:  Sur  les  Solutions  fondamentales  des  equations  line- 
aires  aux  derivees  partielles. 

Diskussion:  V.  Vol terra. 

4.  A.  Capelli:  Über  die  Additionsformeln  der  Thetafunktionen. 
Diskussion:  M.  Krause,  A.  Krazer. 

in.  Sektion  (Geometrie). 
Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

A.  V.  Brill  begrüßt  die  Versammlung.    Es  wird  hierauf  in  die  Be- 
sprechung der  Geschäftsordnung  eingetreten.     Zum  Vorsitzenden  wird 
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H.  G.  Zeuthen  gewählt;  außerdem  erfolgt  die  Emennimg  der  Schrift- 
führer. Absatz  4  der  Geschäftsordnung  wird  dahin  abgeändert^  daß 
kein  Redner  in  der  Diskussion  das  Wort  mehr  als  zweimal  erhält 
(statt  einmal).  Die  Zeit  der  Sitzungen  wird  auf  9 — 11  und  IV/^ — 1  ühr 
festgesetzt. 

Sodann  spricht  A.  v.  Brill  über  Elimination  und  Geometrie  in  den 
letzten  Jahrzehnten.  An  der  Diskussion  beteiligen  sich  H.  G.  Zeuthen, 
F.  Meyer  und  J.  König;  zum  Schlüsse  ergreift  nochmals  A.  v.  Brill 
das  Wort. 

Mittwoch,  den  10.  August,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzende:  C.  Segre  und  F.  Morley. 
Schriftführer:   E.   Geck   und   M.    Caspar. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  F.  S.  Macaulay:   The  intersections   of  plane  curves,  with  exten- 
sions  to  n-dimensional  algebraic  manifolds. 

Diskussion:  P.  H.  Schonte. 

2.  C.  Guichard:  Sur  les  systemes  triples  orthogonaux. 

3.  E.  Study:  Kürzeste  Wege  im  komplexen  Gebiet. 
Diskussion:  L.  Autonne^  G.  Segre. 

Pause  von  %  Stunde  (lO^-liy^  Uhr). 

4.  F.  Meyer:  Über  Grundzüge  einer  Theorie  des  Tetraeders. 
Diskussion:  F.  Schur  und  K.  Stephänos. 

5.  K.  Rohn:  Über  algebraische  Raumkurven. 
Diskussion:  M.  Noether. 

6.  G.    Scheffers:   Über  Isogonalkurven,    Äquitangentialkurven   und 
komplexe  Zahlen. 

Diskussion:    Emil  Müll|er,    F.   Engel,    R.    v.    Lilienthal, 
F.  Meyer. 

Freiteg,  den  12.  Angnst,  vonnittags  9  Uhr. 

A.  V.  Brill  eröffnet  die  Sitzung  und  legt  drei  Abhandlungen  vor, 
deren  Verfasser  am  Erscheinen  verhindert  sind,  nämlicli: 

A.  Cabreira:  Note  sur  les  rapports  polygonaux. 

M.  Tichomandritzky:  Die  Winkelsumme  eines  ebenen  Dreiecks. 

W.  Sixtel:  Ableitung  der  einfachsten  Gleichungen  der  Kurven 
2.  Grades  in  Cartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  (russisch); 
sodann  wird  die  Sitzung  wie  folgt  fortgesetzt: 
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Vorsitzende:  C.  Guichard  und  C.  F»  Geiser. 
Schriftführer:  W.  Ludwig. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  A.  Schönflies:  Struktur  der  perfekten  Mengen. 

2.  K.  Zindler:  Zur  Differentialgeometrie  der  Linienkomplexe. 
Diskussion:  F.  Meyer. 

3.  E.  Wilczynski:    The  general  projective  theory    of  space   curves 
and  ruled  surfaces. 

Diskussion:  G.  Scheffers,  E.  Study. 

4.  J.  Andrade:    Determination    des    mouvements   ^  de   solides    aux 
trajectoires  spheriques. 

5.  J.  Knoblauch:  Grundformeln  der  Theorie  der  Htrahlensysteme. 
Diskussion:  K.  Zindler,  E.  Wilczynski. 

Pause  von  %  Stunde  (11— IIV^  Uhr). 

6.  K.  T.  Lilienthal:  Über  äquidistante  Kurven  auf  einer  Fläche. 
Diskussion:  J.  Knoblauch. 

7.  L.  Autonne:    Sur  les  substitutions   cremoniennes  dans  Tespace  ä 
plusieurs  dimensions. 

8.  It.  W.  Genese:  On  some  useful  theoreras  in  the  continued  multi- 
plication  of  the  regressive  product  in  real  four-point  space. 

9.  E.  Study:  Über  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

'  Diskussion:  H.  G.  Zeuthen,  A.  v.  Brill,  H.  Schubert,  K.  Rohn, 
M.  Noether. 

lY.  Sektion  (Angewandte  Mathematik). 
Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

F.  Klein  begrüßt  die  Anwesenden  und;  verbreitet  sich  kurz  über 
die  Aufgabe  der  angewandten  Mathematik^  besonders  über  die  päda- 
gogische Seite. 

Schriftführer  werden  A.  Sommerfeld  und  R.  Gans. 

Mittwoch,  den  10.  Angnst,  1.  Sitzung,  vormittags  9  Uhr. 
Vorsitzender:  J.  M.  van  Vleck. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  N.  Delaunay:  Sur  le  problfeme  des  trois  corps. 

2.  T.  Levi-Civita:    Sur  la   resolution  qualitative  du  probleme   re- 
streint  des  trois  corps. 
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3.  F.  Weingarten:  Ein  einfaches  Beispiel  einer  stationären  und 
rotationslosen  Bewegung  einer  tropfbaren  schweren  Flüssigkeit 
mit  freier  Begrenzung. 

Mittwoch^  den  10.  An^st,  2.  Sitxnng,  vormittaf^s  11%  Uhr. 

Vorsitzende:  Y.  Yolterra  und  J.  Hadamard. 
Gehaltene  Vorträge. 

1.  V.  Volterra:  Sur  la  theorie  des  ondes. 

2.  J.  Hadamard:  Sur  les  donnees  aux  limites  dans  les  equations 
aux  derivees  partielles  de  la  phjsique  mathematique. 

3.  A.  Sommerfeld:  Über  die  Mechanik  der  Elektronen. 

4.  R.  W.  Genese:  On  the  development  of  the  ,^usdehnungslehre" 
according  to  the  principles  of  statics. 

Freitag,  den  12.  August,  1.  Sitzung,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzende:  A.  Börsch  und  S.  Finsterwalder. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  H.  Weber:  Bemerkungen  aus  der  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen. 

2.  J.  Andrade:  Recherches  chronometriques. 

3.  A.  Börsch:  Die  Grundlagen  der  Bestimmung  der  Erdgestalt. 

4.  S.  Finsterwalder:  Flüchtige  Aufaahmen  mittels  Photogrammetrie. 

Freitag,  den  12.  August,  2.  Sitzung,  vormittags  11 V^  Uhr. 

(In  der  Ausstellung.) 
Vorsitzender:  F.  Klein. 

Gehaltene   Vorträge. 

1.  L.  Prandtl:  Über  Flüssigkeitsbewegung  bei  sehr  kleiner  Reibung. 

2.  A.  Kempe:  Ein  Gelenkmechanismus. 

Außerdem  Vorführung    der   Leibnizschen    Rechenmaschine    durch 
C.  Runge  und  Demonstration  zahlreicher  Apparate  durch  die  Aussteller. 

Y.  Sektion  (Geschielite  der  Mathematik). 

Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

Vorsitzende:  M.  Gantor  und  F.  Stäckel. 

Begrüßung  der  Sektion  durch  den  Vorsitzenden  M.  Gantor. 
Enbloc-Annahme  der  vorgedruckten  Geschäftsordnung. 
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Wahl  der  Schriftfdhi^r:  K.  Bopp  und  E.  Wölffing. 

Festsetzung  der  Reihenfolge  der  Vortrage. 

Vortrag:  M.  Gantor:  Einführung  in  die  Qeschichte  der  Mathe- 
matik; Hinweis  auf  neue  Resultate. 

Diskussion:  A.  v.  Braunmühl^  M.  Simon^  F.  M.  Feldhaus^ 
E.  Lampe^  P.  Tannery,  K.  Schwering. 

Zu  Vorsitzenden  der  nächsten  Sitzungen  werden  gewählt:  H.  ö.  Zeu  - 
then,  P.  Tannery,  A.  v.  Braunmühl,  6.  Loria. 

Mittwoeh,  den  10.  An^st,  vormittags  10  Uhr. 

Vorsitzende:   H.  G.  Zeuthen   und   P.  Tannery. 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  P.  Tannery:  Pour  l'histoire  du  probleme  inverse  des  tangentes. 

2.  S.  Dickstein:  Wronski  als  Mathematiker. 
Diskussion:  P.  Tannery,  S.  Dickstein,  G.  Loria. 

3.  M.  Simon:  Über  die  Mathematik  der  Ägypter. 
Diskussion:  M.  Cantor,  M.  Simon. 

Pause  von  %  Stunde  {W/^—lV/^  Uhr). 

4.  H.    G.  Zeuthen:    Gebrauch    und    Mißbrauch    historischer   Benen- 
nungen in  der  Mathematik. 

Diskussion:  M.  Simon,  H.  G.  Zeuthen. 

5.  L.  Schlesinger:   Bericht  über   die  Herausgabe  der  gesammelten 
Werke  von  L.  Fuchs  und  Überreichung  des  I.  Bandes. 

6.  G.  Eneström:  Welcher  Platz  gebührt  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik in  einer  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften? 

7.  A.  V.  BraunmÜhl:  Zur  Geschichte  der  Differentialgleichungen. 
Diskussion:  P.  Stäckel,  A.  v.  Braunmühl. 

8.  H.   Suter:   Zur  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Indem  und 
Arabern.     I.  Mitteilung. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  10  Uhr. 

Vorsitzende:   A.  v.  Braunmühl  und  G.  Loria. 

Eine  Resolution,  betreffend  die  Herausgabe  der  Werke  Eulers  durch 
die  Carnegie-Institution,  wird  von  F.  Morley  und  A.  Wassiljef  vor- 
geschlagen und  auf  Vorschlag  von  M.  Gantor  an  die  morgige  Ge- 
Bchäftssitzung  überwiesen.  Eine  von  F.  M.  Feldhaus  vorgelegte  Re- 
solution, betreffend  die  Bildung  einer  engeren  Vereinigung  der  Historiker 
der  Mathematik,  wird  angenommen  und  auf  Vorschlag  von  E.  Lampe 
der  Wunsch  hinzugefügt,  daß  sie  auf  die  Tagesordnung  des  nächsten  Kon- 
gresses gesetzt  werde. 
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Gehaltene  Vorträge. 

1.  G.  Loria:  Pour  une  histoire  de  la  geometrie  analytique. 
Diskussion:   M.  Cantor,   G.  Loria,   A.    v.   Braunmühl,  H.  6. 
Zeuthen. 

2.  H.  Suter:  Zur  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Indem  und 
Arabern,    ü.  Mitteilung. 

3.  G.  Yailati:  Intomo  al  significato  della  differenza  tra  gFassiomi 
ed  i  postulati  nella  geometria  greca. 

G.  Loria  schließt  die  Sitzungen  der  Sektion  um  11  y^  Uhr. 

Tl.  Sektion  (Pädagogik). 
Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  47^ — 6  Uhr. 

Vorsitzender:  H.  Schubert-Hamburg. 

Nach  einer  kurzen  Begrüßung  teilt  der  Einführende  H.  Schubert 
mit,  daß  der  andere  Einführende  J.  P.  Treutlein  leider  nicht  in  Heidel- 
berg anwesend  sein  kann,  femer,  daß  J.  Grober  das  Sekretariat  der 
Sektion  freundlichst  übernommen  hat.  Darauf  geschieht  eine  Gesamt- 
Torstellung  der  Anwesenden.  Der  Vorschlag  des  Einführenden,  daß 
wegen  der  großen  Zahl  der  angemeldeten  Vorträge  schon  heute  drei 
Vorträge  gehalten  werden  sollen,  wird  angenommen.  Es  sind  folgende 
Abhandlungen  an  die  Sektion  eingelaufen,  die  vorgelegt  werden: 

F.  Klein:  Über  eine  zeitgemäße  Umgestaltung  des  mathematischen 
Unterrichts  an  den  höheren  Schulen. 

H.  Schubert:  Elementare  Berechnung  der  Logarithmen. 

P.  Buffa:  Primo  Studio  della  Geometria  Piana. 

A.  G.  Greenhill:  Exercises  in  Practical  Mathematics. 

Darauf  wird  die  Vortragsliste  angenommen  und  es  werden  folgende 
drei  Vorträge  gehalten: 

1.  A.  G.  Greenhill:  Teaching  of  mechanics  by  familiär  applications 
ou  a  large  scale. 

Diskussion:  A.  Gutzmer. 

2.  A.  Gutzmer:  Über  die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Be- 
strebungen im  mathematischen  Unterricht  der  deutschen  Uni- 
versitäten. 

Diskussion:  G.  Reuschle,  H.  Schotten. 

3.  G.  Loria:  Sur  Tenseignement  des  mathematiques  en  Italic. 
Diskussion:  B.  Bloch. 

I^'ür  die  Sitzung  am  Mittwoch  vor  dem  Frühstück  (9 — 11  Uhr) 
wird  als  Vorsitzender  A.  G.  Greenhill  vorgeschlagen  und  gewählt. 
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Mittwoch,  den  10.  Angnst,  vormittags  9 — 11  Uhr. 

Vorsitzender:  A.  G.  Greenhill. 

Eingelaufen  sind  und  werden  vorgelegt: 

6.  Veronese:  La  Laguna  di  Venezia. 

C.    A.   Laisant    und    H.    Fehr:    L'Enseignement   Mathematique 

VI"  Annee.    No.  4. 

Es  werden  folgende  Vortrage  gehalten: 

1.  H.  Fehr:  L'enquSte  de  ^^L'enseignement  mathematique'^  sur  la 
methode  de  travail  des  mathematiciens. 

2.  P.  Stäckel:    Über   die   Notwendigkeit   regelmäßiger  Vorlesungen 
über  elementare  Mathematik  an  den  Universitäten. 
Diskussion:  M.  Krause. 

3.  R.  Fricke:  Bemerkungen  über  den  mathematischen  Unterricht  an 
den  technischen  Hochschulen  in  Deutschland. 

Diskussion:  A.  Gutzmer,  P.  Stäckel^  M.  Krause^  E.  Czuber, 

P.  Dziwinski,  H.  Schotten,  B.  Bloch,  E.  Lampe,  R.  Flatt. 

Zum  Vorsitzenden  für  den  2.  Teil  der  Sitzung  wird  H.  Fehr 
gewählt. 

Infolge  der  Erkrankung  von  J.  P.  Treutlein  wird  als  stellver- 
tretender Einführender  E.  Lampe  vorgeschlagen  und  gewählt. 

Mittwocb,  den  10.  August,  mittags  12—1%  Uhr. 

Vorsitzender:  H.  Fehr. 

Gehaltene    Vorträge. 

1.  J.  Andrade:  L'enseignement  scientifique  aux  ecoles  professionelles 
et  les  „Mathematiques  de  Tingenieur^^ 

Diskussion:  B.  Bloch,  A.  G.  Greenhill. 

2.  H.  Schotten:  Welche  Aufgabe  hat  der  mathematische  Unterricht 
auf  den  deutschen  Schulen  und  wie  passen  die  Lehrpläne  zu 
dieser  Aufgabe? 

Diskussion:  B.  Bloch,  R.  Maurer,  E.  Gubler. 

Als  Vorsitzender  für  Freitag  wird  H.  Schotten  gewählt. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  9 — 11  Uhr. 
Vorsitzender:  H.  Schotten. 

Es  findet  die  von  H.  Schotten  beantragte  Resolution  einstimmige 
Annahme: 

Verh.  d.  III.  Internat.  Matfaam.-Kongr.  Heidelberg  1904.  4 
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^^Die  Pädagogisclie  Sektion  des  IQ.  Intemationaleii  Mathematiker- 
Kongresses  beschließt  einstimmig  dahin  sich  auszusprechen: 

1.  daß  der  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie  für  die  Real- 
anstalten  obligatorisch  werden  müsse;  an  den  Gymnasien  wäre 
Einführung  als  fakultatives  Fach  wünschenswert; 

2.  daß  dieser  Unterricht  durchaus  von  den  Lehrern  der  Mathematik 
zu  erteilen  sei  und  zwar  müßte  als  Regel  angesehen  werden^ 
daß  er  in  den  Händen  des  Lehrers  liegt ,  der  auch  den  mathe- 
matischen Unterricht  in  der  Klasse  hat.'' 

Gehaltene  Vorträge. 

1.  M.  Simon:  Über   komplexe  Zahlen;   über   den  Lehrgang  in   der 
sphärischen  Trigonometrie;  literarisch-historische  Notizen. 
Diskussion:  H.  Schotten,  M.  Simon,  H.  Schubert,  E.  Ullrich, 
H.  Thieme,  H.  Wieleitner,  B.  Bloch,  E.  Lampe. 

2.  H.  Thieme:  Wirkxmg  der  wissenschaftlichen  Ergebnisse  auf  den 
Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik. 

Diskussion:  B.  Bloch,  H.  Thieme. 

3.  A.  V.  Sourek:  Über  den  mathematischen  Unterricht  in  Bulgarien. 

Freitag,  den  12.  August,  mittags  12-2  Uhr. 
Vorsitzender:  E.  Gubler. 

Gehaltene    Vorträge. 

1.  F.  Meyer:  Über  das  Wesen  mathematischer  Beweise. 

2.  J.  Finsterbusch:  Über  eine  neue  einfache  und  vor  allem  einheit- 
liche Methode,  die  Rauminhalte  der  Körper  zu  bestimmen,  deren 
Querschnittsfunktion  den  dritten  Grad  der  Höhe  nicht  übersteigt. 
Diskussion:  B.  Bloch,  J.  Finsterbusch,  E.  Lampe,  P.  Epstein. 

3.  M.  Brückner:  Über  die  diskontinuierlichen  und  nicht-konvexen 
gleicheckig-gleichflächigen  Polyeder. 

E.  Lampe  spricht  den  Vorsitzenden  den  Dank  aus  für  die  Lei- 
tung der  Sitzungen,  worauf  E.  Gubler  seinerseits  den  beiden  Einfüh- 
renden,   H.  Schubert  und  E.  Lampe,    für   ihre  Mühewaltung  dankt. 


F.  Protokoll  der  Gesehäftssitzung  des  III.  Internationalen 
Mathematiker-Kongresses. 

Samstej^,  den  13.  Antust,  vormittaf;»  9%  Uhr. 

I.    Beschlufifassung  über   die  dem  Kongresse  yorgeschlagenen  Re- 
solutionen: 

I.  Resolution. 

„Die  Unterzeichneten  bitten  um  Zustimmung  zu  folgendem 
Wunsche: 

In  Anbetracht,  daß  die  Geschichte  der  Mathematik  heute  eine 
Disziplin  von  unbestreitbarer  Wichtigkeit  bildet,  daß  ihr  Nutzen  so- 
wohl Tom  rein  mathematischen  als  auch  vom  pädagogischen  Stand- 
punkte immer  starker  hervortritt  und  daß  es  daher  unerläßlich 
ist,  ihr  in  dem  öffentlichen  Unterrichte  die  gebührende  Stelle  an- 
zuweisen, und 

unter  Berücksichtigung  der  Wünsche  der  5.  Sektion  des  Inter- 
nationalen Kongresses  für  vergleichende  Geschichtsforschung  (Paris, 
Juli  1900)  und  der  8.  Sektion^  des  Internationalen  Historiker-Kon- 
gresses (Rom,  1903)  adoptiert  der  III.  Internationale  Mathematiker- 
Kongreß  zu  Heidelberg  und  macht  zu  den  seinigen  die  von  dem 
Kongreß  zu  Rom  ausgesprochenen  Wünsche  internationalen  Cha- 
rakters: 

1)  Daß  die  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften  an  den  Uni- 
versitäten gelehrt  werde,  indem  entsprechende  Vorlesungen  einge- 
richtet werden  für  die  vier  Teile; 

1.  Mathematik  und  Astronomie. 

2.  Physik  und  Chemie. 

3.  Naturwissenschaften. 

4.  Medizin. 

2)  Daß  die  Elemente  der  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften 
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in   das   Programm    der   einzelnen  Unterrichtögegenslände    der    Gym- 
nasien aufgenommen  werden. 

P.  Tannery.     A.  v.  Braunmühl.     E.  Lampe.     6.  Loria. 

M.  Simon.     D.  E.  Smith.     P.  Stäckel.     E.  Wölffing." 

Die  Resolution  wird  von  der  Versammlung  durch  Akklamation  an- 
genommen. 

U.  Resolution. 

^^Le  troisieme  Gongres  international  des  mathematiciens,  consi- 
derant  que  Tedition  compl^te  des  oeuyres  d'Euler  a  une  haute  im- 
portance  scientifique^  appuie  la  proposition  faite  ä  la  ^^Gamegie 
Institution''  par  le  Gomit^  mathematique  constitu^  sous  la  presi- 
dence  de  M.  Moore  et  emet  le  yoeu  de  sa  prochaine  r^alisation. 

En  considerant  d'autre  part  que  le  succes  de  cette  edition  exige 
le  concours  de  plusieurs  sayants  de  tous  les  pays  dont  la  reunion 
pour  Telaboration  du  plan  et  la  discussion  des  autres  questions 
s'y  rapportant  pourront  se  faire  pendant  le  prochain  Gongres^  le 
3**"'  Gongres  prie  la  Gommission  d'organisation  du  Gongrfes  suivant 
de  lui  presenter  un  rapport  sur  Tetat  de  la  question  ainsi  que  sur 
les  mesures  qu'aurait  pu  prendre  le  Gongres  pour  contribuer  de  sa 
part  ä  la  reussite  de  cette  importante  entreprise  scientifique. 

F.  Morley.     A.  Wassilief." 

Die  Versammlung  teilt  die  Überzeugung  von  der  großen  Wichtig- 
keit einer  Gesamtausgabe  der  Werke  Eulers,  bemerkt,  daß  Schritte 
zu  einer  Durchführung  des  Unternehmens  auch  bereits  seitens  der 
Akademien  zu  St.  Petersburg  und  Berlin  getan  sind,  und  spricht  die 
Hoffnung  aus,  daß  dem  nächsten  Kongresse  über  den  Fortschritt  der 
Angelegenheit  berichtet  werden  kann. 

III.  Resolution. 
„Die  V.  Sektion  des  DI.  Internp.tionalen  Mathematiker-Kongresses 
zu  Heidelberg  erklärt,  es  sei  wünschenswert,  daß  eine  engere  Ver- 
einigung der  Historiker  der  mathematischen  Wissenschaften  zustande 
komme.  Da  die  Aufgaben  einer  solchen  Gesellschaft  internationale 
sind,  so  soll  die  Gesellschaft  eine  internationale  werden.  Nichts- 
destoweniger ist  ein  Zusammenwirken  mit  ähnlichen  und  verwandten 
nationalen  Gesellschaften,  Zeitschriften,  Museen  usw.  zu  erstreben. 

Es  wird  der  Wunsch  hinzugefügt,  daß  diese  Resolution  auf  die 
Tagesordnung  des  nächsten  Kongresses  gesetzt  werde.^' 

Die  Resolution  wird  von  der  Versammlung  durch  Akklamation 
angenommen. 
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IV.  Resolution. 

„Der  Kongreß  begrüßt  mit  der  wärmsten  Sympathie  die  Be- 
strebungen der  Mathematiker,  daß  überall  die  für  den  modernen  Be- 
trieb mathematischer  Studien  unentbehrlichen  Einrichtungen  (ge- 
nügend viele  Lehrstühle,  ausreichende  Bibliotheken,  Zeichensäle, 
Arbeitsräume,  ModeUsammlungen,  Projektionseinrichtungen  usw.)  ge- 
troffen werden  mögen,  und  spricht  den  dringenden  Wunsch  aus,  daß 
die  Regierungen  und  sonstige  maßgebende  Instanzen  ihnen  die  nötige 
Unterstützung  gewähren." 

Die  Resolution  wird  von  der  Versammlung  durch  Akklamation 
angenommen. 

II.  Festsetzung  des  IV.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses. 
Volterra-Rom    überbringt   die    Einladung    der     Accademia    dei 
Lincei,  den  IV.  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  im  Frühjahr  1908 
zu  Rom  abzuhalten,  mit  folgenden  Worten: 

Les  membres  de  la  section  maihematique  de  TAcademie  des  Lincei 
se  8ont  reunis  au  mois  de  Juin  dernier  et  ils  ont  decide  de  vous  pro- 
poser  de  tenir  le  prochain  congres  des  mathematiciens  ä  Rome. 

Nachdem  die  Versammlung  die  Einladung  mit  lebhaftem  Beifall 
angenommen,  fährt  Volterra  fort: 

Je  vous  remercie  de  Thonneur  que  vous  nous  avez  fait  en  choi- 
sissant  Rome  comme  siege  du  prochain  congres.  Je  propose  de  reunir 
le  congres  au  printemps  de  1908,  en  laissant  au  comite  le  soin  d'en 
preciser  la  date. 

En  m^me  teuips  j'ai  Fhonneur  de  faire  part  au  congres  que 
M.  Guccia  a  mis  ä  la  disposition  du  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo la  somme  de  3000  frs.  pour  un  prix  international  qui,  sous  le 
nom  de  medaille  Guccia,  sera  deceme  pendant  le  prochain  congres  ä 
un  memoire  faisant  faire  un  progres  essentiel  ä  la  theorie  des  courbes 
gauches  algebriques.  La  commission  qui  jugera  le  concours  est  com- 
pos^  de  M.  M.  Noether,  Poincare  et  Segre. 

Hierauf  spricht  Greenhi  11 -London  den  Wunsch  aus,  daß  der 
V.  Kongreß  in  England  stattfinde,  indem  er  ausführt: 

I  left  London  under  the  impression  that  England  was  to  be  ho- 
noured  with  the  visit  of  the  International  Gongress  of  Mathematicians 
on  the  next  occasion  after  Germany;  and  I  think  this  impression  was 
shared  by  the  other  English  present  here. 

But  we  find  now  that  Italy  is  the  fortunate  country,  and  is  to 
receive  the  Congress  in  1908. 
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Disappointed  in  our  expectation  we  must  congratulate  Italy  and 
Rome  on  its  good  fortune,  and  we  must  content  ourselves  with  the 
next  best  in  our  wish,  and  hope  that  England  may  be  selected  at  tliis 
Assembly  as  the  meeting  place  in  1911  or  12. 

I  beg  then  to  place  before  this  General  Meeting  the  formal  pro- 
position  that  the  International  Gongress  of  Mathematicians^  next  after 
Italy,  shall  be  held  in  England. 

Nach  einer  kurzen  geschäftlichen  Benachrichtigung  der  Versamm- 
lung durch  Kl  ein -Göttingen,  daß  die  Ausstellung  auch  noch  am  Sonntag 
Vormittag  dem  Besuche  geöffaet  sei,  ergreift  Schwarz -Berlin  das 
Wort,  um  dem  Vorsitzenden  und  dem  Schriftführer  des  Kongresses 
sowie  dem  Leiter  der  Ausstellung,  Disteli-Straßburg,  den  Dank  der 
Teilnehmer  des  Kongresses  für  ihre  Mühewaltung  auszusprechen. 

Hierauf  wird  die  Geschäftssitzung  geschlossen. 


Zweiter  Teil. 
Wissenschaftliche  Vorträge. 


A.  Gedächtnisrede  auf  C.  G.  J.  Jacobl. 


Carl  Gustav  Jacob  Jacobi. 

Rede   zu  der  von  dem  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  in  Heidelberg 

veranstalteten    Feier  der  hundertsten   Wiederkehr  seines  Geburtstages 

gehalten  am  9.  August  1904 

von 

L.  KoENiGSBERGER  in  Heidelberg. 

Im  Kreise  der  Familie  wie  im  Leben  der  Völker  ist  es  eine 
schöne  Sitte  und  heilige  Pflicht,  in  den  Augenblicken  der  Freude  über 
Glück  und  Gedeihen  der  Seinigen,  in  den  Momenten  frohbewußten 
Stolzes  auf  die  erworbenen  Güter  und  nationalen  Errungenschaften,  der 
hervorragenden  Männer  zu  gedenken,  denen  wir  Dank  schulden  für 
den  Bau,  dessen  Fundament  sie  gelegt  und  den  sie  aufrichten  halfen 
mit  unermüdlicher  Arbeit,  getragen  von  idealer  Humanität,  von  der 
begeisterten  Hingabe  für  das  Wohl  ihrer  Nation  zur  Erkämpfung  und 
Verteidigung  von  allem  dem,  was  ihr  teuer  und  heilig,  oder  die,  be- 
ladet durch  die  Genialität  ihres  Geistes,  geleitet  von  der  Liebe  zur 
Wahrheit  und  einem  unbezwinglichen  Forschungstriebe,  im  Reiche 
geistiger  und  sittlicher  Macht  dastehen  als  Merkzeichen  fortschreitender 
Entwicklung  des  Menschengeschlechts  in  Kunst  und  Wissenschaft 
und  so  war  es  ein  schöner  Gedanke  und  ein  einer  großen  wissen- 
schaftlichen Gemeinschaft  würdiger  Akt  der  Pietät,  daß  der  alle  Nationen 
umfassende  Kongreß  der  Mathematiker  nicht  nur  von  ausgezeichneten 
Forschem  die  moderne  Entwicklung  einzelner  Teile  der  exakten 
Wissenschaften  vor  einem  naturwissenschaftlicher  Arbeit  freundlich  ge- 
sinnten Kreise  in  großen  Zügen  gezeichnet  wissen  will,  nicht  nur  all' 
die  hervorragenden  Mitarbeiter  an  den  Fortschritten  der  mathematischen 
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WiBsenschaft  im  engeren  Kreise  der  Eingeweihten  die  Prinzipien  und 
Resultate  ihrer  eignen  Arbeit  will  darlegen  sehen,  sondern  gleichsam 
zur  weihevollen  Einleitung  für  schwere  und  ernste  Arbeit  eine  Gedenk- 
feier des  genialen  Begründers  großer  und  umfassender  Disziplinen 
unserer  Wissenschaft  veranstaltet  hat,  welcher  vor  hundert  Jahren, 
nachdem  die  großen  Mathematiker  Frankreichs  nach  Euler  und  deu 
Bernoullis  fast  allein  in  langem,  stetigem  Zuge  die  Fahne  mathe- 
matischer und  mathematisch  -  physikalischer  Forschung  hochgehalten, 
und  als  große  und  anregende  Lehrer  der  kommenden  Generation  Lust 
und  Mut  zu  schwerer  Arbeit  eingeflößt,  dem  mit  gewaltiger  schöpfe- 
rischer Kraft  auf  der  Höhe  exakter  Forschung  einsam  thronenden 
Göttinger  Meister  zu  Hilfe  kam,  um  auch  Deutschland  bei  der  Ent- 
wicklung der  mathematischen  Wissenschaft  ebenbürtig  an  die  Seite 
Frankreichs  treten  zu  lassen. 

Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  wurde  zu  Potsdam  am  10.  De- 
zember 1804  geboren,  als  zweiter  Sohn  des  Bankiers  Simon  Jacobi 
und  dessen  Frau,  aus  deren  Ehe  noch  zwei  Söhne,  Moritz  und  Eduard, 
sowie  eine  Tochter,  Therese,  entsprossen.  Nachdem  der  geistig  un- 
gewöhnlich regsame  Knabe  die  erste  Unterweisimg  in  den  alten 
Sprachen  und  den  Elementen  der  Mathematik  von  seinem  mütterlichen 
Oheim,  „unicus  et  cai*issimus  praeceptor^',  wie  er  ihn  später  nannte, 
erhalten,  trat  er  im  November  1816,  noch  nicht  12  Jahre  alt,  in  die 
zweite  Klasse  des  Potsdamer  Gymnasiums  ein  und  wurde  schon  nach 
einem  halben  Jahre  in  die  erste  Klasse  aufgenommen,  in  welcher  er 
4  Jahre  verbleiben  mußte,  um  nicht  vor  zurückgelegtem  16.  Jahre  der 
Universität  zugeführt  zu  werden.  Wie  an  den  meisten  Gymnasien 
Preußens  war  nach  der  staatlichen  und  geistigen  Erhebung  des  Volkes 
der  Unterricht  in  den  alten  Sprachen  und  der  Geschichte  ein  vorzüg- 
licher, getragen  von  der  Begeisterung  für  das  staatliche  und  künst- 
lerische Leben  der  Völker  des  Altertums,  und  von  sittlichem  Ernst 
im  Hinblick  auf  die  bevorstehende  kulturelle  und  geistige  Arbeit  der 
kommenden  Generation.  Wir  wollen  aber  heute  auch  mit  Achtung  des 
wackeren  Mannes  gedenken,  dem  es  damals  oblag,  den  Schülern  des 
Potsdamer  Gymnasiums  den  mathematischen  Unterricht  zu  erteilen, 
und  welcher  durch  Abfassung  von  Lehrbüchern  auch  literarisch  sich 
betätigt  hat.  Auf  der,  Liebe,  Dankbarkeit  und  Verehrung  bezeugenden 
Urkunde,  welche  Heinri.ch  Bauer  im  Jahre  1845  von  dessen  Schülern 
zu  seinem  50 jährigen  Lehrerjubiläum  überreicht  wurde,  prangt  als 
größte  Zierde  der  Name  des  damals  auf  der  Höhe  seines  Ruhms 
stehenden  Jacobi,  der  dem  Jubilar  das  Diplom  eines  Ehrenmitgliedes 
der  Deutschen  Gesellschaft  zu  Königsberg  persönlich  überbrachte. 
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Ostern  1821,  kaum  16  Jahre  alt,  bestand  Jacobi  sein  Abiturien- 
tenexaraen;  die  als  sehr  gut  beurteilte  mathematische  Arbeit  behandelte 
in  klarer  und  eleganter  Weise  ein  Problem  der  sphärischen  Astronomie, 
dessen  Herleitung  mit  dem  Geständnis  schloß:  „ob  dieser  Beweis  in 
irgend  einem  Lehrbuche  vorkommt,  weiß  ich  nicht,  aus  ünkunde  der 
mathematischen  Literatur."  »Von  Gott  mit  seltenen  Anlagen  des 
Geistes  beglückt^',  lautet  sein  Abgangszeugnis,  „sind  seine  Kenntnisse 
in  den  Sprachen  wie  in  der  Mathematik  ebenso  gründlich  als  aus- 
gezeichnet, ganz  ungewöhnlich  in  der  griechischen  Sprache  und  in  der 
Geschichte'^,  und  als  das  Konsistorium  das  Jacobi  von  seinen  Lehrern 
gespendete  Lob  zu  ausgedehnt  erachtete,  erwiderten  die  in  ihrem  Be- 
rufe stolzen  und  freimütigen  Männer:  „er  ist  ein  universeller  Kopf, 
besitzt  ungewöhnliche  Fähigkeiten  und  eine  hohe  Ruhe  des  Geistes, 
ergreift  und  umfaßt  aUes,  ohne  durch  Ermüdung  unterbrochen  zu  werden; 
jetzt  studiert  er  zwar  Philologie  und  Mathematik,  schwerlich  aber 
möchten  ihn  diese  Fächer  auf  immer  fixieren,  in  jedem  Falle  wird  er 
sich  einst  merkwürdig  machen." 

In  der  Tat  hatte  er  sich  zuerst  mit  größter  Begeisterung  und  er- 
staunlicher Arbeitskraft  dem  Studium  der  alten  Sprachen  gewidmet 
und  im  Seminar  die  Aufmerksamkeit  Boeckhs,  des  Altmeisters  grie- 
chischer Philologie,  erregt.  „Miramini,  commilitones  suavissimi,  philo- 
logum  me  vobis  philologis  dissertatiunculam  proponere  de  Pappi 
Alexandri  coUectionibus  mathematicis'^  lauten  die  Eingangsworte  seiner 
in  philologischer  und  mathematischer  Hinsicht  ausgezeichneten  Se- 
minararbeit, die  aber  schon  zu  einer  Zeit  verfaßt  war,  als  sein  Ent- 
schluß feststand,  sich  ganz  der  Mathematik  zu  widmen.  „Indem  ich 
BD  doch  einige  Zeit  mich  ernstlich  mit  der  Philologie  beschäftigte'^, 
schreibt  er  seinem  Onkel,  „gelang  es  mir,  einen  Blick  zu  tun  in  die 
innere  Herrlichkeit  des  alten  hellenischen  Lebens,  so  daß  ich  wenigstens 
nicht  ohne  Kampf  dessen  weitere  Erforschung  aufgeben  konnte.  Denn 
aufgeben  muß  ich  sie  für  jetzt  ganz.  Der  ungeheure  Koloß,  den  die 
Arbeiten  eines  Euler,  Lagrange,  Laplace  hervorgerufen  haben, 
erfordert  die  ungeheuerste  Kraft  und  Anstrengung  des  Nachdenkens, 
wenn  man  in  seine  innere  Natur  eindringen  will  und  nicht  bloß  äußer- 
lich daran  herumkramen.  Über  diesen  Meister  zu  werden,  daß  man 
nicht  jeden  Augenblick  fürchten  muß,  von  ihm  erdrückt  zu  werden, 
treibt  ein  Drang,  der  nicht  rasten  und  ruhen  läßt,  bis  man  oben  steht 
und  das  ganze  Werk  übersehen  kann." 

Die  Arbeiten  der  großen  französischen  Mathematiker  sowie  die 
Schriften  von  Eni  er  und  Gauß  waren  seine  Lehrmeister;  denn  Vor- 
lesungen, wie  sie  damals  in  Berlin  und  an  allen  andern  deutschen  Uni- 


60  U.  Teil:  WisBcnschaffclichc  Vorträge. 

versitaten  gehalten  wurden;  konnten  ihm  nicht  genügen.  Gauß^  an- 
gestaunt und  bewundert  von  allen ,  welche  exakter  Forschung  sich 
widmeten,  dozierte  an  einer  kleinen  Universität  vor  wenigen  Zuhörern; 
was  er  gab,  war  neu  und  von  genialer  Originalität,  überall  boten  sich 
überraschende  Gesichtspunkte  mit  einem  weiten  Ausblick  in  die  Femen 
der  Wissenschaft,  alles  war  exakt  im  Inhalt,  präzis  in  der  Form;  aber 
es  fehlte  Gauß  die  auch  äußerlich  sich  kundgebende  Wärme  und  Be- 
geisterung, welche  den  mathematischen  Lehrer  notwendig  beherrschen 
muß,  wenn  die  zum  Teil  so  trockenen  und  nüchternen  Wahrheiten 
einen  selbst  empfänglichen  Verstand  befruchten,  wenn  die  von  den 
Schwingen  eines  noch  so  genialen  Geistes  ausgehenden  Ideen  auf  einem 
noch  jugendfrischen  Resonanzboden  einen  Widerhall  finden  sollen.  Und 
auf  den  Kathedern  all  der  andern  deutschen  Universitäten  stand  im 
zweiten  Dezennium  des  vorigen  Jahrhunderts  weder  ein  bedeutender 
Lehrer  noch  ein  hervorragender  Forscher.  Als  Dirichlet  den  Trieb 
in  sich  fühlte,  mathematischen  Studien  sich  zu  widmen,  konnten 
auch  ihm  die  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  synthetischen 
und  analytischen  Geometrie,  über  die  Anfangsgründe  der  Algebra 
und  über  die  alles  beherrschende  Kombinatorik  an  den  Universitäten 
seines  Vaterlandes  ein  Genüge  nicht  bieten,  und  er  wandte  sich 
nach  Paris,  um  von  den  großen  französischen  Forschem  an  deren 
berühmter  Universität  Wissenschaft  und  Methode,  Vertiefung  und  Klar- 
heit zu  lernen. 

Ganz  auf  seine  eigene  Kraft  angewiesen,  ohne  jegliche  Leitung 
seiner  Studien  legte  Jacobi  schon  nach  einem  Jahre  gewaltiger 
geistiger  Anstrengung,  kaum  20  Jahre  alt,  mit  ausgezeichnetem  Erfolge 
bei  Poselger  seine  Staatsprüfung  ab  und  traf  sogleich  die  Vorberei- 
tungen zum  Doktorexamen.  Nachdem  sein  Examinator  Dirksen  in 
der  mündlichen  Prüfung  Jacobi  „mit  lobenswerten  Kenntnissen  aus- 
gerüstet" und  in  der  eingereichten  Arbeit  „meditationes  analyticae"  eine 
„mehr  als  gewöhnliche  Selbständigkeit  und  eine  gewisse  Originalität 
der  Behandlung^^  gefunden,  wurde  ihm  gestattet,  seine  Habilitation  mit 
der  Promotion  zu  verbinden  und  einen  Teil  der  eingereichten  Probe- 
schrift unter  dem  Titel  „Disquisitiones  analyticae  de  fractionibus  sim- 
plicibus"  als  Dissertation  zu  veröffentlichen,  eine  Arbeit,  aus  der  uns 
schon  die  ungewöhnliche  Tiefe  und  Klarheit  seiner  mathematischen 
Anschauungen  entgegentritt.  Durch  Einführung  der  unendlichen  Reihen 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  allgemeinen  Partialbruchzerlegung 
rationaler  Funktionen  bringt  er  ein  funktionentheoretisches  Element  in 
die  algebraischen  Untersuchungen,  das  später  seine  Fmchtbarkeit  in 
der  Ausbildung  der  Theorie  der  eindeutigen  Funktionen  erwiesen,  und 
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benatzt   zugleich   die  angewandten  Prinzipien  zn  interessanten  Trans- 
formationen unendlicher  Reihen. 

So  stand  Jacobi;  noch  nicht  21  Jahre  alt;  auf  dem  Berliner  Ka- 
theder und  zeigte  schon  bei  seinem  ersten  Auftreten  nach  dem  Zeugnis 
seiner  damaligen  Zuhörer  ein  so  hoch  entwickeltes  Lehrtalent;  daß  das 
Ministerium  bereits  nach  einem  halben  Jahre  auf  seinen  Wunsch,  die 
Lehrtätigkeit  als  Privatdozent  in  Königsberg  an  Stelle  des  eben  ver- 
storbenen ordentlichen  Professors  der  Mathematik  Wrede  fortsetzen 
zu  dürfen,  bereitwillig  einging;  um  dadurch  dem  jungen  Dozenten  mehr 
Aussicht  fQr  eine  etwaige  Beförderung  bieten  zu  können.  Und  während 
ihm  so  durch  seine  Versetzung  nach  Königsberg  ein  weites  und  frucht- 
bares Feld  für  sein  Lehrtalent  eröffiiet  wurdC;  war  es  für  seine  schrift- 
stellerische Tätigkeit  ein  glückverheißendes  Ereignis,  daß  sich  Grelle 
in  Berlin  damals  bereits  mit  dem  Gedanken  der  Gründung  einer  mathe- 
matischen Zeitschrift  trug  und  denselben  in  kürzester  Zeit;  wenn  auch 
unter  den  schwierigsten  Verhältnissen;  zum  Segen  der  mathematischen 
Wissenschaften  zur  Ausführung  zu  bringen  wußte.  Schon  im  Sommer 
1826  übersandte  Jacobi  an  Grelle  mit  den  Worten:  ;;ich  mache  Sie 
zum  Herrn  über  Leben  und  Tod  der  kleinen  Geschöpfe*'  zwei  kürzere 
Arbeiten,  welche  Ausführungen  und  Vereinfachungen  Gaußscher  Unter- 
suchungen über  die  angenäherte  Berechnung  von  Integralen  enthielten, 
während  er  sich  zugleich  in  dessen  überaus  schwierige  zahlentheore- 
tische Arbeiten;  vor  allem  in  das  Studium  seiner  disquisitiones  arith- 
meticae  vertiefte. 

Bereits  am  Ende  des  achtzehnten  Jahrhunderts  hatte  Gauß,  20  Jahre 
alt;  mit  staunenswerter  Tiefe  und  unvergleichlicher  Genialität  eine  neue 
Zahlentheorie  geschafiPeU;  in  dieser  die  Kreisteilung  mit  der  Trans- 
zendentenlehre  verknüpft  und  die  Basis  zur  späteren  Funktionentheorie 
gelegt,  noch  im  ersten  Viertel  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  Flächen- 
lehre  geschaffen,  welche  den  abstraktesten  geometrischen  Wahrheiten 
eine  der  Mechanik  und  mathematischen  Physik  adäquate  Form  gab, 
nicht  lange  darauf  die  Sätze  der  heutigen  Potentialtheorie  aufgebaut, 
in  der  Geschichte  der  Physik  und  Astronomie  durch  große  und  weit- 
tragende Entdeckungen  seinen  Namen  unvergänglich  eingegraben,  und 
diesen  nach  einem  schöpferischen  Wirken  ohnegleichen  bis  in  die 
Mitte  des  neunzehnten  Jahrhunderts  in  ungeschwächtem  Glänze  er- 
halten. Aber  niemand  war  imstande  gewesen,  seinen  Untersuchungen 
zu  folgen,  niemand  konnte  es  wagen,  seinen  Forschungen  sich  an- 
zuschließen und  sie  fortzuführen,  bis  Jacobi  1825  auf  den  Schauplatz 
mathematischer  Forschung  trat,  wenn  auch  selbst  eine  Zeitlang  allein 
stehend  und  deshalb  gezwungen,  mit  der  riesigsten  Anstrengung  des 
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Geistes  und  dem  ganzen  moralischen  Mute  eines  wissenschaftlichen 
Bahnbrechers  den  Boden  mathematischer  Arbeit  in  Deutschland 
fruchtbar  zu  machen,  doch  in  stetem  Hinweis  auf  den  großen  Qöttinger 
Meister. 

So  übte  zunächst  die  Zahlentheorie,  diese  schwierigste,  weil 
abstrakteste,  aller  mathematischen  Disziplinen,  auf  Jacobi  die  größte 
Anziehungskraft  aus,  und  er  erregte  durch  die  schriftliche  Mitteilung 
der  Resultate,  zu  denen  er  in  seinen  Untersuchungen  über  die  3.  und 
5.  Potenzreste  gelangt  war,  in  hohem  Grade  das  Interesse  Ton  Gauß, 
dem  er  sich  schüchtern  mit  den  Worten  genähert:  „Nur  der  Eifer 
für  die  Wissenschaft  konnte  einem  unbekannten  jungen  Mann  die 
Kühnheit  einflößen,  aus  seinem  Dunkel  zu  einem  Mathematiker,  der 
in  solchem  Ruhmesglänze  dasteht,  zu  reden^';  aber  sein  intimer  Um- 
gang mit  Bessel,  einer  der  größten  Zierden  astronomischer  Wissenschaft, 
führte  ihn  auch  wieder  von  den  abstraktesten  Untersuchungen  weg  zur 
Beschäftigung  mit  den  verschiedenartigsten  Anwendungen  der  Mathe- 
matik, zum  Staunen  seines  damals  in  Göttingen  studierenden  älteren 
Bruders  Moritz,  des  späteren  bekannten  Petersburger  Physikers  und 
Erfinders  der  Galvanoplastik;  „wenn  sich  die  transzendentale  Universalität 
meines  Geistes",  schreibt  ihm  dieser,  „manifestiert  im  Erkennen  und 
Auffassen  der  Qualitäten  der  Mauersteine  und  des  Gemäuers  über- 
haupt, so  machst  Du  mir  diese  Universalität  gewiß  und  mit  vollem 
Rechte  streitig,  indem  Du  durch  und  in  Deinem  Briefe  darlegst, 
mit  welcher  Leichtigkeit  Du  ein  Feld  bebaust,  das  bisher  Deiner 
imiersten  Natur  fremd  zu  sein  schien,  Astronomie  und  Physik,  Pendel- 
versuche, Dreiecknetze  und  Karten.  Dtis  freut  mich,  weil  es  mich 
vielleicht  rächt,  und  Du  erkennst,  daß  eben  das  nur  Wert  hat,  was  sich 
betätigen  lilütf'. 

Von  Bessel  angeregt,  beschäftigte  er  sich  mit  der  Fri^^e  der 
Ausdrückbarkeit  der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  bestimmte  Integrale, 
auf  ein  Prinzip  sich  stützend,  das  im  engsten  Zusammenhange  mit 
den  Untersuchungen  von  Cauchy  steht,  welche  die  Nullwerte  einer 
Funktion  durch  das  Randintegral  des  vollständig  begrenzten  Raumes 
bestimmen;  er  erschloß,  ohne  von  dem  fundamentalen  Gedanken  Gauß' 
von  der  Einführung  der  komplexen  Größen  in  die  Zahlentheorie 
Kenntnis  zu  haben,  durch  eine  wunderbare  Divination  geleitet,  all- 
gemeingültige zahlentheoretische  Sätze  über  die  Kreisteilung  und  die 
kubischen  Reste,  und  schien  im  Besitze  neuer  und  fruchtbarer  Prinzi- 
pien eben  im  Begriff,  weit^eifende  Forschungen  auf  diesem  Gebiete 
einzuleiten,  als  sein  Geist  von  Untersuchungen  ganz  anderer  Art  in 
Anspruch   genommen   wurde,    deren  Früchte  schon  im   Sommer    1827 
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den  22jährigen  jungen  Mann  in  die  vorderste  Reihe  der  Mathematiker 
stellen  sollten. 

„Sie  sehen  mich  im  Begriff*' ,  antwortete  Jacobi  eines  Ti^es 
einem  Freunde  ^  der  ihn  auffallend  verstimmt  fand  und  nach  dem 
Ghnnde  dieser  Verstimmung  fragte,  „dieses  Buch  (Legendres  exer- 
cices)  auf  die  Bibliothek  zurückzuschicken,  mit  welchem  ich  ent- 
schiedenes Unglück  habe.  Wenn  ich  sonst  ein  bedeutendes  Werk 
studiert  habe,  hat  es  mich  immer  zu  eigenen  Gedanken  angeregt, 
und  ist  dabei  etwas  für  mich  abgefallen.  Diesmal  bin  ich  ganz  leer 
ausgegangen  und  nicht  zum  geringsten  Einfalle  inspiriert  worden.'* 
Und  gerade  auf  diesem  Gebiete  war  es  ihm  beschieden,  unverwelkliche 
Lorbeeren  zu  pflücken. 

Der  ausgezeichnete  französische  Mathematiker  Legendre  hatte 
zwar  in  jenem  Werke  die  Ghnindlage  für  eine  umfassende  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  geschaffen;  aber  für  die  weitere  Ausgestaltung 
der  Transzendentenlehre  konnte  nur  durch  Einführung  neuer  und 
schöpferischer  Gedanken  eine  mathematische  Disziplin  sich  entwickeln, 
welche  das  a  und  o  der  modernen  Analysis  werden  sollte,  und  an 
deren  Begründung  sich  die  wunderbare  produktive  Kraft  Jacobis  so 
glänzend  betätigte.  Zugleich  mit  Jacobi  tritt  der  um  zwei  Jahre 
ältere  große  norwegische  Mathematiker  Abel  auf  den  Schauplatz 
wissenschaftlicher  Arbeit  in  derselben  Richtung,  etwas  früher  als  jener, 
der  eine  nichts  wissend  von  dem  andern,  aber  beide  nach  den  An- 
deutungen in  den  disquisitiones  arithmeticae  wohl  ahnend,  daß  Gauß 
schon  seit  nahezu  30  Jahren  im  Besitze  der  großen  Geheimnisse  dieser 
so  verborgenen  Wahrheiten  sein  mußte;  doch  auch  er  wagt  es  so 
wenig  wie  Jacobi,  schriftlich  oder  mündlich  dessen  Rat  und  Wissen 
in  Anspruch  zu  nehmen,  er,  wie  Jacobi,  fühlte  sich  fremd  gegenüber 
der  strengen  und  verschlossenen  Natur  jenes  mächtigen  Geistes,  denn 
impulsiv  ist  Abels  Verstand  und  sein  Gemüt,  wie  es  die  Natur 
Jacobis  gewesen. 

Abel  war  Jacobi  bereits  weit  vorausgeeilt  in  der  Erforschung 
der  Transzendenten,  ohne  daß  dieser  in  Königsberg  von  dessen  Ent- 
deckungen rechtzeitig  Kenntnis  erhalten.  Zwei  kurze  Briefe  vom 
13.  Juni  und  2.  August  1827  an  Schumacher,  welche  die  Basis 
legten  für  die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Integrale,  zeigten 
der  mathematischen  Welt,  daß  Jacobi  der  Wissenschaft  neue  Ge- 
danken und  Prinzipien  erobert  habe;  die  unendliche  Reihe  der  Moduln- 
ketten  und  das  Prinzip  der  doppelten  Periodizität  werden  in  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  bei  Abel  wie  bei  Jacobi  stets  als  ein 
Stetigkeitssprung    des    Geistes    in    der    Erforschung    mathematischer 
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Wahrheiten  erscheinen.  Dem  französischen  Altmeister  und  unermüdlichen 
Forscher  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  brachte  diese  Ent- 
deckung Jacobis  eine  derartige  Überraschung^  daß  er  ihr  durchaus 
keinen  Glauben  schenken  wollte,  als  ihm  der  schöne  Brief  Jacobis, 
der  mit  den  Worten  beginnt:  „Monsieur,  un  jeune  geometre  ose  vous 
presenter  quelques  decouvertes  faites  dans  la  theorie  des  fonctions 
elliptiques,  auxquelles  il  a  ete  conduit  par  Tetude  assidue  de  vos  beaux 
ecrits",  die  Mitteilung  von  den  Funden  brachte,  welche  deutlich  die 
ungeheure  Tragweite  seiner  Prinzipien  för  den  ganzen  weiteren  Aus- 
bau der  Transzendentenlehre  erkennen  ließen.  Mit  diesen  Zeilen  be- 
ginnt der  für  die  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  so 
hochinteressante  Briefwechsel  zwischen  Legen dre  und  Jacobi,  der 
sich  bis  zum  Jahre  1832,  ein  balbes  Jahr  vor  des  ersteren  Tode,  hin- 
zog, und  zugleich  entwickelte  sich  vor  den  erstaunten  Blicken  der 
mathematischen  Welt  jener  wunderbare  Wettkampf  zwischen  Abel 
und  Jacobi,  wie  er,  fem  von  Neid  und  Mißgunst,  nur  von  der 
reinsten  Liebe  zur  Wahrheit  getragen,  fast  ohnegleichen  dasteht  in 
der  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften.  „Je  puis  me  re- 
poser^',  schreibt  Legendre  ein  wenig  später,  „sur  le  zele  de  deux 
athl^tes  infatigables  tels  que  vous  et  M.  Abel;  je  me  felicite  neanmoins 
d'avoir  vecu  assez  longtemps  pour  etre  temoin  de  ces  lüttes  genereuses 
entre  deux  jeunes  athletes  egalement  vigoureux,  qui  fond  tourner  leurs 
efforts  au  profit  de  la  »cience  dont  ils  reculent  de  plus  en  plus  les 
limites." 

Jacobis  Plan,  schon  während  der  Herbstferien  1827  eine  aus- 
führliche Darstellung  seiner  Transformationstheorie  sowie  der  weiteren 
Resultate  seiner  Forschungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
zu  veröffentlichen,  erlitt  zunächst  dadurch  eine  kurze  Verzögerung, 
daß  er  durch  eine  neue  und  ganz  heterogene  Gedankenreihe  zur 
Vertiefung  der  Untersuchungen  von  Lagrange  und*  Pfaff  bezüglich 
der  Integration  totaler  und  partieller  Differentialgleichungen  geführt 
wurde;  während  er  in  eleganter  und  symmetrischer  Form  die  Pfaffsche 
Methode  für  die  Integration  einer  allgemeinen  totalen  Differential- 
gleichung entwickelt  und  den  Znsammenhang  derselben  mit  den 
Untersuchungen  von  Lagrange  feststellt,  wird  er  zu  jener  merk- 
würdigen Erweiterung  des  Lagrang  eschen  Integrationsverfahrens  für 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  auf  ein  simultanes  lineares 
System  von  ganz  besonderer  Form  geführt  und  gelangt  auf  diesem 
Wege  zur  Ausdehnung  der  Methode  von  Lagrange  für  die  Integration 
einer  beliebigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
zwei  auf  solche  mit  beliebig  vielen  unabhängigen  Variabein. 
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So  stand  Jacobi  in  kürzester  Zeit  neben  6a aß  als  einer  der 
Führer  beim  Ausbau  der  mathematischen  Wissenschaft;  aber  noch 
immer  war  er,  obwohl  der  einzige  Lehrer  der  Mathematik  an  der 
Universität  Königsberg,  Privatdozent  mit  200  Talern  Gehalt,  und  als 
der  preußische  Minister  die  Fakultät  um  ihre  Ansicht  betrelBfs  Er- 
nennung Jacobi s  zum  außerordentlichen  Professor  befragte,  da  setzte 
dieselbe  freilich  keinen  Zweifel  in  dessen  ausgezeichnete  wissenschaftliche 
Leistungen,  lehnte  aber  trotzdem  seine  Ernennung  ab,  weil  er,  ein  so 
junger  Mann,  sich  unangemessen  über  einige  ältere  akademische  Lehrer 
geäußert  und  seinen  näheren  Umgang  wesentlich  im  Kreise  von 
jüngeren  Dozenten  gesucht  habe  —  TonDoye,  Neu  mann  und  anderen, 
Namen,  die  heute  ein  jeder  von  uns  mit  Pietät  und  Verehrung  nennt.  Li 
erfreulicher  Objektivität  hebt  dem  gegenüber  der  Kurator  der  Universi- 
tät in  seinem  Bericht  an  den  Minister  die  Besorgnisse  der  B^akultät 
als  unzutreffend  hervor,  und  das  günstige  Urteil,  welches  B  es  sei  über 
Jacobis  wissenschaftliche  Leistungen  abgab,  sowie  der  in  der  Aka- 
demie erstattete  enthusiastische  Bericht  Legendres  über  dessen 
Arbeiten  —  „Legendre  hat  den  Neid  gemordet  und  an  den  Galgen 
gebracht^',  schreibt  ihm  sein  Bruder  Moritz  —  bestimmten  die 
Regierung,  ihn  noch  am  Ende  des  Jahres  1827  zum  außerordentlichen 
Professor  zu  ernennen;  wenige  Monate  später  erfolgte  die  gleiche 
Bangerhöhung  für  Neumann  und  Doye. 

Lizwischen  war  der  erste  Teil  der  recherches  von  Abel  erschienen 
und  diesem  die  Priorität  der  Entdeckung  in  sehr  vielen  Punkten  der 
Transzendentenlehre  gesichert  —  und  nun  begann  jenes  ernste  und 
schwere  Ringen  zwischen  den  beiden  jugendlichen  Forschern,  beide 
beseelt  von  dem  edelsten  wissenschaftlichen  Ehrgeiz  und  lauterster 
Wahrheitsliebe.  Wir  bewundem  das  gegenseitige  Lieinandergreifen 
und  sich  Ergänzen  ihrer  Untersuchungen,  das  sich  Stützen  des  einen 
auf  die  Resultate  und  Methoden  des  anderen,  und  so  blieb  beiden 
keine  Zeit  zu  der  geplanten  Ausarbeitung  einer  zusammenhängenden, 
in,  allen  Teilen  wohlbegründeten  Theorie,  denn  jeder  Tag  fast  brachte 
eine  neue  Entdeckung.  Während  Legendre  sein  Erstaunen  noch 
immer  nicht  gemindert  über  die  unendliche  Anzahl  von  Transfor- 
mationen eines  elliptischen  Integrals  in  ein  gleichgestaltetes,  „veri- 
table  Protze  analytique",  hatte  Jacobi  schon  eine  Anwendung  der 
elliptischen  Transzendenten  auf  das  bekannte  geometrische  SchUeßungs- 
problem  gemacht,  die  algebraischen  Auflösungen  der  Divisions- 
gleichongen  der  elliptischen  Funktionen,  wie  sie  Abel  gegeben,  in- 
haltlich und  formal  vereinfacht,  die  Theorie  der  Modulargleichungen 
begründet  und,   wiederum  von  einer  wunderbaren   Divination  geleitet, 
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in  den  analytischen  Ausdrücken  der  elliptischen  ümkehrungsfanktion 
die  Fundamentaltranszendente^  die  '^-Funktion,  erkannt^  auf  welcher  sich 
für  alle  Folgezeit  die  Theorie  der  elliptischen  und  Abelschen  Trans- 
zendenten aufbauen  sollte. 

Aber  viele  dieser  Entdeckungen  hatte  auch  Abel,  entweder  früher 
oder  ein  wenig  später  als  Jacobi,  gemacht;  ,,hat  er  mit  Ihrem  Kalbe 
gepflügt,  oder  mit  eigenen  kräftigen  Stieren 9*^.  fragt  Bessel  Jacobi, 
als  der  zweite  Teil  der  Abelschen  recherches  in  dessen  Hände  ge- 
kommen. Jacobi  erkennt  nun,  daß  Abel  wohl  schon  früher  als  er 
das  allgemeine  Transformationsproblem  gelöst,  und  dies  treibt  ihn 
wieder  zu  immer  größerer  Eile  und  unaufhaltsamer  Arbeit  an;  er  be- 
ginnt im  September  1828  den  Druck  seines  großen  Werkes,  in  welchem 
er  eine  zusammenhängende  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ent- 
werfen will,  publiziert  daneben  eine  Arbeit  nach  der  anderen  über  die 
Eigenschaften  seiner  Transzendenten  —  aber  nun  trennen  sich  auch 
die  Wege  und  Methoden  dieser  beiden  Forscher  immer  mehr,  und, 
während  Jacobi  zu  sehr  allgemeinen  Untersuchungen,  zum  Teil  rein 
funktionentheoretischer  Natur,  geführt  wird,  wendet  sich  Abel  der 
schwierigen  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funktionen  zu. 

Es  nahte  die  Zeit,  in  der  die  Wünsche  des  för  die  Entwicklung 
der  mathematischen  Wissenschaften  unermüdlich  tätigen  Grelle  in 
Berlin  sich  zu  realisieren  schienen;  Abel  sollte  Norwegen  verlassen, 
sich  an  der  Berliner  Universität  habilitieren,  dort  ein  mathematisches 
Seminar  begründen  und  bei  der  Redaktion  des  Grelleschen  Journals 
dauernd  beteiligt  sein.  In  den  Wünschen  Humboldts  und  Legendres 
lag  es,  daß  das  Seminar  mit  verhältnismäßig  reichen  Mitteln  aus- 
gestattet und  den  Händen  Abels  und  Jacobi s  anvertraut  werden 
sollte,  um  in  Gemeinschaft  mit  Dirichlet  und  Steiner,  welche  be- 
reits an  der  Universität  dozierten,  eine  neue  Generation  Schaffens^ 
freudiger  und  arbeitslustiger  junger  Mathematiker  heranzubilden;  Jacobi 
wurde  jedoch  auf  Antrag  der  Universität  „als  in  allen  Beziehungen 
der  Beförderung  zum  ordentlichen  Professor  würdig"  durch  seine  im 
März   1829    erfolgte   Ernennung   zunächst   in   Königsberg  festgehalten. 

Inzwischen  hatte  er  die  fundamentale  Arbeit  Abels  über  das 
Additionstheorem  der  Integrale  algebraischer  Funktionen  der  Ver- 
gessenheit entrissen,  nachdem  dieselbe  bereits  seit  nahezu  2  Jahren 
durch  ein  unglückliches  Zusammentreffen  von  Zufälligkeiten  in  der 
Pariser  Akademie  unbeachtet  geblieben;  „monumentum  aere  perennius" 
nennt  Jacobi  dieses  Abel  sehe  Theorem,  „quelle  decouverte  de  M.Abel 
que  cette  g^neralisation  de  Tintegral  d'Eulerl  a-t-on  jamais  vu  pareille 
chose!"  ruft  Legendre  aus,  der,  wie  er  das  1.  Supplement  seines  trait^ 
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den  Jacobi  sehen  Entdeckungen  gewidmet^  zum  Gegenstand  seines 
2.  Supplements  die  Behandlung  jenes  wunderbaren  Theorems  für  hjper- 
elliptische  Integrale  gewählt  hat. 

Die  Berufung  Abels  nach  Berlin  war  vom  Minister  unterzeichnet^ 
die  Autorisation  des  Königs  zur  Bildung  eines  Seminars  für  höhere 
Mathematik  und  Physik  erteilt,  Jacobi  in  Königsberg  zum  ordent- 
lichen Professor  ernannt,  und  eine  aussichtsvolle  Zukunft  eröffaete  sich 
in  Deutschland  den  mathematischen  Studien.  Da  starb  Abel  plötzlich 
am  2.  April  1829,  27  Jahre  alt,  „l'esperance  que  jWais  con^ue  de  le 
trouver  ä  Berlin  a  ^t^  donc  cruellement  d^9ue, .  . .  il  s'en  est  alle,  mais 
il  a  laiss^  un  grand  exemple^^,  so  meldet  Jacobi  in  Trauer  und  Be- 
stürzung Legendre  den  Tod  Abels. 

Wenige  Tage  später  erschienen  die  Fundament»  noya  functionum 
ellipticarum  von  Jacobi,  ein  Werk,  das  sich  den  6 au ß sehen  dis- 
quisitiones  arithmeticae  würdig  anreiht,  und  das  aller  Augen  auf  deren 
Verfasser  richten  ließ  —  der  24jährige  junge  Mann  stand  unbestritten 
da  als  der  erste  deutsche  Mathematiker  nächst  Gauß,  aber  körperlich 
und  geistig  erschöpft  von  dem  gewaltigen,  unaufhörlichen  Schaffen. 
Er  reiste  zu  seinen  Eltern  nach  Potsdam,  um  dort  zunächst  nur  kurze 
Zeit  auszuruhen;  hier  wurde  die  erste  persönliche  Bekanntschaft  zwischen 
Jacobi  und  Dirichlet  angeknüpft,  und  auf  einer  Reise,  die  sie  zu- 
sammen nach  Halle  und  von  dort  aus  in  Gesellschaft  von  Wilhelm  Weber 
nach  Thüringen  unternahmen,  lernten  sie  sich  näher  kennen.  Das 
Ministerium  gab  ihm  bereitwilligst  einen  Urlaub  für  das  ganze  Sommer- 
semester, und  er  begab  sich,  nachdem  er  noch  einige  Monate  bei  seinen 
Verwandten  und  Freunden  in  Berlin  sich  aufgehalten,  nach  Paris,  wo 
er  vom  Ende  des  August  bis  zur  Mitte  des  Oktober  in  vollem  Genuß 
von  Natur  und  Kunst  lebte,  zugleich  aber  auch  in  beständigem  wissen- 
schaftlichen Verkehr  mit  Legendre,  Pourier,  Poisson  und  anderen 
hervorragenden  Mathematikern  und  Physikern,  die  ihn  später  zum  Teil 
noch  überlebt  haben. 

Nach  Königsberg  zurückgekehrt  hielt  er  —  zum  erstenmal  an 
einer  deutschen  Universität  —  eine  Vorlesung  über  die  Anfangsgründe 
der  Theorie  der  elliptischen  Transzendenten,  wurde  aber  auch  durch 
den  ständigen  Verkehr  mit  Bessel  veranlaßt,  sich  allmählich  wieder 
Problemen  .anderer  Natur  zuzuwenden,  welche  die  Sturm  sehen  Ver- 
öffentlichungen über  algebraische  Gleichungen,  die  mit  Hilfe  seiner 
fnnctio  generatix  sich  ergebenden  Reihen  für  die  Lösungen  einer  solchen, 
und  interessante  Entwicklungsformen  von  Funktionen  mehrerer  Variablen 
betrafen,  welche  eng  mit  der  Theorie  der  Fouri ersehen  Reihen  ver- 
knüpft sind. 
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Die  Anerkennung,  welche  ihm  von  den  ausgezeichneten  französischen 
Mathematikern  zuteil  wurde,  der  bekannte  Bericht  Poissons  über 
seine  Fundamenta,  die  ihm  erwiesene  Ehre,  daß  die  Pariser  Akademie 
ihren  großen  Preis  zwischen  ihm  und  den  Angehörigen  Abels  teilte, 
sowie  die  wiederholte  Anerkennung  „seiner  verdienstvollen  Wirksam- 
keit und  beifallswerten  litterarischen  Leistungen"  von  Seiten  der 
preußischen  Regierung  konnten  ihn  mit  Befriedigung  und  Genugtuung 
auf  das  zurückblicken  lassen,  was  er  vollbracht;  er  war  eben  mit  den 
Vorbereitungen  zu  einer  großen  achtstündigen  Vorlesung  über  elliptische 
Funktionen  beschäftigt,  die  er  für  das  nächste  Sommersemester  in 
Aussicht  genommen,  als  der  Beginn  des  Jahres  1831  eine  entscheidende 
Wendung  in  seinem  Leben  herbeiführte. 

„Liebe  Marie  I  Es  ist  eine  besondere  Angelegenheit,  die  mich  treibt, 
Ihnen  zu  schreiben,  und  ich  mag  Ihnen,  ohne  weitere  Vorbereitung, 
die  Sache  einfältiglich  eröffnen",  so  beginnt  der  erste  Brief  Jacobis 
an  seine  zukünftige  Braut,  die  Tochter  des  Eommerzienrates  Schwinck 
in  Königsberg,  welche  eben  an  das  Krankenlager  ihrer  älteren  Schwester, 
der  Frau  des  Regierungspräsidenten  v.  Wissmann  in  Frankfurt  a.  0., 
geeilt  war.  „Von  früh  auf  mit  den  ernstesten  Arbeiten  beschäftigt, 
in  ihnen  den  Kreis  meines  Daseins  erschöpft  glaubend,  von  ihnen 
volle  Befriedigung  alles  dessen  erhaltend,  was  jugendliche  Ruhmbegierde 
nur  träumen  konnte,  mußte  ich  mir  selbst  befremdlich  vorkommen, 
als  ein  scheinbar  reiches  Dasein  mir  mit  einem  Male  leer,  und  Ruhm 
und  Ehre  und  Wissenschaft  gar  nicht  mehr  wesentlich  erschienen  und 
gering  gegen  einen  freundlichen  Blick  von  Ihrem  Auge,  wenn  mir 
dieser  würde",  und  sehr  bald  darauf  darf  er  ihr  schreiben: 

„Dieser  Schritt  ist  geschehen  mit  solcher  Notwendigkeit,  bedingt 
.  durch  die  innerste  Art  Ihres  Seins  und  des  meinen,  wie  etwa  die 
ewigen  Gesetze  der  Natur  und  des  Geistes  erfolgen  mögen:  hier  war 
keine  willkürliche  Entschließung  erst  zu  fassen  und  mithin  keine  Über- 
eilung, und  so  geschah  es  mir  wohl  oft  in  entscheidenden  Augen- 
blicken meines  Lebens,  wie  es  gewiß  dem  ungetrübten  Geiste  immer 
geschieht,  daß  ihm  eine  notwendige  Tat  klar  vor  der  Seele  steht, 
selbst  wenn  er  sich  Gründe  des  Verstandes  dagegen,  so  gut  wie  jeder 
andere,  an  den  Fingern  abzählen  kann." 

Am  11.  September  fand  die  Hochzeit  statt,  und  nun  erst  gewinnt 
Jacobi  wieder  die  völlige  Konzentration  in  der  Wissenschaft.  „Mit 
meinen  Arbeiten",  schrieb  er  jetzt  seinem  Bruder,  „steht  es  so,  daß  ich 
viele  Jahre  nur  zu  schreiben  brauchte,  indem  die  seltensten  Resultate 
gesammelt  sind,  bei  vielem,  was  schon  fleißig  ausgearbeitet  ist,  nur  die 
letzte  Hand  fehlt,  aber  ich  konnte   bisher  nie  die  Freudigkeit  finden, 


A.  Gedächtnisrede  auf  C.  G.  J.  Jacobi.  69 

die  zum  Vollenden  nötig  ist.  Bin  *ich  jetzt  nun  freudig  wie  je,  zu 
jeder  Unternehmung  und  Arbeit,  ßo  ist  Hoffiiung  für  manches." 

Noch  vor  Ende  des  Jahres  folgen,  von  seinen  Aufzeichnungen 
über  das  Divisionsproblem  und  die  komplexe  Multiplikation  abgesehen, 
die  so  interessanten  und  für  die  Anwendungen  wichtigen  Arbeiten  über 
die  Transformation  der  Doppelintegrale,  von  denen  er  einen  Teil  als 
Dissertation  zur  Übernahme  des  Ordinariats  verwandte.  „Et  mundus 
naturalis  et  homo  sibi  conscius  a  Deo  0.  M.  creati  sunt;  eaedem  leges 
aetemae  mentis  huD[ianae,  eaedem  naturae;  quae  est  conditio,  sine  qua 
non  intelligibilis  esset  mundus,  sine  qua  nulla  daretur  rerum  naturae 

cognitio Est  causa  vera  progressus  mathesis  necessaria  ejus  ex- 

plicatio,  quae  fit  secundum  leges  menti  humanae  insitas  aetemas'^, 
lautet  eine  Stelle  in  jener  schönen,  von  Neumann  uns  aufbewahrten 
Antrittsrede,  und  der  neuen  Würde  gab  er  zugleich  dauernden  Glanz 
durch  seine  so  berühmt  gewordene  Arbeit:  Considerationes  generales 
de  transcendentibus  Abelianis. 

Inwieweit  alle  seine  früheren  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Trans- 
zendenten bis  zum  Jahre  1829  von  den  großen  Schöpfungen  Abels 
beeinflußt  waren,  ist  hier  nicht  der  Ort  festzustellen;  so  wie  Abel, 
ohne  von  den  Arbeiten  Jacobis  Kenntnis  zu  haben,  durch  seine 
fundamentalen  und  weitgreifenden  Untersuchungen  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  unbetretene  und  ungeahnte  Gebiete  eröffiiete, 
so  dürfen  wir  uns  doch  auf  der  anderen  Seite  der  Überzeugung  nicht 
verschließen,  daß  auch  Jacobi,  wenn  Abel  nicht  mit  in  den  Wett- 
kampf getreten  wäre,  auf  diesem  Felde  allein  alles  das  geschaffen  hätte, 
was  er  von  1827  an  in  der  Theorie  der  elliptischen  Transzendenten 
in  Wirklichkeit  schöpferisch  gestaltet  hat.  Ob  er  aber  ohne  die  Vor- 
arbeiten Abels  den  Weg  gefunden  hätte,  um  in  das  Gebiet  der  höheren 
Transzendenten  als  der  elliptischen  einzutreten?  Jedenfalls  können  wir 
diese  Frage  nicht  definitiv  bejahend  beantworten.  Wir  wissen,  daß  er, 
schon  auf  der  Höhe  seiner  ruhmvollen  produktiven  Tätigkeit  stehend, 
immer  und  immer  wieder  sich  mit  der  Frage  der  ümkehrung  der 
hyperelliptischen  Integrale  beschäftigte,  durch  seine  Untersuchungen 
über  die  Existenz  von  Funktionen  einer  Variablen  mit  mehr  als  zwei 
Perioden  zwar  zu  bedeutsamen,  aber  doch  immer  nur  negativen 
Resultaten  gekommen  war,  daß  aber  wohl  sein  durch  eine  wunderbare 
Divination  geglückter  Ansatz,  die  Einführung  von  Funktionen  so  vieler 
unabhängiger  Variablen,  als  es  der  algebraischen  Irrationalität  zugehörige 
Integrale  erster  Gattung  gibt,  ihm  kaum  gelungen  wäre,  wenn  nicht 
Abel  durch  sein  die  ganze  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funk- 
tionen   beherrschendes   Theorem    der   Mathematik   für   alle  Zeiten   die 
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Wege  gewiesen  hätte^  auf  denen  allein  ein  weiterer  Ausbau  der  Analysis 
sich  ermöglichen  ließ.  War  doch  oflFenbar  auch  ein  Größerer  als  Jacobi 
an  diesem  Problem  gescheitert^  und  dies  gewiß  für  ihn,  der  gewohnt 
war,  alles  in  fertiger,  abgeschlossener,  in  seinem  Fundament  wie  in 
seinem  Aufbau  unverrückbarer  Form  den  Mathematikern  zu  überliefern, 
der  Grund,  weshalb  von  der  Fülle  seiner  schon  aus  dem  18.  Jahrhundert 
datierenden  Entdeckungen  der  mathematischen  Welt  erst  lange  nach 
seinem  Tode  Kunde  geworden.  Trotzdem  gehört  die  von  Jacobi  auf 
Grund  des  Abelschen  Theorems  aufgebaute  Definition  der  höheren 
Transzendenten  zu  seinen  glänzendsten  Entdeckungen,  und  wir  finden 
keinen  Anhaltspunkt  für  die  Annahme,  daß  etwa  Abel  schon  selbst, 
trotz  vieler  vergeblichen  Versuche  zur  Umkehrung  der  hyperelliptischen 
Integrale,  auf  den  Gedanken  der  Einführung  von  Funktionen  mehrerer 
Variablen  gekommen  wäre. 

Neben  diesen  Arbeiten  beschäftigten  aber  Jacobi  die  tiefsten 
Untersuchungen  über  zahlentheoretische  Fragen,  und  er  entdeckte  durch 
eine  merkwürdige  Induktion  mittels  der  Vergleichung  gewisser  Sätze 
der  Ereisteilung  und  der  Zusammensetzung  der  quadratischen  Formen 
negativer  Determinante  das  Gesetz  für  die  Elassenanzahl  derselben; 
zugleich  wandte  er  die  schönen  und  eleganten  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Ausdrücken  seiner  elliptischen  Transzendenten  auf 
immer  wichtigere  und  schwierigere  Probleme  der  Mechanik  und  Astro- 
nomie an.  ,Jch  arbeite  jetzt'',  schreibt  er  im  Dezember  1832  seinem 
Bruder  Moritz,  „an  einer  großen  Abhandlung  über  die  Anziehung  der 
Ellipsoide,  worüber  ich  selbst  nach  den  Arbeiten  von  Newton, 
Maclaurin,  d'Alembert,  Lagrange,  Ivory.,  Gauß,  die  darüber 
gehandelt,  viel  Interessantes  gefunden  habe.  Doch  macht  mir  die  Aus- 
arbeitung eine  ungeheure  Mühe,  denn  es  ist  schwer,  alles  auf  das  beste 
zu  machen,  nachdem  es  gemacht  ist,  und  erstes  verlangt  man.^  Leider 
sind  uns  all  diese  umfangreichen  Untersuchungen  unbekannt  geblieben. 

Neben  der  intensivsten  produktiven  Tätigkeit  gestaltete  sich 
Jacobis  Wirksamkeit  als  Lehrer  und  Leiter  des  mathematischen  Semi- 
nars immer  erfolgreicher-,  er  zwang  seine  Zuhörer  nicht  bloß  in  den 
Bann  seiner  Vorstellungen,  überlieferte  ihnen  nicht  nur  eine  Fülle  von 
Kenntnissen  und  eröfi&iete  ihnen  neue  Gesichtspunkte  auf  ihnen  noch 
unbekannte  Gebiete,  sondern  er  fesselte  auch  deren  Interesse  dauernd 
durch  die  glückliche  Verbindung  der  historischen  Entwicklung  der 
Probleme  mit  den  mannigfachsten,  den  heterogensten  Disziplinen  mathe- 
matischer Wissenschaft  entnommenen  und  kritisch  beleuchteten  Lösungen 
derselben.  Durch  den  Hinweis  auf  stets  sich  ihm  bietende  neue 
Probleme,   die  er  immer  wieder  zu  bewältigen  wußte,   trieb  er  auch 
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seine  Schüler  dazU;  ihre  Kräfte  selbständig  zu  versuchen  an  der  Fort- 
führung und  Erweiterung  der  Wissenschaft,  und  rief  ihren  Ehrgeiz  wach, 
sich  selbst  zu  fühlen  als  eine  neue  Generation  Ton  Mathematikern,  yoU 
Arbeitsmut  und  Selbstvertrauen,  aber  bescheiden  und  nicht  polternd 
mit  wissenschaftlichem  Geklingel  —  denn  neben  ihnen  stand  ihr  Meister, 
unerreichbar,  der  große  Mathematiker,  freilich  selbst  seiner  Kraft  sich 
wohl  bewußt  und  in  seiner  steten  Wahrheitsliebe  auch  nie  es  ver- 
leugnend, daß  er  sich  zu  den  hervorragendsten  Mathematikern  seiner 
Zeit  zähle,  aber  trotzdem  bescheiden  gegen  wirklich  große  Menschen, 
human  und  anerkennend  gegen  jedes  aufstrebende  Talent. 

„Man  hat  mir  vorgeworfen  ^  ich  sei  stolz  gegen  alles  Niedere  und 
nur  demütig  gegen  das  Höhere",  hatte  er  schon  mehrere  Jahre  zuvor 
einem  Freunde  gegenüber  geäußert.  „Aber  jener  unendliche  Maßstab, 
den  man  an  die  Welt  in  sich  und  außer  sich  anlegt,  hindert  vor  aller 
Überschätzung  seiner  selbst,  indem  man  immer  das  unendliche  Ziel 
im  Auge  hat  und  seine  beschränkte  Kraft.  In  jenem  Stolz  und  in  jener 
Demut  will  ich  immer  zu  beharren  streben,  ja  immer  stolzer  und  immer 
demütiger  werden." 

Wenn  auch  die  Arbeiten  Jacob is  jetzt  allmählich  eine  wesentlich 
andere  Richtung  nehmen,  indem  er  immer  mehr  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  und  das  Gebiet  der  Mechanik  in  den  Bereich 
seiner  Forschungen  zieht,  so  tritt  doch  zunächst  von  diesen  Unter- 
suchungen nichts  in  die  Öffentlichkeit.  Von  einer  überaus  interessanten 
hydrostatischen  Arbeit  abgesehen,  in  welcher  er  zur  Verwunderung 
aller  Mathematiker  nachwies,  daß  eine  homogene  flüssige  Masse  mit 
Beibehaltung  ihrer  äußeren  Gestalt  sich  gleichförmig  um  eine  feste 
Achse  drehen  kann,  wenn  diese  Gestalt  nicht  nur,  wie  man  bisher  an- 
genommen, ein  Rotationsellipsoid  ist,  sondern  daß  auch  ein  ungleich- 
achsiges  EUipsoid  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  genügen  kann, 
berichten  seine  Publikationen  nur  von  grundlegenden  algebraischen 
„Jacobischen^^  Sätzen,  auf  denen  später  die  Theorie  der  Abelschen 
Transzendenten  basiert  wurde,  und  von  seinen  bahnbrechenden  Unter- 
suchungen über  die  Eliminationstheorie  und  den  damit  eng  verbundenen, 
so  berühmt  gewordenen  Theoremen  über  algebraische  Linien  und 
Flächen.  Kein  Gebiet  der  mathematischen  Wissenschaften  blieb  von 
seinen  Entdeckungen  unberührt,  imd  um  so  mehr  machte  sich  daher 
bei  ihm  das  Bedürfnis  auch  nach  einer  persönlichen  Berührung  mit 
gleichstrebenden  Mitarbeitern  auf  den  verschiedenen  Wissensgebieten 
geltend. 

Die  Abgeschiedenheit  Königsbergs  von  den  wissenschaftlichen 
Zentren  Europas  ließen  in  Jacobi  den  Wunsch  nach  einer  Versetzung 
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an  eine  andere  preußische  Universität  rege  werden,  und  er  richtete 
nach  dem  Tode  Diesterwegs  an  den  Minister  die  Bitte  um  Ver- 
leihung der  Professur  in  Bonn,  der  es  jedoch  im  Interesse  der  Sache 
für  wünschenswert  hielt,  daß  Jacobi  „für  jetzt  seine  verdienstliche 
Wirksamkeit  in  Königsberg  fortsetze  und  das  Studium  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  dort  ferner  immer  mehr  begründe".  Auch 
B  es  sei  konnte  aus  leicht  verständlichem  Egoismus  das  Gesuch  Jacob  is 
in  Berlin  nur  lau  unterstützen:  „Obgleich  ich  mir  lieber  einen  Finger 
abschneiden,  als  sagen  will,  daß  es  meiner  Ansicht  angemessen  sei,  Sie 
lebendig  aus  Königsberg  zu  lassen,  so  will  ich  mir  doch  auch  lieber 
den  Hals  abschneiden,  als  sagen,  daß  Sie  nicht  allenthalben  als  ein 
Schatz  glänzen  würden." 

Nachdem  Jacobi  im  Winter  1835/36  seine  durch  die  Nachschrift 
von  Rosenhain  uns  erhaltene  lOstündige  Vorlesung  über  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  gehalten,  die  an  Tiefe  und  Eleganz  der 
Darstellung  sowie  in  der  reichen  Fülle  des  gebotenen  Stoflfes  von  keiner 
seiner  früheren  Vorlesungen  erreicht  wurde,  und  durch  die  Aufstellung 
der  bekannten  Relationen  zwischen  den  Produkten  von  vier  ^-Funktionen 
für  die  Entwicklung  der  Transzendentenlehre  so  bedeutungsvoll  ge- 
worden, hörte  filr  längere  Zeit  seine  Beschäftigung  mit  der  Theorie 
der  elliptischen  und  Ab  eischen  Funktionen  auf  —  er  hatte  in  der  Tat 
die  ganze  Spannkraft  seines  Geistes  nötig,  um  endlich  mit  seinen  weit- 
trt^enden  Entdeckungen  in  der  Mechanik,  der  Variationsrechnung  und 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  wenn  auch  zunächst  nur  noch 
in  Andeutungen  in  die  Öffentlichkeit  zu  treten.    . 

Er  macht  im  Juni  1836  Bessel  von  seinen  Entdeckungen  eine 
kurze  Mitteilung  mit  den  einleitenden  Worten:  „Sollte  man  wohl  bei 
einer  so  gemeinen  Sache,  wie  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer 
Ebene,  noch  Neues  bemerken  können?^',  und  seinem  Bruder  Moritz 
schreibt  er  im  September:  „Ich  geriet  auf  einige  sehr  abstrakte  Ideen 
über  die  Behandlung  der  Differentialgleichungen,  welche  in  den  Pro- 
blemen der  Mechanik  vorkommen,  indem  diese  Differentialgleichungen 
durch  ihre  besondere  Form  Erleichterungen  für  die  Integration  zulassen, 
welche  man  noch  nicht  bemerkt  hatte.  Diese  Betrachtungen  werden 
desto  wichtiger,  wie  ich  glaube,  werden,  weil  sie  sich  zugleich  auf  die 
Differentialgleichungen  ausdehnen,  welche  bei  den  isoperimetrischen 
Problemen  und  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  vorkommen." 

und  nun  faßt  er  endlich  im  November  1836  all  die  gefundenen 
Resultate  in  einem  an  die  Berliner  Akademie  gerichteten  Schreiben 
kurz  zusammen,  verkündet  die  uns  Mathematikern  so  wohlbekannten 
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Theoreme  von  der  Umformung  der  2.  Variation  der  Integrale  und 
den  Kriterien  der  Maxima  und  Minima,  liebt  die  wesentlichen  Eigen- 
schaften der  dynamischen  DifiFerentialgleichungen  und  die  Vorteile 
hervor,  welche  man  aus  deren  besonderer  Form  fClr  ihre  Integration 
ziehen  kann,  und  zeigt  die  Bedeutung  der  Hamilton  sehen  partiellen 
Differentialgleichung  in  einer  knappen,  fQr  die  ganze  Tragweite  dieser 
Untersuchungen  jedoch  schon  charakteristischen  Form.  Zugleich  ent- 
wirft er  die  überaus  tiefen,  weit  eingreifenden  und  umfangreichen  Auf- 
zeichnungen über  die  Behandlung  der  Probleme  der  Mechanik  und  die 
Methoden  für  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen,  die 
uns  später  bekannt  geworden,  und  welche  zu  einem  großen  Werke 
zusammenzustellen  anfönglich  in  seinem  Plane  lag;  doch  wiederum 
traten  immer  neue  Interessen,  immer  größere  und  immer  weitere  Pro- 
bleme einer  systematischen  Ausführung  aller  jener  Untersuchungen 
hindernd  in  den  Weg.  Von  neuem  fesselten  ihn  zahlentheoretische 
Probleme;  „was  meine  Studien  betriff!^',  schreibt  er  im  Dezember  1837 
seinem  Bruder,  „so  habe  ich  seit  einem  Jahre  mehr  erfunden,  d.  h.  von 
anderen  erfundene  Schwierigkeiten  gelöst  als  seit  langer  Zeit,  die 
analytische  Mechanik,  die  Variationsrechnung  und  die  Zahlentheorie 
sind  diesmal  der  Schauplatz;  in  letzterer  bin  ich  dabei,  eine  große 
Abhandlung  von  gegen  20  Bogen  zu  beenden,  auch  habe  ich  endlich 
angefangen,  einiges  aus  meiner  Theorie  der  Störungen  von  guten 
Freunden  in  Zahlen  ausfuhren  zu  lassen.'^  Aber  die  Fülle  der  Ent- 
deckungen, die  ihm  zuströmen,  läßt  ihn  immer  mehr  zur  Erkenntnis 
kommen,  daß  er  zunächst  zu  einer  zusammenhängenden  Bearbeitung 
all  der  auf  den  verschiedensten  mathematischen  Gebieten  gewonnenen 
Resultate  keine  Zeit  finden  wird,  und  er  schickt  daher  wenigstens 
kurze  Skizzierungen  seiner  fundamentalen  Sätze  der  Ereisteilung  und 
seiner  Untersuchungen  über  die  Prinzipien  der  Mechanik  an  die  Berliner 
und  Pariser  Akademie;  die  Einleitungsworte  zu  seiner  Vorlesung  über 
Variationsrechnung: 

„In  der  Geschichte  der  Mathematik  und  vermutlich  auch  bei  dem 
Entwicklungsgange  aller  anderen  Wissenschaften  trifft  es  sich  oft,  daß 
bei  der  ersten  Entdeckung  einer  neuen  Disziplin  kühne  und  starke 
Geister  in  einem  einzelnen  Punkte  weit  über  ihre  Zeit  hinaus  vorwärts 
dringen  und  Fortschritte  machen,  die  erst  von  ihren  Nachkommen  ver- 
standen und  benutzt  werden^', 

finden  auf  alle  seine  Arbeiten  in  der  Theorie  der  Transzendenten 
wie  in  der  Zahlentheorie,  in  der  Mechanik  wie  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  eine  treffende  Anwendung. 

Es  ist  unmöglich,   an  dieser  Stelle  auch  nur  einen  annähemdeii 
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BegriflF  von  der  Fülle  analytischer  Wahrheiten  und  mechanischer 
Theoreme  zu  gehen^  mit  welchen  Jacobi  in  staunenswerter  Genialität 
die  mathematische  Wissenschaft  bereicherte.  Aber  die  Folgen  der 
ungeheuren  geistigen  Anstrengung .  blieben  nicht  aus;  Kopfschmerzen 
und  nerröse  Zustande  machten  jede  weitere  Tätigkeit  unmöglich,  und 
Jacobi  wurde  gezwungen^  zum  Zwecke  einer  Badekur  für  den 
Sommer  Urlaub  zu  nehmen.  Er  reiste  zunächst  im  März  1839 
auf  einige  Wochen  zu  seiner  Mutter  nach  Potsdam  —  seinen  Vater 
hatte  er  schon  im  Jahre  1832  verloren  — ,  lebte  in  dieser  Zeit 
in  Berlin  in  stetem  Umgang  mit  Humboldt,  Dirichlet  und  Steiner, 
und  besuchte  auch  seinen  verehrten  Lehrer  Boeckh,  der  nur  eines 
an  ihm  auszusetzen  hatte,  daß  er  aus  Potsdam  sei,  „da  sei  noch 
nie  ein  berühmter  Mann  hergekommen"  —  daß  damals  ein  junger 
Potsdamer  und  Schüler  desselben  Gymnasiums,  der  wenige  Jahre 
später  durch  sein  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  der  gesamten 
naturwissenschaftlichen  Forschung  neue  Bahnen  weisen  sollte,  sich 
bereits  als  junger  Student  in  Berlin  befand,  konnte  Boeckh  noch 
nicht  wissen. 

Nachdem  Jacobi  noch  Zeit  gefunden,  eine  durch  eine  merk- 
würdige analytische  Substitution  wichtig  gewordene  Arbeit  über  die 
geodätische  Linie  des  ungleichachsigen  EUipsoides  fertig  zu  stellen, 
und  der  Akademie,  wohl  im  Hinblick  auf  den  in  einigen  Wochen  in 
Aussicht  genommenen  Besuch  bei  Gauß,  eine  Untersuchung  über  die 
in  der  Theorie  der  höheren  Potenzreste  zu  betrachtenden  komplexen 
Primzahlen  vorgelegt  hatte,  in  welcher  er  überaus  interessante  Be- 
trachtungen über  die  Gauß  sehe  Einführung  der  komplexen  Zahlen  in 
die  Arithmetik  anstellt,  ging  er  zu  einer  mehrwöchentlichen  Kur  nach 
Marienbad,  besuchte  auf  der  Rückreise  Schweins  in  Heidelberg,  „der 
mich  als  Lehrer  von  Steiner  und  weil  ich  als  Student  viel  in  seinen 
Sachen  gelesen,  interessierte'^,  und  kehrte,  nachdem  er  auch  Gauß 
einen  kurzen  Besuch  abgestattet,  nach  7  Monate  langer  Abwesenheit 
tnit  frischen  Kräften  zu  seinen  so  ungern  abgebrochenen  Untersuchungen 
nach  Königsberg  zurück,  wo  ihn,  als  eine  der  ersten  Zierden  der  Hoch- 
schule, der  junge  König  bei  seiner  Krönung  in  Königsberg  besonders 
auszeichnete  und  wissenschaftliche  Ehrungen  der  seltensten  Art  von 
allen  Seiten  ihm  zuteil  wurden. 

„Ich  habe  in  den  7  Monaten,  die  ich  abwesend  war,  mein  bißchen 
Mathematik  ganz  vergessen  und  muß  wieder  von  vorn  anfangen^', 
schreibt  er  seinem  Bruder.  „Ich  quäle  mich  seit  langer  Zeit  mit  der 
Ausarbeitung  und  immer  wiederholten  Umarbeitung  eines  großen, 
Thoronomia  sive  de  solutionum  finitarum  problematum  mechanicorum 
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natura  et  investigatioue'  betitelten  Werkes;  sobald  diese  etwa  zehn 
Bogen  betragende  Einleitung  fertig  ist;  will  ich  den  Druck  beginnen 
lassen^'; 

aber  schon  wenige  Monate  später,  nachdem  er  inzwischen  eine 
Reihe  analytischer  und  astronomischer  Arbeiten  publiziert  hatte^  meldet 
er  ihm: 

;^ch  habe  es  jetzt  aufgegeben,  ein  größeres  mechanisches  Werk 
unter  dem  Titel  Phoronomie  zu  schreiben,  denn  ich  habe  nicht  gehörig 
langen  Atem  dazu,  20  Abhandlungen  wer  weiß  wie  viel  Jahre  noch 
zurückzuhalten,  bis  noch  20  andere  dazu  geschrieben.  Ich  werde  in 
irgend  einer  Form  alles,  was  ich  fertig  habe,  in  einzelnen  Abhandlungen 
von  Stapel  laufen  lassen,  und  wenn  nur  erst  der  astronomische  Dämon, 
der  übrigens  das  Prioritätsrecht  hat,  da  diese  astronomischen  Hirn- 
gespinste sehr  alt  sind,  mich  losgelassen,  so  .soll  eine  wahre  Sündfiut 
Yon  einzelnen  Abhandlungen  kommen/' 

Und  in  der  Tat  folgten  sogleich  seine  systematische  Bearbeitung 
der  Theorie  der  Determinanten,  sowie  seine  berühmte  Arbeit  über 
Funkiionaldeterminanten,  für  uns  jetzt  die  Grundlage  der  Algebra  und 
Funktionentheorie,  und  seine  fundamentalen  „Dilucidationes^^  legten  auf 
Grund  seiner  Multiplikatorentheorie  den  Zusammenhang  zwischen  einem 
Systeme  totaler  und  einer  partiellen  Differentialgleichung  in  einer  für 
alle  Folgezeit  gültigen  und  festen  Form  dar. 

Mißliche  Familienverhältnisse  zwangen  Jacobi  zunächst  zur  Unter- 
brechung seiner  Arbeiten;  unvorhergesehene,  sehr  große  pekuniäre 
Verluste  machten  die  Auflösung  des  väterlichen  Geschäftes  hotwendig, 
und  als  er  bei  seiner  Ankunft  in  Potsdam  sah,  daß  nicht  bloß  er, 
sondern  auch  seine  Mutter  ihr  gesamtes  Vermögen  verloren  hatten, 
faßte  er  trotz  aller  materiellen  Schwierigkeiten  sogleich  den  Entschluß, 
seine  Mutter  zu  sich  nach  Königsberg  zu  nehmen.  „Glücklicherweise 
kann  ein  solches  Talent  nicht  verderben",  so  lauten  die  Schlußworte 
des  Briefes,  in  dem  Bessel  Gauß  von  dem  Unglücke  Jacobis  be- 
richtet; „aber  ich  hätte  ihm  doch  das  Gefühl  der  Freiheit  femer  ge- 
wünscht, welches  Vermögensbesitz  gewährt.^^ 

„Wer  ihn  damals  sah",  erzählt  Dirichlet,  „konnte  in  seiner 
Stimmung  nicht  die  geringste  Veränderung  wahrnehmen;  er  sprach  mit 
demselben  Interesse  wie  immer  von  wissenschaftlichen  Dingen  und 
klagte  nur  darüber,  daß  die  unerwartete  Reise  ihn  aus  einer  Unter- 
suchung gerissen  habe,  die  ihn  gerade  lebhaft  beschäftigte." 

Von  diesen  Untersuchungen,  welche  das  Prinzip  des  letzten  Multi- 
plikators betrafen,  sollte  die  wissenschaftliche  Welt  sehr  bald  Kunde 
erhalten  durch  seine  Vorträge  auf  der  British  Association  in  Manchester 
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und  in  der  Akademie  zu  Paris,  wohin  er  und  Bessel  sich  im  Juli  1842 
auf  Wunsch  des  Königs  begaben;  ;,ich  bin  der  Überzeugung^^  schreibt 
ihm  der  Minister,  ^^daß  Sie  durch  Erfüllung  dieses  Wunsches  die  Ge- 
nugtuung gern  gewähren  werden ,  welche  in  dieser  Reise  fUr  unser 
Vaterland  liegt." 

Seine  große  Wintervorlesung  1842/43  über  die  Integration  der 
Differentialgleichungen;  welche  nach  einer  Nachschrift  Borchardts 
mit  geringfügigen  Abänderungen  als  Jacob is  Vorlesungen  über 
Dynamik  1866  von  Clebsch  herausgegeben  wurde,  ist  für  alle  Folge- 
zeit für  unsere  Vorlesungen  sowohl  wie  für  die  ganze  weitere  Fort- 
entwicklung der  Mechanik  bestimmend  und  grundlegend  geworden. 
Es  folgten  wichtige,  hochinteressante  Arbeiten  über  das  Problem  der 
drei  Körper  und  das  Abel  sehe  Theorem;  noch  in  den  Weihnachts- 
ferien verfaßte  er  einige  erst  nach  seinem  Tode  veröffentlichte  Auf- 
zeichnungen über  die  geodätischen  Linien  eines  Rotationsellipsoids  und 
kettenbruchähnliche  Algorithmen  zur  Feststellung  der  Periodizität 
der  Kettenbrüche  auch  fttr  Kubikwurzeln,  und  übersandte  endlich  noch 
der  Berliner  Akademie  eine  Untersuchung  über  neue  Entwicklungen 
in  der  Störungsrechnung  —  nun  aber  brach  Jacobi,  der  sich  schon 
seit  Beginn  des  Jahres  krank  gefühlt,  völlig  zusammen.  Von  Angst 
getrieben  eilte  Dirichlet  in  den  Osterferien  an  sein  Krankenlager 
und  verweilte  3  Wochen  bei  seinem  Freunde.  ,,Dirichlet8  16tägiger 
Aufenthalt^,  schreibt  Jacobi  seinem  Bruder,  „ist  mir  eine  große  Er- 
quickung gewesen  —  er  hat  etwa  60  Bogen  Zahlentheorie  von  mir 
mitgenommen,  um  zu  sehen,  wie  viel  noch  bis  zur  Herausgabe  dabei 
zu  tun  ist;  denn  ich  bin  ganz  außer  Stande,  so  etwas  jetzt  auch  nur 
anzusehen/' 

Dirichlet  und  Humboldt,  vereint  mit  Schönlein,  suchten  nun 
in  Berlin  einen  längeren  Urlaub  und  eine  namhafte  Reiseunterstützung 
zu  einem  Aufenthalt  in  Italien  fUr  ihn  zu  erwirken,  und  schon  nach 
wenig  Tagen  schrieb  der  König  aus  Sanssouci  an  Jacobi:  „Mit  leb- 
haftem Bedauern  habe  ich  von  Ihrem  mißlichen  Gesundheitszustande 
Kenntnis  erhalten,  zu  meiner  Beruhigung  aber  auch  zugleich  die  Ver- 
sicherung, daß  Sie  von  dem  Aufenthalte  in  einem  milderen  Klima  Ihre 
gänzliche  Wiederherstellung  erwarten  dürfen",  und  bewilligte  alles,  was 
Jacobis  Freunde  erbeten.  Nachdem  dieser  noch  einige  kleinere  Arbeiten 
abgeschlossen,  trennte  er  sich  am  9.  Juli  von  seiner  Familie,  bei 
welcher  er  seine  Mutter  zurückließ,  konnte  aber  zu  seiner  großen  Freude 
seinem  Bruder  melden:  „Das  Beste  bei  der  Sache  ist  ein  ausgezeichneter 
Begleiter,  der  mir  geworden  ist,  ein  junger,  liebenswürdiger,  talentvoller, 
unabhängiger  Mathematiker  Namens  Borchardt,  welchen  ich  gestern 
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promoviert  habe.  Dirichlet  wird  den  ganzen  Winter  mit  seiner  Familie 
ebenfalls  in  Italien  zubringen/' 

Wir  besitzen  in  Briefen  an  seine  Frau  die  eingehendsten  Schilderungen 
Jacobis  von  seinem  Aufenthalte  in  Rom  und  Neapel;  von  dem  ge- 
waltigen Eindruck;  den  die  Kunstwerke  Italiens  auf  ihn  gemacht,  von 
dem  monatelangen  Zusammensein  mit  Dirichlet;  Steiner  und 
Borchardt,  und  von  dem  Besuche  der  Naturforscherversammlung  in 
Lucca;  wo  ihm  die  ehrendsten  Ovationen  erwiesen  wurden.  Überaus 
interessant  ist  sein  Bericht  an  Bessel  von  der  Audienz ;  die  ihm  und 
Dirichlet  von  dem  Papste  Gregor  XVI.  gewährt  wurde:  ;;da  Sie  eine 
Schwäche  für  gekrönte  Häupter  haben  —  wie  denn  Herr  von  Goethe 
richtig  in  seinem  Carmen  sagt:  ^Aus  der  Welt  ist  derzumalen  Über- 
macht nicht  zu  verbannen.  Mir  gefällt  es  zu  verkehren  mit  Gescheuten 
und  Tyrannen'  — ,  so  werden  Sie  unsere  Bewunderung  gewiß  teilen, 
wenn  sie  hören,  daß  er  nicht  nur  von  Newton,  Kepler,  Copernicus, 
Laplace  mit  großer  Teilnahme  sprach,  sondern  genau  anzugeben 
wußte,  daß  sieh  die  Quadrate  der  Umlaufzeiten  wie  die  Kuben  der 
mittleren  Entfernungen  verhalten  . .  .  kurz  Sie  werden  es  billigen, 
wenn  ich  einem  so  einsichtigen  Manne  voll  Verehrung  die  Hände 
küßte,  während  Dirichlet  als  Katholik  einige  so  ungeschickte  Ver- 
suche machte,  ihm  die  Füße  zu  küssen,  daß  der  Papst  es  nicht  dazu 
kommen  ließ.^' 

Mit  der  in  Italien  erfreulich  fortschreitenden  Besserung  seines 
körperlichen  Befindens  erwachte  auch  sogleich  wieder  die  Lust  zu 
erneuter  wissenschaftlicher  Arbeit;  er  veröfientlichte  während  der 
5  Monate  seines  Aufenthaltes  in  Italien  mehrere  kleinere  Aufsätze  in 
einer  italienischen  Zeitschrift,  schrieb  den  ersten  Teil  der  wichtigen, 
sehr  umfangreichen,  für  das  Grellesche  Journal  bestimmten  Abhandlung 
über  die  Theorie  des  Multiplikators  totaler  Differentialgleichungen  und 
unternahm  in  seinen  Mußestunden  die  Vergleichung  der  im  Vatikan 
aufbewahrten  Handschriften  des  Diophani 

Ende  Juni  1844  traf  Jacobi  wieder  in  Berlin  ein,  und  endlich 
gelang  es  den  vereinten  Bemühungen  seiner  Freunde,  es  zu  ermöglichen, 
daß  er  seine  schwankende  Gesundheit  nicht  wieder  dem  rauhen  Klima 
Königsbergs  auszusetzen  brauchte;  „in  wohlwollender  Berücksichtigung 
der  leidenden  Gesundheit  des  Professor  Jacobi'^,  lautet  die  Kabinetts- 
order vom  20.  August  1844,  „welche  dessen  Aufenthalt  in  Königsberg 
nach  dem  Urteil  der  Ärzte  zur  Zeit  gefährlich  macht,  will  ich  demselben 
gestatten,  bis  zur  völligen  Wiederherstellung  in  Berlin  zu  wohnen 
damit  er  daselbst  ganz  der  Wissenschaft  leben  und  an  den  Vorlesungen 
der  Universität  nur  insoweit  teilnehmen  möge,   als   er  dies  selbst   mit 
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seinen  körperlichen  Kräften  und  seinen  wissenschaftlichen  Beschäftigungen 
für  vertraglich  hält'^^  und  es  wurden  Jacobi  außer  seinem  in  Königs- 
berg bezogenen  Oehalt  ^^mit  Rücksicht  auf  die  größere  Teuerung  Berlins 
und  die  durch  seine  Kränklichkeit  herbeigeführten  außerordentlichen 
Ausgaben'^  noch  1000  Taler  aus  dem  Königlichen  Dispositionsfonds 
bewilligt.  ;Jhre  wissenschaftliche  Laufbahn  hat  hier  ihren  Anfang 
genommen''^  sagt  Bessel  in  seiner  Abschiedsrede  auf  Jacobi;  ^^aber 
wie  der  Schneesturz  ^  der  sich  fortreißend  vergrößert,  rissen  Sie  die 
Masse,  die,  bis  Sie  in  ihre  Nähe  kamen,  geruht  hatte,  mit  Sich  fort. 
Ein  Jahr  nach  Ihrem  hiesigen  Erscheinen  kamen  die  elliptischen  Trans- 
zendenten in  Bewegung,  und  was  als  festgewachsener,  undurchdring- 
licher Fels  erschienen  war,  folgte,  zertrümmert  und  seine  innerste  Be- 
schaffenheit enthüllend,  Ihrem  Laufe.  Schon  1829  waren  Ihre  neuen 
Grundlagen  der  elliptischen  Funktionen  erscbienen,  und  Legendre, 
ein  starker  Vorgänger  von  Ihnen,  ein  sehr  starker,  folgte  willig  Ihrem 
Siegeszuge.  Aber  Ihre  Spur  wird  in  allen  Teilen  der  Mathematik  durch 
gleichgroße  Erfolge  bezeichnet  . . .  Sie  haben  in  gleichem  Maße  die 
Analysis,  die  Zahlentheorie,  die  Geometrie,  die  Mechanik  bereichert. 
Wer  eine  Ihrer  Abhandinngen  studierte,  ohne  die  andern  zu  kennen, 
der  würde  schwören,  daß  der  Gegenstand  der  einen  der  letzte  Zweck 
all  Ihrer  Anstrengungen  wäre." 

Im  Oktober  1844  nach  Berlin  übergesiedelt,  machte  er  sich  sogleich 
an  die  Fertigstellung  seiner  Untersuchungen  über  die  Säkularstörungen 
und  des  zweiten  Teiles  seiner  umfangreichen  Arbeit,  in  welcher  er 
eine  zusammenhängende  Theorie  des  Multiplikators  sowie  der  Anwendung 
derselben  auf  die  dynamischen  Differentialgleichungen  und  die  Her- 
leitung des  berühmt  gewordenen  Satzes  lieferte  von  der  Zurückführung 
des  letzten  Integrales  der  Bewegimgsgleichungen  auf  Quadraturen, 
Theoreme,  deren  er  schon  vor  Jahren  in  den  Briefen  an  seine  Freunde 
und  in  seinen  Vorlesungen  Erwähnung  getan.  Aber  die  erneute  geistige 
Anstrengung  wirkte  wieder  schädlich  auf  seinen  Gesundheitszustand  ein, 
„zu  meinem  alten,  nie  ganz  verschwindenden  Übel  kam  ein  Schwindel, 
der  mich  erfaßte,  wenn  ich  auch  nur  eine  Viertelstunde  arbeiten 
wollte^,  und  es  sank  ihm  der  Mut  zur  Fertigstellung  all  der  von  ihm 
so  groß  angelegten  Werke.  Wie  er  früher  Dirichlet  in  Königsberg 
ein  umfangreiches  Manuskript  zahlentheoretischen  Inhalts  zur  Durch- 
sicht gegeben,  so  wiederholte  er  jetzt  den  schon  früher  gegen  Hesse 
geäußerten  Wunsch,  daß  dieser  sein  etwa  30  Bogen  starkes  Manu- 
skript über  Flächen  zweiten  Grades  und  die  Attraktion  der  Ellip- 
soide  druckfertig  mache;  alle  diese  Manuskripte,  sowie  die  bereits 
ausgearbeiteten  Teile  des  geplanten  großen  Werkes  über  Phoronomie 


A.  Gedächtnisrede  auf  C.  G.  J.  Jacobi.  79 

sind  weder  später  veröffentlicht;  noch  in  seinem  Nachlasse  aufgefunden 
worden. 

Mußte  er  sich  nun  zunächst  im  Interesse  seiner  Gesundheit  Be- 
schränkung auferlegen  in  seiner  produktiven  Tätigkeit,  so  wirkte  er 
nach  anderen  Richtungen  hin  segensreich,  indem  er  überall  für  seine 
ausgezeichneten  mathematischen  Freunde  sowie  für  die  neue  Generation 
jugendlicher  mathematischer  Kräfte  mit  seinem  in  den  leitenden  wissen- 
schaftlichen Kreisen  maßgebenden  Einfluß  helfend  eintrat;  ein  an  den 
Minister  gerichtetes  Memoire,  getragen  von  dem  Gefühle  vornehmer 
Unabhängigkeit  und  würdig  eines  großen  Forschers,  sicherte  Steiner 
eine  sorgenfreie  Stellung  an  der  Berliner  Universität,  und  zwei  Briefe, 
die  er  an  den  König  und  Humboldt  gerichtet,  erhielten  Dirichlet 
bei  seiner  Berufung  nach  Heidelberg  im  Jahre  1846  seinem  bisherigen 
so  segensreichen  Wirkungskreise.  Auch  in  seiner  wissenschaftlichen 
Korrespondenz  ließ  er  eine  Unterbrechung  nicht  eintreten,  und  zu 
seinen  früheren  Schülern  und  Freunden  Kichelot,  Hesse,  Rosen- 
hain u.  a.  gesellte  sich  jetzt  der  junge  ausgezeichnete  französische 
Mathematiker  Her  mite,  an  dessen  Mitteilungen  anschließend,  oder 
wenigstens  durch  dieselben  angeregt,  Jacobi  wiederum  eine  Reihe 
interessanter  Arbeiten  über  die  Eigenschaften  der  elliptischen  und  Abel- 
sehen  Transzendenten  veröflFentlichte. 

Die  großen  Verhältnisse  Berlins,  die  künstlerischen  Bestrebungen 
der  gebildeten  Kreise,  unterstützt  und  gepflegt  von  den  kunstsinnigen, 
idealen  Anschauungen  des  jungen  Königs,  regten  auch  in  Jacobi  all 
die  Interessen  wieder  an,  denen  er  in  Italien  in  so  enthusiastischer 
Weise  nachgegangen;  „niemand  kann  mit  mehr  Verständnis  Musik 
hören  als  er^^,  schrieb  eine  kunstverständige  Dame,  und  sein  Vortrag 
in  der  Singakademie  über  Descartes  fand  eine  begeisterte  Aufnahme; 
„ich  habe  die  Schrift  mit  dem  lebhaftesten  Interesse  gelesen,''  schreibt 
ihm  der  Minister  Eichhorn,  „weil  darin  über  theologische  Zeloten 
und  politische  Strudelköpfe  ein  Urteil  gesprochen  ist,  welches  ähn- 
lichen Geistern  unserer  Zeit  zum  Korrectiv  dienen  könnte/'  Wir  be- 
merken zugleich  sein  immer  mehr  wachsendes  Interesse  für  die  Ent- 
wicklung der  mathematischen  Physik,  das  durch  seinen  Verkehr  mit 
Neumann  xmd  Weber  gefordert  worden,  und  das  ihn  auch  bewog, 
für  die  wissenschaftliche  Förderung  des  jugendlichen  Kirchhoff  tat- 
kräftig einzutreten.  Ein  Jahr  nach  seinem  Vortrage  über  Descartes, 
in  welchem  er  schon  auf  die  neuere  Entwicklung  der  Mechanik 
rmd  Physik  hingewiesen,  erschien  die  „Erhaltung  der  Kraft''  von 
Helmholtz;  „die  physikalischen  Autoritäten",  sagt  dieser  50  Jahre 
später,    „waren    geneigt,    die    Richtigkeit    des    Gesetzes    zu    leugnen 
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und  in  dem  eifrigen  Kampfe  gegen  Hegels  Naturphilosophie,  den 
sie  f&hrten,  auch  meine  Arbeit  für  eine  phantastische  Spekulation  zu 
erklären.  Nur  der  Mathematiker  Jacob i  erkannte  den  Zusammenhang 
meines  Gedankenganges  mit  dem  der  Mathematiker  des  vorigen  Jahr- 
hundertS;  interessierte  sich  für  meinen  Versuch  und  schützte  mich  vor 
Mißdeutung.'' 

Im  Herbst  1846  erschien  der  erste  Band  seiner  opuscula  mathe- 
matica  mit  einer  Widmung  an  König  Friedrich  Wilhelm  IV.,  die 
schon  in  den  nächsten  Lebensjahren  Jacobis  eine  verhängnisvolle 
KoUe  spielen  sollte.  ,yWir  haben  nach  den  Freiheitskriegen  in  den 
Kegionen  des  Gedankens  weiter  gekämpft,  unterstützt  von  der  heiligen 
Allianz  mit  dem  Geiste,  die  Preußen  geschlossen,  und  manchen  glor- 
reichen Sieg  in  den  Wissenschaften  erstritten.  Und  so  rühmen  wir 
uns,  auch  in  der  mathematischen  Wissenschaft  nicht  mehr  die  Zweiten 
zu  sein." 

Wenn  Jacobi  auch  in  dieser  Zeit  noch  einzelne  sehr  interessante 
und  wichtige  Arbeiten  über  die  Eigenschaften  der  Pentagonalzahlen, 
die  Integration  der  hyperelliptisehen  Differentialgleichungen  und  die  in 
den  kleinsten  Teilen  ähnliche  Abbildung  eines  ungleichachsigen  Ellip- 
soids  auf  einer  Ebene  veröffentlichte,  so  war  er  doch  durch  die  fort- 
dauernden Schwächezustände  an  anhaltender  intensiver  geistiger  An- 
strengung gehindert,  und  da  er  außerstande  war,  im  Winter  1846/47 
eine  größere  Vorlesung  zu  halten,  so  war  es  ihm  eine  erwünschte  Be- 
schäftigung und  geistige  Erholung,  als  ihn  im  Jahre  1846  Humboldt 
veranlaßte,  ihm  über  die  Mathematik  der  Hellenen  fragmentarische 
Mitteilungen  zu  machen,  um  diese  für  seinen  Kosmos  zu  benutzen; 
die  im  Nachlasse  Jacobis  gefundenen  Au&eichnungen  legen  Zeugnis  ab 
von  den  langjährigen  und  tiefen  Studien,  welche  er  der  Geschichte  der 
mathematischen  Wissenschaften  gewidmet  hat.  Als  aber  in  der  Mitte 
des  Jahres  1847  sein  Gesundheitszustand  sich  besserte,  da  folgten  so- 
gleich wieder  mit  der  Theorie  der\  Transzendenten  im  Zusammenhange 
stehende  Publikationen,  welche  die  verschiedenen  Arten  der  Zerlegung 
einer  Zahl  in  zwei  Faktoren  und  eine  partikulare  Lösung  der  La- 
place  sehen  Potentialgleichung  betrafen;  als  besonders  interessant  ist 
jedoch  eine  am  15.  Juli  1847  der  Berliner  Akademie  vorgelegte,  aber 
nicht  veröffentlichte  Note  „Über  die  Geschichte  des  Prinzips  der  kleinsten 
Aktion^'  hervorzuheben,  die  sich  zum  Teil  in  seinen  nachgelassenen 
Papieren  vorgefunden  hat.  „Jacobi  eliminiert^',  sagt  Helmholtz,  „die 
Zeit  aus  dem  zu  variierenden  Intregrale;  physikalisch  ist  seine  ein- 
schrankende  Bedingung  für  ein  vollständig  bekanntes  und  in  sich  ab- 
geschlossenes  Körpersystem    stets   ab   gültig   anzusehen;   Hamiltons 
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Form  dagegen  erlaubt  die  Bewegungsgleichungen  auch  für  unvoll- 
ständig abgeschlossene  Systeme  durchzuführen,  auf  welche  veränderliche 
äußere  £inflüsse  wirken,  die  von  einer  Rückwirkung  des  bewegten 
Systems  unabhängig  angesehen  werden  können."  Wir  wissen  jetzt, 
daß  Jacobi  in  seinen  Aufzeichnungen  über  partielle  Differentialglei- 
chungen jenem  Prinzip  schon  die  von  Helmholtz  geforderte  Form, 
ohne  es  ausdrücklich  auszusprechen,  gegeben  hat. 

Mit  dem  Sommer  1847  begann  die  durch  Krankheit  und  Sorgen 
herbeigeführte  geistige  Depression  allmählich  immer  mehr  zu  weichen, 
die  alte  Arbeitslust  und  Arbeitskraft  kehrten  wieder,  und  er  meldete 
seinem  Bruder:  „Endlich  bin  ich  dazu  gekommen,  ein  großes  Memoire 
über  analytische  Mechanik  zu  schreiben,  welches  Ostrogradzky 
hoffentlich  so  rühren  muß,  daß  er  deshalb  deutsch  lernen  wird.^' 
Jacobi  nahm  seine  Untersuchungen  über  die  «^-Funktionen  und  die 
Differentialgleichung,  welcher  diese  genügen,  wieder  auf,  entwickelte 
das  später  nach  Sylvester  benannte  Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen,  knüpfte  in  einer  großen  zahlentheoretischen  Arbeit  ein  neues 
Band  zwischen  der  Zahlenlehre  und  der  Theorie  der  Transzendenten, 
in  welcher  er  zu  wichtigen  Ausdehnimgen  Gaußscher  und  Dirichlet- 
scher  Sätze  geführt  wurde,  und  entwarf  eine  erst  vor  kurzem  in  den 
Papieren  Borchardts  aufgefundene  Skizze  der  Entwicklungsgeschichte 
der  elliptischen  und  Ab  eischen  Transzendenten,  voll  von  dem  leb- 
haftesten Interesse  für  die  Arbeiten  von  Rosenhain  und  Ooepel, 
deren  Untersuchungen  ganz  in  dem  von  Jacobi  geschaffenen  Boden 
wurzelten.  Von  neuem  suchte  er  wieder  an  deutschen  Universitäten 
Boden  zu  gewinnen  für  ausgezeichnete  junge  mathematische  Kräfte, 
und  selbst  der  eigentlichen  mathematischen  Wissenschaft  ferner  liegen- 
den Erscheinungen,  wie  dem  Rechengenie  Dase,  brachte  er  das  leb- 
hafteste Interesse  und  die  tatkräftigste  Unterstützung  entgegen. 

Da  traten  die  gewaltigen  politischen  Umwälzui^en  im  März  1848 
ein,  und  Jacobi,  der  eine  feste  Stellung  an  der  Universität  nicht 
innehatte  und  dem  bei  der  gewaltsamen  Umgestaltung  der  staatlichen 
Verhältnisse  jeden  Augenblick  ein  großer  Teil  seines  Gehaltes,  der 
ausschließlich  von  der  Gnade  des  Königs  abhing,  entzogen  werden 
konnte,  mußte,  zumal  da  er  seiner  liberalen  politischen  Gesinnung 
wiederholt  Ausdruck  gegeben,  im  Interesse  seiner  zahlreichen  Familie 
darauf  bedacht  sein,  eine  feste  und  den  andern  Gelehrten  koordinierte 
Stellung  einzunehmen.  Er  ersuchte  den  Minister,  ihn  nicht  länger  in 
seiner  Ausnahmestellung  zu  belassen  und  ihn  zum  ordentlichen  Pro- 
fessor an  der  Berliner  Universität  zu  ernennen,  wurde  aber  auf  ein 
Gutachten  der  Fakul1»t  hin:  „Da  bereits  3  Mathematiker  ihr  angehören, 
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auch  die  Art;  wie  Professor  Jacob i  in  der  letzten  Zeit  sich  öffentlich 
hat  vernehmen  lassen,  nicht  einmal  die  Sicherheit  gebe^  daß  seine  Mit- 
wirkung an  dem  Reorganisationswerke  eine  heilsame  für  die  Uniyersitat 
sein  werde^',  von  dem  Minister  abschlägig  beschieden. 

Jacob i  war  im  Sommer  1848  im  Konstitutionellen  Klub;  von 
Dove  aufgefordert,  als  Redner  für  die  konstitutionelle  Monarchie  auf- 
getreten, hatte  in  einer  Ansprache,  in  welcher  er  nach  dem  Ausspruche 
Schellings  die  größten  Muster  der  alten  griechischen  Redner  erreicht 
haben  soll,  endlosen  Beifall  geerntet,  war  aber  nunmehr^  nachdem  ihm 
das  stete  Schwanken  der  Tagesmeinung  überdrüssig  geworden,  schon 
seit  länger  als  einem  Jahre  dem  politischen  Leben  völlig  fern  ge- 
blieben und  hatte  in  einer  Reihe  ausgezeichneter,  zum  großen  Teil  dem 
Gebiete  der  Astronomie  angehöriger  Arbeiten  Ruhe  und  Befriedigung 
gesucht,  als  endlich  am  31.  Mai  1849,  nachdem  bis  dahin  die  immer 
mehr  erstarkende  Reaktion  sich  an  Jacobi  noch  nicht  herangewagt, 
von  dem  Minister  Ladenberg  die  Anfrage  an  ihn  erging,  ob  es  ihm 
sein  Gesundheitszustand  nicht  gestatte,  wieder  nach  Königsberg  über- 
zusiedeln, nnd  bald  darauf  die  Mitteilung,  daß  ihm  der  von  dem 
Könige  gewährte  Zuschuß  von  nun  an  entzogen  sei.  Jacobi  war  nun 
gezwungen,  seine  Frau  mit  den  7  minderjährigen  Kindern  in  das  weit 
billigere  Gotha,  zu  seinem  Freunde  Hansen,  einem  der  bedeutendsten 
Astronomen  seiner  Zeit,  übersiedeln  zu  lassen,  während  er  selbst  in 
ein  Zimmer  im  Hotel  de  Londres  in  Berlin  zog,  von  dem  aus  seine 
noch  folgenden,  so  berühmt  gewordenen  Arbeiten  datiert  sind.  Da 
erhielt  er  am  Ende  des  Jahres  1849  ein  glänzende  Berufung  an  die 
Wiener  Universität,  und  jetzt  erst,  nach  unendlichen  politischen 
Pressionen  und  Demütigungen,  wurde  ihm  von  Seiten  der  preußischen 
Regierung  —  „er  wolle  lieber  alle  fortlassen,  nur  Jacobi  nicht,  der 
sei  eine  Naturkraff^',  schrieb  der  aufgeklärte  Leiter  des  Unterrichts- 
wesens Johannes  Schnitze  an  den  König  —  durch  Vermittlung 
Humboldts  und  den  Edelsinn  des  Königs  die  frühere  Unterstützung 
nicht  nur  als  Gehalt  bewilligt^  sondern  auch  mit  Rückdatierung 
noch  erhöht. 

Aber  die  Aufregungen  des  letzten  Jahres  hatten  seine  Gesund- 
heit tief  erschüttert;  seine  körperliche  Kraft  war  völlig  gebrochen, 
sein  Geist  schien  freilich  die  alte  Spannkraft  behalten  zu  haben. 
Außer  einer  Reihe  hervorragender  Arbeiten  astronomischen  Inhaltes, 
welche  eine  wesentliche  Vervollkommnung  seiner  Störungsuntersuchungen 
zum  Gegenstande  hatten,  sandte  er  noch  im  März  1850  seine  berühmte 
Arbeit  „Sur  la  rotation  d'un  corps"  an  die  Pariser  Akademie,  in 
welcher  sich  so  wunderbar  eine  ausgezeichnete  geometrisch-mechanische 
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Anschauung  mit  einer  unvergleichlichen  Genialiföt  in  der  Behandlung 
analytischer  Formen  zeigt;  Untersuchungen  ^  die  er  in  vielen  umfang- 
reichen Aufzeichnungen  durch  hochinteressante  Theoreme  ergänzt  und 
fortgeführt;  und  ei-weitert  endlich  noch  in  seiner  Arbeit  über  die  An- 
zahl der  Doppeltangenten  algebraischer  Kurven  bei  Begründung  und 
Ergänzung  der  Plück  er  sehen  Formeln  seine  ersten  Prinzipien  für  die 
Untersuchung  algebraisch-geometrischer  Probleme. 

Aus  den  Weihnachtsferien  von  dem  Besuche  der  Seinigen  in 
Gotha  zurückgekehrt;  erkrankte  er  an  der  Grippe;  schien  sich  jedoch 
schnell  wieder  zu  erholen ;  als  er  am  11.  Februar  von  neuem  zu- 
sammenbrach; noch  vier  Tage  vor  seinem  Tode  beklagte  er  Dirichlet 
gegenüber  das  Mißgeschick;  das  über  vielen  seiner  größeren  Arbeiten 
gewaltet;  „aber  ich  sehe  ein,  daß  ich  nicht  länger  zögern  darf,  jene 
älteren  Arbeiten;  denen  ich  einen  so  großen  Teil  meiner  besten  Kraft 
gewidmet  habe,  der  Öffentlichkeit  zu  übergeben;  wenn  sie  noch 
erfolgreich  in  den  Gang  der  Wissenschaft  eingreifen  sollen.^'  Am 
18.  Februar  abends  11  Uhr;  acht  Tage  nach  seiner  Erkrankung;  erlag 
er  ohne  Kampf. 

Dirichlet,  Borchardt  und  Weierstraß  haben,  durch  ausge- 
zeichnete jüngere  Gelehrte  unterstützt;  der  mathematischen  Welt  durch 
Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  den  ungeheuren  Schatz  seiner 
staunenswerten  produktiven  Tätigkeit  überliefert;  seine  Schüler  haben 
die  nachfolgende  Generation  mit  dem  Ruhme  seiner  unvei^leichlichen 
Lehrtätigkeit  erfüllt;  und  Dirichlet  war  eS;  der  ihm  auch  als 
Menschen  in  seiner  herrlichen  Gedächtnisrede  ein  bleibendes  Denk- 
mal gesetzt  hat;  in  einer  Zeit,  in  welcher  die  Wogen  der  poli- 
tischen Leidenschaft  für  eine  freie  Meinungsäußerung  den  ganzen 
Mut  einer  von  der  edelsten  Freundschaft,  der  reinsten  Wahrheitsliebe 
und  hoher  wissenschaftlicher  Bedeutung  getragenen  Persönlichkeit  er- 
forderten. 

„Soll  ich  den  Versuch  wagen,**  sagt  Dirichlet,  „ihn  zu  schildern, 
wie  er  außerhalb  der  wissenschaftlichen  Sphäre  denen  erschien,  die  den 
mathematischen  Wissenschaften  fernstehen,  so  ;nuß  ich  es  als  den 
Gmndzug  seines  Wesens  bezeichnen,  daß  er  ganz  in  der  Welt  der 
Gedanken  lebte,  und  daß  in  ihm  das,  wozu  es  bei  den  meisten,  selbst 
bedeutenden  Menschen  eines  besondem  Anlaufs  bedarf,  das  Denken 
zum  habituellen  Zustande  und  wie  zur  zweiten  Natur  geworden  war. 
Der  unerschöpfliche  Vorrat  an  Wissen  und  eigenen  Gedanken,  eine 
eigentümlich  humoristische,  die  Dinge  scharf  bezeichnende  Ausdruck- 
weise verliehen  dem  großen  Mathematiker  auch  im  geselligen  Verkehr 
eine  ungewöhnliche  Bedeutung.    Wie  Jacobis  Gedankenkultus  sich  in 
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der  Anerkennung  von  Abels  großer  Entdeckung  kundgab,  so  zeigte 
er  einen  ähnlichen  Sinn  für  alles  geistig  Bedeutende.  Er  schätzte 
die  Dinge  danach  ab,  wie  der  menschliche  Geist  sich  in  ihnen  offen- 
bare, und  behandelte  alles  mit  Gleichmut,  was  die  Welt  der  Gedanken 
nicht  berührte/' 

Wie  die  Worte  Jaeobis  zündeten  und  die  Begeisterung  der 
Hörer  anfachten,  so  erweckten  auch  seine  Schriften  durch  Inhalt 
und  Form  steten  und  lauten  Nachhall  in  den  Köpfen  der  neuen 
Generation  von  Mathematikern,  und  in  diesem  Sinne  dürfen  wir  auch 
Hermite  und  Weierstraß,  die  beiden  yomehmsten  Repräsentanten 
mathematischer  Forschung  in  der  zweiten  Hälfte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts, zu  seinen  Schülern  zählen  —  und  wir  alle,  die  Schüler  dieser 
beiden  ausgezeichneten  Forscher,  welche  wir  noch  in  Verehrung  und 
Pietät  die  Worte  und  Anschauungen  Jaeobis  wie  Orakel  und  mathe- 
matische Mysterien  uns  überliefern  hörten,  wir,  die  wir  hier  ver- 
sammelt sind,  um  das  Andenken  jenes  gi'oßen  Meisters  zu  feiern,  wir 
alle  sind  Schüler  Jaeobis. 

Hochansehnliche  Versammlung  I 
Möge  es  mir  gelungen  sein,  auch  denjenigen  von  Ihnen,  die 
unserer  Wissenschaft  femer  stehen,  nicht  bloß  ein  Gefühl  der  Be- 
wunderung abgewonnen  zu  haben  für  den  großen  Baumeister,  der,  von 
mathematischen,  philosophischen  und  ästhetischen  Gesichtspunkten  ge- 
leitet, mitgewirkt  hat  an  der  Errichtung  des  gewaltigen  Gebäudes,  zu 
dem  sich,  von  unscheinbaren  Anfängen  sich  erhebend,  unsere  Wissen- 
schaft allmählich  ausgestaltet  hat;  möge  es  mir  auch  geglückt  sein, 
Ihnen  einen,  wenn  auch  nur  flüchtigen.  Blick  in  den  Bau  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  selbst  eröffnet  zu  haben,  den  Stolz  und  die 
Zierde  menschlicher  Geistesarbeit.  Gewiß  ist  der  Baum  nur  die  Form 
der  reinen  Anschauung,  die  Zeit  nur  die  Form  des  reinen  Denkens, 
gewiß  sind  die  ersten  Grundsteine  unserer  Wissenschaft,  wie  des  Denkens 
überhaupt,  der  irdischen  Erfahrung  entnommen,  aber  diese  Grundsteine 
sind  tief  versenkt,  so  tief,  daß  auch  wir,  die  Bewohner  dieser  Stätten 
menschlicher  Erkenntnis,  sie  selbst  nicht  mehr  zu  sehen,  nicht  mehr 
zu  beschreiben  vermögen,  und  deshalb,  wenn  auch  nicht  immer  mit 
Recht,  bei  dem  kleinsten  Schwanken  und  Erzittern  des  Gebäudes  selbst 
an  seiner  Festigkeit  zu  zweifeln  anfangen  —  aber  jeder  Sturm,  jeder 
gewaltsame  Eingriff  in  die  Schönheit  des  mathematischen  Prachtbaus, 
mag  ein  Feind  ihn  zu  zertrümmern  suchen,  ein  ungeschickter  Baugehilfe 
einen  falschen  Stein  einsetzen,  oder  auch  ein  genialer  Künstler  das 
Gebäude   mit   einem   allzuschweren   Felsen   belasten   —   das    Gebäude 
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wird  nur  noch  schöner,  sein  Qeföge  nur  noch  fester,  und  gewährt  den 
Naturwissenschaften;  die  sich  behaglichere,  üppigere  und  vornehmere 
Wohnstätten  aufgeschlagen,  wenn  irgendein  Unwetter  ihre  Kreise  stört 
und  die  Grundlagen  ihres  schönen  Heims  ins  Schwanken  bringt,  gern 
ein  schützendes  Obdach  —  ist  doch  die  Mathematik  selbst  die 
Wissenschaft  von  der  Natur  der  Dinge  in  und  um  uns,  soweit  sie 
menschlicher  Erkenntnis  überhaupt  sich  offenbaren. 

„Sedet  Sphinx  illa  inde  a  creatione  mundi,  sedebit  in  sempiternum, 
proponit    aenigmata   generi    mortalium;    at   suo   tantum    tempore 
venit  Oedipus  ab  Apolline  missus'^ 
sagt  Jacobi  in  seiner  geistvollen  Rede  zum  Ruhme  der  mathematischen 
Wissenschaft. 


B.  Vorträge  in  den  allgemeinen  Sitzungen. 

Le  problfeme  moderne  de  Tintegration  des  equations  diflF^- 

rentielles. 

Vortrag,  gehalten  in  der  2.  allgemeinen  Sitzung  am  11.  August 

von 
P.  Painlgv^  aus  Paris. 


Le  Probleme  de  Tintegration  dans  Tancienne  analyse. 

La  theorie  des  equations  diflf^rentielles  est  nee  ayec  le  calciü  in- 
finitesimal. G'est  Tetude  scientifique  des  phenomenes  naturels  qui 
avait  guide  Newton  et  Leibnitz^  comme  leurs  predecesseurs,  jusqu'a 
leurs  decouvertes  definitives:  une  fois  acquises  les  deux  notions  fon- 
damentales  dMnt^grale  et  de  diff^rentielle,  c'est  encore  Tetude 
de  la  nature  qni  devait  en  diriger  les  premieres  applications.  Gräce  ä 
ces  deux  notions^  la  m^thode  exp^rimentale^  interpretee,  analysee,  allait 
donner  tous  ses  fruits.  C'est  qu'en  efiet,  ä  travers  le  phenomene 
fini  —  toujours  complexe,  grossi^rement  simplifie,  —  la  difierentiation 
atteint  le  phenomene  elementaire;  eile  d^compose  toute  modification 
dans  le  temps  et  Tespace  en  une  combinaison  de  modifications  infini- 
tesimales, j^entends  de  modifications  infiniment  breves  uninteressant  que 
des  particules  infiniment  petites  de  matiere.  C'est  en  differentiant  que 
Galilee  deduit  de  ses  experiences  sur  le  plan  incline  les  lois  de  la  pe- 
santeur,  que  Newton  deduit  des  lois  de  Kepler  le  principe  de  la 
gravitation  universelle.  Le  but  de  Tintegration  est;  au  contraire^  con- 
naissant  les  lois  A^mentaires  d'un  phenomene,  de  reconstituer  le  phe- 
nomene fini.  Comment  superposer,  comment  so  mm  er  cette  infinite  de 
modifications  infiniment  petites  qui  composent  la  modification  totale? 
C'est  ce  Probleme,  r^ciproque  du  premier,  mais  dWe  difficulte  autre- 
ment  profonde,  qui  constitue  Tobjet  du  calcul  integral:  il  se  traduit,  en 
g^n^ral,  par  des  Equations  differentielles,  ordinaires  ou  aux  derivees  par- 
tielles, (suivant  que  le  phenomene  depend  ä!\m  seul  ou  de  plusieurs  para- 
m^tres  ind^pendants);  et  tout  Teffort  consiste  ä  integrer  ces  Equations 
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differentielles  connaissant  les  conditions  initiales  ou  aiix  limites 
du  phenomene.  L'etude  du  mouvement  d'un  solide  pesant^  celle  du 
moavement  de  n  points  qui  s'attirent  suivant  les  lois  de  Newton 
[problfeme  des  n  corps],  voilä  deux  problemes  types  de  calcul  inte- 
gral ^  de  difficulte  bien  differente.  Laissant  de  cöte  le  vaste  champ 
des  equations  aux  derivees  partielles ,  si  heureusement  renouvele  ces 
demieres  annees,  je  ne  parlerai  ici  que  des  equations  differentielles  ä 
une  variable.  • 

Le  developpement  de  la  nouvelle  science^  ä  peine  cree^  tient  du 
prodige:  appliquant  ä  tous  les  ordres  de  phenomenes  pbysiques  les  prin- 
cipes  du  calcul  infinitesimal,  les  successeurs  de  Newton  et  de  Leibnitz 
accumulent  en  moins  d'un  si^cle  les  plus  ^clatantes  decouvertes. 
Gomme  ils  se  limitent,  dans  cbaque  classe  de  faits,  aux  exemples  simples, 
nidimentaires,  qui  se  presentent  les  premiers,  les  problemes  qu'ils  ont 
a  traiter  sont  naturels  et  peu  compliques,  reductibles  ä  des  cas  connus 
[quadratures,  equations  differentielles  lineaires,  etc.J.  Leur  imagination, 
toujours  soutenue  et  guidee  par  le  problfeme  reel,  demele  avec  une  ad- 
mirable  perspicacite  le  jeu  d'operations  elementaires  auquel  se  ramene 
Tintegration  des  systemes  differentiels  rencontres.  En  elucidant  des  types 
particuliers,  ils  mettent  en  evidence  de  nombreuses  proprietes  generales 
que  Tavenir  verifiera  rigoureusement:  degre  d'indetermination  des  inte- 
grales, röle  des  constantes,  des  fonctions  arbitraires,  des  conditions  aux 
limites,  etc.  Les  sciences  theoriques  et  experimentales  se  developpent 
dans  une  etroite  connexite:  tout  progr^s  en  analyse  a  son  retentisse- 
ment  immediat  en  pbysique,  et  reciproquement.  C'est  Tepoque  la 
plus  glorieuse  et  la  plus  feconde  dans  Thistoire  des  Mathematiques, 
Tepoque  oü  il  semble  vraiment  qu'elles  soient  la  clef  de  Tunivers. 
On  ne  saurait  mieux  comparer  cet  afflux  de  verites  nouvelles  qu'au 
mouvement  d'une  vague  qui  occupe  en  un  instant  Tespace  grand  ouvert 
devant  eile  et  qui  s'arrete  au  pied  d'une  ceinture  de  granit.  La  vague 
s'arrdta  quand  tout  ce  qui  etait  integrable,  dans  les  problemes  naturels, 
fut  integre. 

Mais  toutes  les  tentatives  faites  pour  integrer  ä  Taide  d'operations 
simples  (quadratures  et  autres)  une  equation  differentielle  quelcon- 
que,  avaient  echoue.  II  ^tait  donc  plus  que  vraisemblable  qu'une 
teile  reduction  etait  cbimerique.  La  seule  ressource  qui  restät  aux  cher- 
cheurs,  c'etait  d'aborder  directement  l'etude  de  Tintegrale  par  des  me- 
thodes  d'approximations  successives  bien  adaptees.  Tel  est  Teffort  qui 
s'imposait  aux  Mathematiques  vers  Tepoque  oü  Toeuvre  de  Cauchy 
commence.  C'est  cet  effort  qu'elles  ont  tente,  et  qui  dirige,  explique 
et  justifie  leur  developpement  dans  tout  le  cours  du  demier  siecle. 
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Le  probUme  moderne  de  Tintegration.  —  Introdnction  des  variables 

complexes. 

La  täche  qu'/  allaient  remplir  Cauchy,  ses  contemporains  et  ses 
Buccesseurs  etait  (au  moins  en  apparence)  singulierement  plus  ingrate 
que  ceUes  des  mathematiciens  du  XVIU*  siecle,  et  ses  resultats  moins 
brillants.  C'est  ce  qui  explique  pourquoi  certains  esprits,  un  peu 
superficiels,  estiment  qu'il  y  a  un  abime  entre  Tahalyse  moderne  et 
Tanalyse  d'il  y  a  cent  ans.  Les  Mathematiques^  ä  les  en  croire^  se 
seraient  volontairement  detoumees  de  la  realite  pour  devenir  une  sorte 
de  science  de  curiosite,  vivant  sur  eUe-meme,  un  jeu  d'esprit  dont  le 
Beul  interet  serait  la  difficulte  et  dont  les  efforts  ne  sauraient  plus 
contribuer  d'aucune  mani^re  ä  Tetude  rationnelle  de  Tunivers.  De 
toutes  les  transformations  qu'aient  subies  les  Mathematiques,  Tintro- 
duction  systematique  des  imaginaires  est  celle  qui  a  le  plus  contribue 
ä  creer  ce  malentendu. 

Cette  introduction  n'etait-elle  qu'une  fantaisie?  Pouvait-on  Tevi- 
ter  ou  s'imposait-elle  par  la  nature  des  choses?  Pour  comprendre 
qu'eUe  s'imposait,  il  suffit  de  consulter  Thistoire  meme  de  la  science. 
De  tous  les  modes  de  developpement  d*une  fonction  reelle,  le  plus 
simple,  celui  qui  s'est  presente  tout  d'abord,  c'est  le  developpement 
en  Serie  de  Taylor.  Or,  si  on  ne  considere  que  les  yaleurs  reelles  de 
la  variable,  les  caprices  de  cette  serie,  de  sa  convergence  semblent 
echapper  ä  toute   loi:   une   fonction  reelle,   partout   continue  ainsi  que 

ses  derivees,  teile  que  ^,  n'est  representee  par  sa  serie  de  Taylor 

que  sur  un  segment  limite  de  Taxe  des  x,  alors  que  c*  est  represente 
pour  X  quelconque.  Qu^on  introduise  les  valeurs  complexes  de  la 
variable,  et  tout  s'eclaire.  Ce  sont  les  points  singuliers  imaginaires 
qui  influent  sur  le  developpement  et  en  arretent  la  convergence,  m§me 
pour  les  valeurs  reelles  de  la  variable. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  les  circonstances  algebriques  qui 
ont  engendre  les  quantites  imaginaires,  en  meme  temps  que  les  Con- 
ventions de  calcul  qui  les  concement.  Que  ces  Conventions  soient 
legitimes  puisqu'elles  n'impliquent  aucune  contradiction,  c'est  la  un 
fait  qui  est  hors  de  conteste,  en  depit  des  obscurites  dont  on  s'est 
plu  parfois  ä  entourer  la  question.  Le  paradoxe,  ce  n'est  pas  que  ces 
Conventions  soient  legitimes,  c'est  qu'elles  soient  utiles  et  fecondes.  De 
cette  utilite,  la  theorie  de  la  serie  de  Taylor  est,  ä  eile  seule,  une 
preuve  süffisante. 

Je  sais  bien  que  les  series  de  polynomes,  recemment  decouvertes. 
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qui  generalisent  et  peuvent  remplacer  la  serie  de  Taylor,  jouissent  de 
la  remarqiiable  propriete  de  converger  sur  Taxe  reel  jusqu'au  premier 
point  singalier  de  la  fonction.  Mais,  bien  loin  d'aller  contre  Tinter- 
vention  des  imaginaires,  cette  decouverte  la  justifie,  puisqu'elle  resulte 
elle-meme  de  la  theorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

Le  succ^s  couronna  d'ailleurs  immediatement  Temploi  des  imagi- 
naires. Le  „calcul  des  limites"  ^tablit  rigoureusement  toutes  les  pro- 
prietes  fondamentales  des  equations  di£F!^rentielles,  et  donna  une  base 
solide  ä  la  theorie.     L'^quation  differentielle  de  Legendre 

©  =  (1  -  y')  (1  -  *V) 

etait  demeuree  sterile  tant  qu'on  s'etait  restreint  aux  variables  reelles-, 
rien  ne  la  distinguait  des  equations  analogues  oü  le  second  membre 
est  un  polynome  de  degre  quelconque.  En  embrassant  le  champ  com- 
plexe,  Abel  et  Jacobi  decouvrent  d'un  coup  la  double  periodicite,  la 
representation  de  y(x)  par  des  series  entieres  tres  convergentes,  fondent 
la  theorie  des  fonctions  eUiptiques,  qui  engendre  ä  son  tour  toute  la 
theorie  des  fonctions  analytiques  uniformes.  Plus  tard,  ce  sont  les 
proprietes  si  fecondes  des  equations  differentielles  lineaires,  et  tant 
d'autres  brillantes  decouvertes.  —  L'introduction  des  imaginaires  etait 
donc  bien  dans  la  nature  des  choses.  Ce  n'est  point  par  caprice  que 
les  mathematiciens  y  ont  eu  recours,  ni  pour  dissimuler,  sous  d'ob- 
seures  complications  scholastiques,  leur  impuissance  ä  traiter  les  pro- 
blemes  reels.  Bien  au  contraire:  s'ils  ont  etendu  leurs  speculations  au 
champ  complexe,  c'est  pour  eclairer,  pour  elucider  les  difBcult^s  trop 
profondes  du  champ  reel. 

Les  variables  imaginaires  une  fois  introduites,  Tintegration  d'une 
equation  differentielle  pouvait  etre  tentee  dans  deux  voies  differentes: 

P  On  pouvait  chercher  ä  la  ramener  ä  des  equations  simples 
(quadratures,  equations  lineaires,  etc.);  c'est  ä-dire  poursuivre  (conforme- 
ment  aux  traditions  de  Tancienne  analyse)  Tintegration  formelle  de 
Tequation; 

2®  Si  on  n'apercevait  aucune  reduction  de  ce  genre,  on  pouvait  cher- 
cher ä  etudier  Tintegrale  generale,  par  approximations,  dans  tout  son 
champ  reel  et  complexe,  ä  mettre  en  evidence  ses  proprietes,  ses  singu- 
larites,  etc. 

Je  voudrais  justifier  en  deux  mots  les  termes  d'integration 
formelle  que  j'ai  employes  au  sujet  du  premier  problfeme.  Je  re- 
marque  d'abord  quWe  equation  prise  au  hasard  ne  comportera  en 
general  aucune  integration  formelle.  De  plus,  meme  si  une  equation 
est  integree  formellement,  Tetude  des  relations  entre  la  fonction  et  la 
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variable  n'est  paß  aclievee.     C'est  ainsi  que  requation  de  Jacobi,  citee 
plut  haut^  equivaut  ä  la  quadrature: 


maie  cette  quadrature  ne  met  nullement  en  evidence  les  proprietes  de 
la  fonction  y(x),  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  equations  line- 
aireS;  ainsi  qu'aux  equations  de  definition  des  fonctions  automorphes 
(equations  qui^  comme  on  sait,  se  ram^nent  formellement  ä  une 
equation  de  Riccati).  En  definitive^  on  peut  dire  qu'en  toute  logique, 
Tintegration  d'une  equation  differentielle  se  decomposera  en  deux  Ope- 
rations successives: 

1^  Reduction  de  Tequation  ä  des  equations  irreductibles;  * 

2*  ;ßtude  directe,  dans  tout  le  champ  reel  et  complexe,  de  l'inte- 
grale  de  ces  equations  irreductibles. 

De  rirridnctibiliti  des  iqnations  difförentielles.  —  Theorie  des  groupes. 

Mais  ici,  une  question  se  pose:  la  theorie  de  la  reductibilite  des 
equations  differentielles  a  fait  Tobjet  de  travaux  varies  et  considerables; 
toute  la  theorie  des  groupes  s'y  rattache.  Or,  que  faut-il  entendre 
exactement  par  ce  mot  „reductibilite'^?  Quand  dira-t-on  qu'une  equa- 
tion differentielle  est  irreductible?  Si  eile  est  reductible,  comment  pre- 
cisera-t-on  sa  reductibilite? 

C'est  seulement  dans  ces  demieres  annees  qu^on  est  parvenu  a  une 
definition  de  la  reductibilite,  vraiment  generale  et  philosophique  et  qui 
embrasse  tous  les  cas  particuliers.  Cette  definition  est  meme  si  recente, 
eile  souleve  des  difficultes  si  delicates  qu'on  ne  peut  dire  encore  qu'elle 
ait  re^u  unanimement  droit  de  cite  en  mathematiques,  mais  eile  sera 
classique  avant  quelques  annees.    Yoici  cette  definition. 

Considerons  une  equation  differentielle  algebrique*);  que  je  choisis 
d'abord  du  premier  ordre,  soit  Tequation: 

rintegrale  generale  y(x)  de  cette  equation  depend  d'une  constante  arbi- 
traire,  soit  ti;  autrement  dit,  Tequation  (e)  definit  une  fonction  y  de 
deux  variables  x,  w,  ou  plutot  une  infinite  de  telles  fonctions  (qui  se 
deduisent  d'une  quelconque  d'entre  elles  en  rempla^ant  u  par  une 
fonction  arbitraire  de  ?/).    Si  on  veut  encore,  il  est  loisible  de  considerer 

*)  Je  me  limite  ici  aux  Equations  algt^briqaes,  mais  11  serait  facile  d^ätendre 
la  thäorie  k  des  äquatiooB  differentielles  quelconques,  en  ^argissant  (comme  en 
alg^äbre)  le  domftine  de  rationalit^. 
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u  comme  fonction  de  x,  y ;  cette  fonction  verifie  requation  am  deri- 
TeeB  partielles 

(E)  U  +  Ij^-O' 

qui  equiTaut  ä  requation  (e). 

L'integrale  generale  de  requation  (e)  eera  dite  reductible  si  on 
peut   adjoindre    ä   Tequation   (E)    d'autres    equations    (algebriqueß)    en 

^}  Vj **>  ä~~ }  ä~ ;  5~i  }"*  j  V^^  soient  compatibles  avec  Tequation  (E)  sans 
en  etre  une  consequence. 

Tous  les  types  classiques  d'equations  du  premier  ordre  (equation 
lineaire^  equation  de  Riccati,  etc.)  rentrent  dans  cette  definition.  Par 
exemple,  pour  Tequation  lineaire,  on  peut  adjoindre  a  Tequation  (E) 
la  condition:  -^-,"=0.  De  meme;  si  Tequation  admet  un  facteur  inte- 
grant  alg^brique  l(x,y),  on  peut  adjoindre  a  T^quation  (E)  Tequation: 
g—  =  A.  D'une  maniere  generale,  quel  que  soit  le  mode  d'integration 
qu'on  imagine  (Integration  par  quadratures  de  differentielles  totales,  ou 
par  combinaison  de  quadratures  superposees,  etc.),  on  verifie  qu'il 
n'echappe  pas  a  la  definition  precedente. 

II  n^est  pas  difficile  de  comprendre  pourquoi,  si  on  veut  bien  pre- 
ciser  les  Operations  dont  dispose  Tintegration  formelle:  eile  doit 
definir  la  fonction  y  (x,  u)  par  des  procedes  tels  qu'on  puisse  a  Taide 
d'un  nombre  fini  d'operations  non  transcendantes  (derivations,  elimi- 
nations,  etc.)  verifier  si  cette  fonction  y  {x,  u)  satisfait  bien  ä  Tequation 
donnee;  les  series,  les  integrales  definies  lui  sont  interdites,  et  plus  ge- 
neralement  tous  les  procedes  dont  on  ne  peut  verifier  la  justesse  qu'ä 
Taide  d'operations  transcendantes.  En  demi^re  analyse,  Tintegration 
formelle  pourra  toujours  etre  reduite  ä  ceci:  Substitution  ä  Tequation 
(E)  d'un  certain  Systeme  d'equations  algebriques  aux  derivees  partielles, 
portant  sur  x,  y,  u  et  d'autres  variables  ou  fonctions  auxiliaires,  Systeme 
tel  qu'on  puisse,  a  Taide  d'un  nombre  limite  de  derivations  et  d'elimi- 
nations,  decider  s'il  definit  au  moins  une  fonction  u  {x,  y)  qui  soit  Solu- 
tion de  requation  (E). 

Mais,  dans  ces  conditions,  il  sera  loisible  (moyennant  un  nombre 
fini  de  derivations  et  d*eliminations)  de  deduire  du  Systeme  auxiliaire 
les  relations  qu'il  entraine  entre  x,  y  et  u.  Si  ces  relations  se  redu- 
isent  ä  Tequation  (E)  ou  ä  ses  consequences,  le  Systeme  auxiliaire  n'est 
d'aucune  utilite,  car  son  integration  se  laisse  d^composer  en  deux  Ope- 
rations successives,  dont  la  premiere  est  Tintegration  de  (E).  Si,  au 
contraire,  ces  relations  ne  sont  pas  consequences  de  (E),  Tequation 
donnee  (e)  est  reductibleau  sens  que  nous  avons  defiiu, 
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La  definition  s'etend  d'ailleurs  d'elle-meme  a  une  equation  (ou  ä 
un  Systeme  diflFerentiel)  d'ordre  quelconque.  S'il  s'agit,  par  exemple, 
d'un  Systeme  du  2*  ordre 

(S)  ^  =  f(x,y,z),     U  =  9>(*,y,«), 

on  regarde  y  et  z  comme  fonctions   de  x  et  des  deux  constantes  arbi- 
traires  u,  v,  ou   (si  on  veut)   u  ei  v   comme   fonctions   de  Xj  y,  z\   ces 
fonctions  w,  v  verifient  le  systfeme: 
/^\  du    .    du  ^  .    du  r.         dv    .    dv  j.  .    dv  ^ 

Le  Systeme  S  est  dit  reductible,  si  on  peut  adjoindre  au  Systeme 
2J  d'autres  equations  algebriques^  portant  sur  x,  y,  Uy  v  et  les  derivees 
partielles  de  u,  v,  equations  qui  soient  compatibles  *)  avec  £  sans  en 
etre  des  consequences.  Nous  appellerons  Systeme  reduit  le  Systeme 
forme  par  £  et  les  equations  adjointes. 

Cette  definition  admise,  on  peut  etablir  une  proposition  qui  domine 
toute  la  theorie  de  la  reductibilite  et  que  j'enonce  dans  le  cas  du  pre- 
mier  ordre: 

;,Quand  une  equation  differentielle  est  reductible,  parmi  les 
systemes  reduits,  il  en  est  toujours  un,  d'ordre  diiferentiel  minimum,  qui 
jouit  des  proprietes  suivantes:  1®  il  est  automorphe,  c'est-a-dire  que 
sa  Solution  generale  u  {Xy  y)  se  deduit  d'une  Solution  particuliere  quel- 
conque Mj  {Xy  y)  par  les  transformations  w  =^  V'  («*i)  d'un  grotipe*^  2^  tous 
les  autres  systemes  reduits  se  deduisent  de  celui-lä  en  y  rempla9ant 
w  par  une  fonction  U{u)  qui  verifie  une  equation  differentielle  algebrique 
(en  M,  U)  arbitrairement  choisie." 

Cet  enonce,  qui  s^etend  immediatement  ä  une  equation  differen- 
tielle d'ordre  quelconque,  donne  la  raison  profonde  du  role  capital 
et  presque  exclusif  que  joue  la  theorie  des  groupes  dans  la  reduction 
des  Equations  differentielles.  II  fait  eclater  l'importance  d'une  enume- 
ration  complete  des  groupes  Continus  finis  et  infinis  ä  une,  deux,  trois,  etc. 
variables. 

C'est  ainsi  que  Tenumeration  si  simple  des  groupes  Continus  a  une 
variable  entraine  ce  theoreme: 

„Quand  une  Equation  du  premier  ordre  est  reductible,  quatre  cas 
seulement  peuvent  se  presenter:  P  Tequation  s'integre  algebriquement; 
2®  eile  admet  un  facteur  integrant  algebrique;  3^  eile  admet  un  facteur 
integrant  dont  le  logarithme  a  ses  deux  derivees  premieres  algebriques; 

*)  J^entends  par  la  que  2  et  les  dquations  adjointes  ont  au  moins  une  So- 
lution 14,  V  commune,  oü  u  et  t?  sont  deux  fonctions  distinctes  de  o;,  y,  ;er. 
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4®  une  integrale  prämiere  u  {x,  y)  est  donne  par  un  Systeme  diflFerentiel 

dont  la  Solution  generale  est  de  la  forme  u  =  ""'-J  . ,   (a,  h,  c,  d  con- 

stantes  arbitraires),  Systeme  qui  se  ram^ne,  comme  on  sait,  ä  une 
equation  de  Riccati." 

Considerons    encore   une  equation    du  second  ordre  dont  le    coef- 
ficient  differentiel  ne  depend  que  de  rr,  y,  soit  Tequation : 

dz  .        ^  dy 

Une  teile  equation  n'est  pas  irreduetible,  car  eile  admet  un  demier 
multiplicateur  egal  ä  l'unite,  et  on  peut,  par  suite^  adjoindre  au 
Systeme  E  Tequation: 

du  dv       ^**  ^  _  -I 

dx  dy       dy  dx^" 

Si  le  coeffieient  differentiel  qp  {Xj  y)  est  une  fonction  arbitraire  quel- 
eonque,  aucune  reduction  ulterieure  n'est  possible.  Dans  Thypoth^se 
oü  Tequation  comporte  une  reduction  nouvelle,  Tenum^ration  que  Sophus 
Lie  a  faite  des  groupes  Continus^  finis  ou  infinis,  ä  deuz  variables^ 
suffit  a  demontrer  que  deux  cas  seulement  se  presentent:  ^,11  existe 
des  integrales  premi^res  u  {x,  y,  z)  qui  sont  donn^es  par  un  Systeme 
differentiel  algebrique  dont  la  Solution  generale  est  1^  soit  de  la 
forme:  u  =  au^  +  hu^  +  c  (a,  6,  c  constantes  arbitraires),  2®  soit  de  la 
forme  u^  % (wj),  {%  fonction  arbitraire)." 


De  rintögration  analytique  d'une  iquation  irriductible.  — 
Integrales  uniformes. 

Supposons  maintenant  que  nous  soyons  en  presence  d'une  equation 
reconnue  irreduetible.*)  Quel  est  le  but  id^al,  si  on  peut  dire,  qu'il 
convient  de  se  proposer  en  l'etudianti?  Quand  dira-t-on  que  Fintegra- 
tion  de  cette  Equation  est  parfaite,  au  sens  moderne  du  mot? 


*)  Nons  nouB  sommes  occup^s  exclusivement  de  la  r^ductibilit^  de  Vintegrale 
generale  d'une  Equation  diff^rentielle.  Quand  certaines  Solutions  particuli^res 
(mais  non  Fint^grale  g^n^rale)  sont  r^ductibles,  par  exemple  sont  alg^briques,  on 
convient  de  diie  encore  que  T^quation  consid^räe  est  irreduetible,  mais  comporte 
des  Solutions  ezceptionnelles.  Les  consid<^rations  indiqu^es  plus  haut  sur  Tinte- 
gration  fonnelle  montrent  que  toute  Solution  ezceptionnelle  satisfait  necessairement 
a  une  äquation  diff^rentielle  (algebrique)  d'ordre  moindre:  en  fin  de  compte, 
retude  d'une  Solution  exceptionnelle  se  ram^ne  a  T^tude  d'une  equation  diife- 
rentielle  d'ordre  moindre,  dont  rintegrale  geniale  est  reductible,  ou  dont  aucune 
Solution  n^est  reductible :  toutes  les  Solutions  de  la  nouvelle  Equation  sont  Solutions 
exceptionneUes  de  la  premi^re. 
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L'equation  dejä  cit^e: 

bien  que  reductible,  ya  nous  servir  de  guide.  Sans  doute^  eile  definit 
X  en  fonction  de  y  par  une  quadrature^  mais  la  fonction  y(x)  definie 
par  cette  equation  n'etait  pas  exprimable  explicitement  ä  Taide  des 
transcendantes  elementaires  connues:  Abel  et  Jacobi  ont  pourtant  in- 
tegre cette  Equation  en  representant  y(x)  par  le  quotient  de  deux 
series  entiferes,  trös  convergentes  et  qui  mettent  en  evidence  toutes 
les  propri^t^s  de  la  fonction  dans  le  domaine  reel  et  complexe. 

D'une  mani^re  generale,  une  equation  diflFerentielle  irreductible  devra 
etre  regardee  comme  integree  si,  par  un  procede  quelconque  d'approxi- 
mation  inde&uie  (serie,  fraction  continue,  integrale  definie,  etc.),  on 
nrrive  ä  representer  Tintegrale  generale  dans  tout  son  domaine  d'existence 
(reel  et  complexe),  avec  une  erreur  aussi  petite  qu'on  veut,  dont  on 
saura  fixer  une  limite,  la  representation  mettant  en  evidence  les  pro- 
prietes  fondamentales  de  Tintegrale,  permettant  de  tenir  compte  des  con- 
ditions  initiales,  etc. 

Parmi  les  fonctions  analytiques,  les  fonctions  uniformes  sont  celles 
dont  les  proprietes  et  les  modes  de  representation  sont  les  plus  simples 
et  les  mieux  etudies.  11  est  donc  naturel  de  rechercher,  en  premier  lieu, 
les  equations  differentielles  dont  Tintegrale  generale  peut  ^tre  definie 
en  egalant  ä  zero  des  fonctions  uniformes,  et  notamment  les  equations 
differentielles  qui  possedent  des  integrales  premiferes  uniformes.  Si, 
par  exemple,  üne  Equation  du  premier  ordre  admet  une  integrale 
premifere 

P(a;,y)  =  c", 

oü  P  est  une  fonction  entifere  de  x^  y  qu'on  sait  developper  en  serie 
de  Mac-Laurin,  il  est  clair  que  la  connaissance  de  cette  integrale  sera 
singuli^rement  precieuso.  II  resfbra  toutefois  ä  resoudre  l'equation  im- 
plicite  par  rapport  ä  la  fonction  y.  II  ne  faut  pas  d'ailleurs  se  dissi- 
muler  que  la  recherche  de  telles  integrales  premi^res  est  un  probläme 
de  la  plus  profonde  difficulte. 

Mais  il  est  un  cas  particulier  (encore  que  fort  etendu)  oü  le 
Probleme  peut  etre  aborde  d^s  maintenant  avec  succes:  c'est  le  cas  oü 
l'integrale  generale  y{x)  est  eUe-m^me  une  fonction  uniforme  dans 
tout  son  domaine  d'existence.  Le  problfeme  ainsi  particularise  est  une 
generalisation  directe  des  decouvertes  d'Abel  et  de  Jacobi. 

Si  on  se  limite  au  premier  ordre,  le  problfeme  ne  conduit  qu'ä 
des  resultats  connus.  Mais  il  en  va  tout  autrement  pour  les  equations 
d'ordre  superieur.     C'est  ainsi  que,  des  le  second  ordre,    on  rencontre 
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des  types  d'equations  entiferement  nouveaux,  qu'on  sait  ^puiser,  et  dont 
le  plus  simple  peut  recevoir  la  forme  canonique: 
(1)  y"  =  6y'  +  x. 

Lintegrale  generale  de  cette  equation  est  une  fonction  meroniorplie 
qui  se  laisse  representer  per  le  quotient  de   deux  fonctions  entieres^  a 

savoir  par  rexpression;  y  =  ^ ^  —  ä  » ^^8  ^^>  **  designant  une  fonc- 
tion entiere  qui  verifie  Tequation  tres  simple  du  troisieme  ordre 

~  +  2is'^  +  XZ  -z=^0,  oü  ^  -  - . 
2      '  '  '  u 

Cette  fonction  entiere  u{x)  est  developpable  en  serie  de  Mac-Laurin^ 
les  coefficients  se  calculant  par  d^rivations  succossives:  on  connait  donc 
ane  representation  tres  simple  de  y{x)  dans  tout  le  plan  complexe,  re- 
presentation  entierement  analogue  ä  celle  de  la  fonction  (f)  par  la 
fonction  6.  On  sait  d'ailleurs  etudier  le  mode  d'indetermination  des 
fonctions  u{x)  et  y{x)  pour  rc  =  c»;  le  genre  de  u{x)  est  2,  son  ordre 
\y  sa  croissance  est  reguliere;  la  distribution  des  pöles  et  des  zeros  de 
y{x)  est,  dfes  lors,  nettement  precisee. 

D'autre  part,  on  peut  montrer  qu'au  point  de  vue  de  Tint^gration 
formelle,  l'equation  y"  =  6y*  +  x  rentre  dans  la  classe  la  plus  gene- 
rale, la  classe  irreductible  des  equations: 

y"  =  g>(a:,y); 

autrement  dit,  nul  proc^de  ancien  d'integration  ne  peut  rien  ajouter  a  la 
connaissance  du  demier  multipUcateur  egal  ä  Tunit^.  C'est  la  le  premier 
exemple  d'une  equation  differentieUe  qui  n'est  attaquable  par  aucune 
methode  d'integration  formelle  et  qui  comporte,  par  la  theorie  des 
fonctions,  une  integration  parfaite  au  sens  moderne  du  mot.  Jusque 
dans  ces  demieres  annees,  toutes  les  equations  diffi^rentielles  qu'on 
savait  etudier  etaient  r^ductibles  aux  equations  Unfaires,  aux  quadratures, 
ou  ä  leurs  combinaisons:  c'est  parce  qu'on  connaissait  a  ravance  la 
maniere  dont  les  constantes  figuraient  dans  Tintegrale  qu'on  pouvait 
pen^trer  dans  les  proprietes  de  cette  integrale;  les  equations  qui  defi- 
nissent  les  transcendantes  classiques  (fonctions  elliptiques,  abeliennes 
et  degenerescences,  fonctions  automorphes,  etc.)  n'echappent  pas  ä  cette 
remarque.  Au  contraire,  Fintegrale  y{x)  de  T^quation  (1),  regard^e 
comme  fonction  des  constantes  x^,  y^y  y^,  est  (par  rapport  ä  chacune 
de  ces  constantes)  une  fonctioi;i  uniforme  et  meromorphe,  de  nature 
(suivant  Texpression  anglaise)  „transcendentally  transcendental'^,  comme 
la  fonction  F,  c'est-ä-dire  qui  ne  verifie  aucune  equation  diff(6rentieUe 
alg^brique.     II  resulte  notamment  de  ce  qui  prec^de  que  les  transcen- 
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dantes  uniformes  y(x)  definies  par  T^quation  (1)  ne  sauraient  s'exprimer 
par  aucune  combinaison  de  transcendantes  classiques,  puisqu'une  teile 
combinaison,  si  enchevetree  soit-elle,  verifie  toujours  un  Systeme  diffe- 
rentiel  r^ductible  aux  quadratures  et  aux  equations  lineaires. 

Les  memes  proprietes  appartiennent  aux  autres^^types'irreductibles 
d'equations  du  second  ordre  dont  Fintegrale  generale  est  uniforme. 

On  peut  encore,  generalisant  un  peu  le  dernier  probl^me,  etu- 
dier  les  equations  difierentielles  dont  l'integrale  est  une  fonction  ä 
n  branehes  ou  a  ses  points  critiques  fixes.  Mais  quels  que  soient  les 
progres  que  doivent  accomplir,  par  la  suite,  ces  difficiles  problfemes  et 
les  problemes  plus  vastes  de  meme  nature,  il  est  bien  evident,  d*une 
part  qu'on  n'epuisera  jamais  toutes  les  equations  parfaitement  int^grables, 
d'autre  part  qu'une  equation  prise  au  hasard  ne  rentrera  pas  dans  ces 
types  speciaux.  L'int^ret  de  ces  classes  remarquables  d'^quations, 
qui  est  evident  au  point  de  vue  purement  mathematique,  pourrait  donc 
sembler  moindre  au  point  de  vue  des  applications,  si  on  ne  savait  quel 
benefice  les  metliodes  gen^rales  retirent  toujours  de  problemes  difficiles 
et  precis,  elucides  ä  fond.  C'est  sur  cette  demier  idee  que  je  voudrais 
insister,  pour  terminer,  en  parlant  de  Tintegration  approximative  et  di- 
recte  des  problemes  reels.  ^ 

Llntigration  approchäe  dans  le  domaine  riel. 

Quand  une  equation  differentielle  qui  se  präsente  dans  une  appli- 
catioU)  ne  comporte  (ou  n'apparait  comporter)  ni  int^gration  formelle, 
ni  Integration  analytique,  comment  en  aborder  Tetude  dans  F^tat  actuel 
de  la  science?  La  seule  ressource  est  de  Tattaquer  directement  ä  Taide 
des  proc^des  d'approximation  aujourd'hui  acquis,  en  se  laissant  guider 
autant  que  possible  par  le  phenomfene  reel  que  traduit  Tequation.  Le 
Probleme,  dans  ces  conditions,  peut  revetir,  comme  on  sait,  un  double 
aspect:  se  propose-t-on  de  reconnaitre  s'il  existe  des  Solutions  periodi- 
ques,  si  une  trajectoire  est  ferm^e,  etc.,  la  question  est  d'espece  quali- 
tative; au  contraire,  la  determination  approch^e  de  la  position  d'un 
mobile  ä  un  instant  quelconque  est  d'esp^ce  quantitative.  Prenons 
comme  exemple  le  probleme  des  n  Corps:  la  question  de  savoir  si 
notre  Systeme  planetaire  est  stable  rentre  daus  la  premiere  categorie,  le 
calcul  des  ephemerides  dans  la  seconde.  Les  deux  problemes,  qualitatif 
et  quantitatif,  sont  d^ailleurs  loin  d'etre  independants:  leur  connexite 
est  ötroite;  tout  progres  de  Tun  est  un  progres  de  Tautre. 

Les  travaux  considerables  suscites  ä  la  fin  du  demier  siecle  par 
le  Probleme    qualitatif,    leur   brillante  application   au  probleme  des 
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trois  Corps ;  sont  trop  connus  pour  qu'il  soit  necessaire  d'y  insister 
d'avantage.  Je  voudrais  seulement;  dans  ce  domaine  strictement  reel, 
signaler  Tinfluence  f^ondante  de  la  theorie  des  fonctioDs  analytiquep. 
Je  n'en  citerai  qua  deux  preuves.  On  sait  le  role  capital  que  jouent^ 
dans  la  discussion  des  courbes  definies  par  les  equations  differentielles^ 
les  points  singuliers  (noeuds^  cols^  centres^  etc.)^  points  qui  correspon- 
dent  ä  ces  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  les  coefficients  diffe- 
rentiels  ont  la  forme  g:  jamais  les  allures  des  integrales  au  voisinage 
de  ces  valeurs  n'auraient  ete  elucid^es^  si  les  analystes  n'ayaient  ^te 
rompus  par  avance  aux  singularites  des  fonctions  analytiques  et  ä 
leurs  modes  de  developpement.  La  seconde  preuve  que  j'ai  en  vue, 
c'est  la  theorie  des  equations  differentielles  dependant  d'un  parametre, 
theorie  qui  seule  a  permis  la  recherche  des  Solutions  periodiques^  et 
qui  est  nee  du  calcul  des  limites. 

Quant  au  probl^me  quantitatif,  il  doit  plus  encore  aux  fonctions 
analytiques.  Les  procedes  d'approximation  applicables  aux  Equations 
differentielles  reelles  sont  aujourd'hui  nombreux^  simples,  plastiques; 
ils  s'adaptent  aux  differents  modes  de  conditions  initiales:  conditions 
initiales  de  Cauchy,  ou  (comme  pour  Tequilibre  des  fils)  valeurs  de 
la  fonction  pour  deux  valeurs  donnees  de  la  variable,  etc.  II  est 
parfaitement  vrai  que  ces  procedes  peuvent  etre  exposes  sans  la 
consideration  d'imaginaires,  et  que  Cauchy  les  avait  indiqu^s  au 
moment  m^me  oü  il  jetait  les  premiers  fondements  de  la  theorie  des 
fonctions  analytiques.  Mais  pr^cisement,  ils  etaient  en  quelque  sorte 
tombes  en  sommeil;  s'ils  se  sont  ramines,  c'est  sous  Finfluence  des 
m^thodes  et  des  raisonnements  analytiques  qui  seuls  permettaient 
d'aller  au  fond  des  choses. 

Considerons,  par  exemple,  la  premiere  methode  de  Cauchy,  la 
plus  elementaire,  celle  qu'on  peut  appeler  la  methode  des  differences, 
puisqu'elle  consiste  a  regarder  les  equations  differentielles  comme  limites 
d'equations  aux  differences.  On  sait  aujourdliui  que,  dans  cette  me- 
thode, la  convergence  vers  Fintegrale  est  assuree  tant  que,  partant  des 
conditions  initiales,  on  ne  rencontre  pas  une  singularite  x  =-  a  des  fonc- 
tions y  {x)y  z  {x\  . . .  Mais  cette  singularite  peut  etre  de  deux  especes 
suivant  que,  x  tendant  vers  a,  les  fonctions  y^g,...  tendent  vers  des 
valeurs  determinees  ou  sont  indeterminees.  La  difSculte  est,  dans  le 
second  cas,  d'une  nature  autrement  subtile  que  dans  le  premier;  si  on  a 
SU  la  prevoir,  c'est  grace  ä  T^tude  dassique  des  points  essentiels 
analytiques-,  si  on  commence,  non  sans  peine,  a  la  discuter,  c'est  grace 
ä  la  theorie  des  fonctions,  en  employant  ses  modes  de  raisonnement  sur 
la  croissance,  le  genre  et  Tindetermination  ä  Tinfini  d'une  fonction  enti^rc; 
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En  particulier,  le  probleme  quantitatif  des  3  corps  doit  ä  Tanalyse 
des  variables  complexes  ses  demiers  progres.  On  a  etabli  en  effet, 
•dans  le  cas  de  trois  corps  (mais  non  dans  le  cas  de  n),  que  les  coor- 
-donnees  des  points  restent  finies  et  determinees  quel  que  soit  t.  II  suit 
de  lä  que  seul  le  choc  proprement  dit  peut  donner  lieu  ä  difficulte. 
D'autre  part,  on  est  parvenu  r^cemment  ä  former  la  condition  analy- 
tique  necessaire  et  süffisante  pour  qu'il  y  ait  choc  au  bout  d'un  temps 
fini.  U  ne  reste  plus  qu'un  demier  effort  ä  tenter  pour  que  le  problfeme 
quantitatif  des  trois  corps  soit  theoriquement  resolu. 

Mais  pour  ne  parier  que  des  resultats  acquis^  il  convient  de  ne 
pas  oublier  que  les  methodes  d'approximation  applicables  aujourd'hui 
a  une  equation  dififerentielle  quelconque,  si  elles  sont  encore  theorique- 
ment imparfaites,  se  montrent  pourtant,  dans  une  foule  de  cas,  d'une 
efficacite  tr^s  süffisante.  C'est  ainsi  que  le  probleme  quantitatif  des 
n  corps  que  j'ai  choisi  comme  type,  n'est  pas  rigoureusement  resolu 
jusqu'ici;  mais  les  ephemerides  de  notre  Systeme  solaire  n'en  sont  pas 
moins  calculees  pour  trois  sifecles  avec  une  surprenante  precision.  II 
faut  d'ailleurs  se  garder  de  croire  que  la  puissance  des  methodes  actu- 
elles  soit  epuisee  par  cet  eifort.  Admettons,  pour  fixer  les  idees,  qu'il 
s'agisse  de  calculer  les  positions  mutuelles,  dans  10.000  ans,  des  astres 
du  Systeme  solaire,  avec  une  erreur  plus  petite  que  8  rayons  terrestres: 
les  methodes  actuelles  fournissent-elles  sürement  le  moyen  theorique 
d'efiFectuer  ce  calcul?  Non,  il  y  a  une  restriction,  mais  bien  legfere,  et 
que  voici.  Si  les  lois  de  Kepler  etaient  exactes,  la  distance  de  deux 
astres  donnes  du  Systeme  resterait  superieure  ä  un  minimum  d;  il  est 
bien   invraisemblable  que  d'ici   10.000  ans   cette  distance  s'abaisse  jus- 

qu'ä  y ,  par  exemple,  ou  au  dessous.    Or  les  procedes  modernes,  moyen- 

nant  un  nombre  fini  d'operations  qu'on  peut  limiter  d^avance,p  ermettront 
sürement  d'affirmer:  ou  bien  qu'on  possede  les  ephemerides  pour  10.000 
annees,  avec  Tapproximation  voulue,  ou  bien  que,  dans  cette  intervalle, 
la  distance  de  deux  des  astres  est  devenue  moindre  que  le  minimum 

supposee  -  .     En  un  mot,  Tetat  du  Systeme  solaire  sera  calcule,  pour 

10.000  ans,  avec  Texactitude  exigee,  ä  moins  que,  durant  cette  p^riode, 
notre  Systeme  ne  se  soit  invraisemblablement  deforme:  auquel  cas,  la 
marche  m^me  du  calcul  avertirait  de  cette  deformation.  Tel  est  le 
degre  de  perfection  et  d'imperfection  des  proc^d^s  generaux  de  calcul 
dont  on  dispose  aujourd'hui. 

Ces  indications,  si  insuffisantes  qu'elles  soient,  peuvent  donner 
quelque  idee  du  labeur  colossal  qu'ont  accompli  les  analystes,  au  cours 
du  demier   siksle,  dans   le    seul  domaine  des    equations  diiFerentielles. 
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Integration  formelle^  integration  analytique^  aussi  parfaite  que  possible^ 
dans  le  champ  complexe^  integration  approchee  dans  le  domaine  reel^ 
telles  Bont  les  trois  directions  dans  lesquelles  se  sont  developpees  les 
mathematiques.  Au  centre  de  toutes  ces  recherches,  la  theorie  des 
fonetions  apparait  comme  jouant  un  role  directeur  et  preponderant. 
11  n'en  faut  pas  conclure  que  ce  role  lui  appartiendra  toujours.  11 
n'y  a  aucune  absurdite  ä  penser  qu'elle  sera  jugee  un  jour  de  la  meme 
maniere  dont  nous  jugeons,  par  eiemple,  Toeuvre  arithmetique  de 
6  au  8,  c'est-ä-dire  qu'eUe  appartdtra  comme  une  des  parties  les  plus 
liarmonieuses  et  las  mieux  construites  de  redifice  mathematique^  mais 
comme  un  monument  du  pass^.  Peut-etre  possedera-t-on  alors  des 
methodes  d'investigations  plus  puissantes  et  plus  profondes,  qui  per- 
mettront  de  s'attaquer  hardiment  auz  equations  diiFerentielles^  en  ne 
se  souciant  que  du  probl^me  reel  qu'elles  traduisent.  Mais  ces  me- 
thodes fecondes  et  Vivantes,  c'est  de  la  theorie  des  fonetions  qu'eUes 
seront  n^es. 


The  Mathematical  Theory  of  the  Top  considered  historically. 
Vortrag,  gehalten  in  der  2.  allgemeinen  Sitzung  am  11.  August 


von 

A.  G.  Greekhill  aus  London. 

(Mit  Demonstrationen.) 


The  historical  order  can  be  taken  in  two  directions  for  giving  a 
summary  account  of  the  Mathematical  Theory  of  the  Top  or  Gjroscope. 

If  we  adopt  the  present  as  our  epoch  of  reckoning,  we  should 
begin  with  a  citation  of  the  most  modern  work  on  the  subject,  as  in- 
corporated  into  the  Theorie  des  Kreisels  of  Klein  and  Sommer- 
feld, now  in  course  of  publication. 

Proceeding  backward  from  this  point  of  departure  against  the 
stream  of  time,  we  meet  the  name  of  Routh,  Hess,  Lottner,  Jacobi, 
Poisson,  Lagrange,  to  cite  a  few  only,  until  we  reach  Euler,  and  bis 
immediate  precursor,  Segner  of  Halle,  whose  Specimen  theoriae 
turbinum  is  the  first  work  to  give  precision  to  our  subject. 

Receding  further  to  the  period  of  Newton,  we  cannot  consider  as 
very  successfiil  bis  application  of  gyroscopic  theory  to  the  precession 
of  the  equinox,  in  Book  III  of  the  Principia;  although  Newton's 
method  inMaxwell's  band  proTed  usefiil  for  a  discussion  of  Satums  rings. 

Retuming  now  at  the  top  of  the  tide,  we  take  the  Specimen 
theoriae  turbinum,  1755,  as  the  e£fectiye  starting  point;  and  I  ven- 
ture to  suggest  that  it  deserves  to  be  reprinted  in  the  series  of  Ost- 
wald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  as  it  is  moreover 
the  first  to  discuss  the  principal  axes  of  a  body. 

Theoria  turbinum  might  be  taken  to  mean  —  theory  of  tur- 
^  bines  —  of  which  Segner  was  also  the  inventor;  but  turbo  here 
means  the  spinning  top,  and  Segner' s  attention  was  first  drawn  to  the 
subject  by  reading  an  article  in  the  Gentleman's  Magazine  of  1754  on 
Serson's  artificial  horizon,  a  top  with  polished  surface  intended  to 
give  a  horizontal  reflecting  plane  when  the  sea  horizon  was  obscured. 

The  invention  was  taken  up  by  the  English  Admiralty,  and  Ser- 
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8on  was  sent  on  a  voyage  in  1744  to  make  a  practical  test;  but  bis 
ship  the  Victory  was  lost  with  all  hands  on  the  Casquets  near  Alder- 
ney  soon  after  the  start. 

A  specimen  ofSerson's  top  is  preserved  in  the  museum  of  Eings 
College  London;  the  idea  has  been  revived  of  late  years  by  the 
French  navigators^  for  which  the  Comptes  rendus  1896  may  be  con- 
sulted;  it  is  claimed  to  give  good  results  in  skilful  hands  where  an  ordi- 
nary  Observation  wonld  otherwise  be  impracticable. 

Segner's  theory  is  developed  in  Euler's  Theoria  motus  cor- 
porum  rigidorum^  1765,  in  which  the  angles  0",  g?,  tf}  are  introduced, 
still  employed  in  modern  treatment. 

But  Eni  er  discusses  the  motion  of  a  top  on  a  smooth  horizontal 
plane  over  which  the  point  is  free  to  wander,  in  which  case  the 
motion  is  hyperelliptic. 

If  the  reduction  to  the  elliptic  function  is  required  the  point  must 
be  restrained  to  a  fized  spot,  as  in  a  smooth  cup  in  a  model  here, 
which  Dr.  R.  H.  Weber  will  spin,  in  the  Maxwell  top,  or  in  this 
Biispended  wbeel. 

A  desired  gyroscopic  motion  can  be  realised  by  this  apparatus; 
and  I  heg  to  call  attention  to  tbe  simplicity  of  the  construction:  a 
bicycle  wheel,  a  brass  stalk,  a  bicycle  hub  or  pedal  fastened  in  an  iron 
Support  bolted  to  a  railway  sleeper;  material  all  ready  to  band  and 
requiring  little  skill  for  adjustment. 

No  need  for  the  lecturer  to  interrupt  the  course  of  his  explanation 
while  spinning  the  wheel  with  a  stick. 

Perry  says  in  his  populär  treatise  on  the  Spinning  Top,  p.  69: 
^I  believe  there  are  few  mathematical  explanations  of  phenomena  which 
may  not  be  given  in  quite  ordinary  language  to  people  who  have  an 
ordinary  amount  of  experience." 

To  US  the  most  familiär  instance  is  the  way  in  which  Poinsot, 
as  Maxwell  says  „brought  Dynamics  under  the  power  of  an  Analysis 
more  searching  than  the  Calculus,  in  which  ideas  take  the  place  of 
Symbols  and  intelligible  propositions  supersede  equations". 

I  avail  myself  of  the  rare  privilege  of  addressing  a  mathematical 
andience  to  interpret  Perry 's:  „ordinary  amount  of  experience"  as  we 
understand  it,  and  to  place  before  you  in  statements  as  few  as  possible 
the  essential  theory  of  a  top  when  tbe  motion  is  expressible  by  the 
elliptic  function,  the  case  where  the  body  has  uniaxial  symmetry  and 
is  free  to  moye  under  gravity  about  a  point  in  its  axis. 

I  need  not  weary  you  with  any  demonstration,  as  you  can  carry 
it  out  better  and  easier  of  yourself. 
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(1) 


or 


Employ  the  usual  notation  for  the  physical  constante:  W  the 
weight  in  g,  Wh  the  preponderance  in  g-cm,  ^1  and  G  in  g-cm^  the 
principal  moments  of  inerfcia,  equatorial  and  pohir^  at  the  fixed  point  0; 
also  l  the  length  of  the  equivalent  simple 
pendulum,  so  that  A  =  Whl\  and  let  w 
denote  the  mean  angular  Telocity  in  the 
small  conical  motion  and  T  seconds  the 
period,  when  as  shown  in  equation 

Whg^An', 
the    quantity  denoted   by  P   in  Klein- 
Sommerfeld. 

If  accurate  physical  measurement 
was  required,  we  could  determine  W 
and  Wh  by  a  spring  balance,  and  l 
by  swinging  a  plununet,  in  plane  or 
conical  osciUation. 

If  the  wheel  is  spun  with  rotation 
-B  so  that  ß'=  CR,  and  given  the  ap- 
propriate  projection,  the  desired  motion 
is  obtainedy  either  undulating,  cusped^ 
or  looped. 

Referring  now  to  the  diagram 

I.  The  component  angular  momen- 
tum  (G')  about  the  axis^  represented  by 
the  vector  0C\  is  constant  in  magnitude 
in  consequence  of  the  uniaxial  symmetry, 
but  varies  in  direction. 

IL  The  component  angular  mo- 
mentum  (G)  about  the  vertical  is  con- 
stant, because  the  axis  of  the  impressed 
couple  of  gravity  is  horizontal;  represent 
G  by  the  fixed  vector  OC. 

m.     Then    OK    is    the 

component  ammlar  momentum      

in   the   vertical   plane  COC'\  ,   V 

and  if  iC^  is  the  component 
perpendicular  to  this  plane, 


(2) 


,d» 


KH-'AYi,     C J:  =  ^  sin  «• 


dip 
'dt> 


OC'=G', 
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forming  three  rectangular  components  OC,  C  Ky  KH  of  the  resultant 
vector  OH. 
Since 

C'TT  sin  %^0C-  OC  cos  ^ 

(3)  A  sin« ^  ^^-  =  6?  —  6?'  cos  ^, 
a  fimdamental  equation;  and  we  notice  that 

ON  =^  ^-7.}     and  in  a  spherical  top  OM^  ^  Ti' 

IV.  The  vector  OH  o{  resultant  angular  momentum  thus  describes 
a  eurve  in  a  horizontal  plane  tlirough  C,  and  the  curve  is  a  Poinsot 
faerpolhode.  Here  is  the  essential  statement  of  Jacobi  on  the  top^ 
that  the  motion  is  compounded  of  two  Poinsot  movements^  the  second 
movement  corresponding  to  an  interchange  of  6?  and  G\  and  Euler 's 
angles  9  and  ^. 

V.  The  protection  P  on  a  horizontal  plane  of  any  point^  such 
as  C  fixed  in  the  axis,  describes  a  hodograph  of  the  curve  of  H. 

For  the  hodograph  of  H  is  traced  out  by  the  vector  of  the  im- 
pressed  couple  of  gravity,  and  this  vector  is 

(4)  Whg  sin  ^gO^  +  i^)*  =  iAn^  sin  ^cV»  =  ^^  (96®'), 

if  Q,  05  denote  the  polar  coordinates  of  H  in  a  horizontal  plane  with 
C  as  origin. 

This  theorem  of  the  hodograph  is  true  generally  for  any  un- 
symmetrical  top,  but  now  the  analytical  difficulty  is  to  discover  the 
curve  of  QC^']  so  far  a  few  isolated  special  cases  only  have  been  in- 
vented  by  Kowalevski,  Bobyleff,  Jukovsky,  Kolosoff,  and  other 
Russian  mathematicians.     But  in  the  symmetrical  top 

VI.  Q^*  is  the  vector  of  a  Poinsot  herpolhode,  and  this  fol- 
lows  immediately  from  the  relation 

OH*  —  2Ä  (kinetic  energy)  ==  constant, 
80  that 

(5)  OH*  =  2Ä  Whg  (F  -  cos  d-) 

where  i^  is  a  third  dynamical  constant,  G  and  G'  being  the  other  two. 
By  geometry 

(6)  OK*  =  ^^^  =  00^—200    OC coB^+  OC* 

^    ^  ™°  sin'-O"  Bin'-O"  ' 

and  the  elimination  of  -d*  between  (5)  and  (6)  gives  OK,  the  perpen- 
dicular  on  the  tangent  at  H,  in  terms  of  OH,  is  a  form  characte- 
ristic  of  a  Poinsot  herpolhode. 
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Again,  putting  4iAWhg  =^lc^y  OH  is  giyen  in  terms  of  OK  by 
(7)  ¥-2  ^^  =  cos  ^  ^ Q-j^, 

_  PC '  PC  —  yjPK^-  PC*)  y/(QA«—  PC'^ 
PK^ 

Vn.  We  See  now  that  the  stationary  values  of  OK  are  OC 
and  OC,  and  then  KC  ot  KC  ia  zero;  the  polhode  curve  is  tlien  a 
bit  of  a  geodesic  on  the  polhode  cone^  and  the  herpolhode  in  the 
plane  of  CK  or  CK  has  an  inflexion^  or  eise  the  tangent  passes 
through  C"  or  C,  and  the  herpolhode  has  loops. 

When  the  axis  of  the  top  describes  a  looped  figure,  a  stationary 
value  of  ^  corresponds  to  an  inflexion  on  the  herpolhode  of  2f;  the 
inyestigations  of  Hess  and  Desparre  show  that  the  roUing  quadric 
which  generates  the  herpolhode  must  be  the  momental  surface  of  a 
body  not  restricted  to  ordinary  matter  of  positive  density  throughoui 

Vm.    Since 

KH^^OH^-  OK' 

^  (dt)  -  2^  n*(^ -  CO«  ^) sl^«^ 

or 

(^^   ["dt    j  =  2n«(F-cos^)(l-coB«^J ^, ^ — , 

a  second  fundamental  equation  which  giyes  cos  0*  as  an  elliptic  func- 
tion  of  the  time;  and  this  with  equation  (3)  define  the  position  of  the 
axis  by  Euler's  angles  d'  and  ^. 

J  Q, 

IX.     With    steady    precessional    motion     j^  =*  0,    KH^O\    and 

Poinsot's  roUing  quadric  is   of  revolution,  describing  a  circular  her- 

PN 
polhode,  having  a  slight  undulation   with  apsidal  angle   7^5/^    when 

the  axis  of  the  top  makes  a  small  nutation;  and  there  are  "t  *  or?' 
nutations  for  one  revolution  of  the  wheel,  beating  time  with  a  pendu- 
lum  of  length  4       ^„,      l. 

In  populär  elementary  explanation  of  gyroscopic  action,  with  ra- 
pid rotation  about  the  axis  OC  and  small  deviating  couple,  as  in 
precession  as  treated  by  Poinsot  himself  (Connaissance  des  temps 
1858)  it  is  sufficient  to  take  OH  and  OC  as  practically  coincident, 
so  that  the  velocity  of  C  is  equal  to  the  impressed  couple. 

But  Poinsot's  rolling  quadric  in  top  motion  is  now  an  attenuated 
elongated  figure,  producing  a  herpolhode  of  circular  «ppearance  indeed, 
but  which  on  scrutiny  may  prove  to  be  crinkled  or  looped;  Klein  calls 
this  tremulous  motion  the  pseudo-regular  precession. 
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X.  Kirchhoff's  Kinetic  Analogue  of  the  top  with  a  bent  and 
twisied  wire  shown  in  this  model  amounts  to  saying  that  —  the  hodo- 
graph  of  a  point  moving  along  the  wire  with  constant  velocity  is  a 
spherical  curve,  such  as  described  by  a  point  on  the  aiis  of  a  sym- 
metrical  top,  or  by  a  ball  rolling  on  a  spherical  surface;  and  the  plan 
of  the  elastica  is  the  curve  of  H. 

In  the  analogue  with  a  top  spinning  upright  we  meet  the  con- 
dition  required  for  the  stability  of  the  shaft  of  a  screw  steamer. 

There  is  another  kinetic  analogue  if  we  ignore  grayity,  in  this 
revolving  chain;  we  may  call  it  Clebsch's  Analogue  (Grelle,  57)  but 
here  the  axial  distance  is  proportional  to  the  time,  and  not  the  arcual 
distance,  as  in  Eirchhoff's  elastica. 

XI.  The  analytical  question  is  reduced  now  to  the  discussion  of 
the  Poinsot  herpolhode,  and  this  we  know  can  be  expressed  by 

where  u  grows  uniformly  with  the  time,  and  we  must  put 
u  =  mt  +  K'i,    while    v^K  +  fK'i, 

where  m  and  f  are  real  numbers. 

Thus  when  qualified  by  a  certain  exponential  function  of  the  time, 
Qe^'  is  a  Lame  function  of  the  1**  order,  and  sin-d-e'^'  is  composed  of 
Lame  fonctions  of  the  1'*  and  2*  order,  reducing  to  one  of  the  2*  order 
only  in  the  case  of  the  Spherical  Pendulum,  as  shown  by  Hermite  in 
the  Comptes  rendus,  1877—82. 

If  we  are  concemed  with  the  motion  of  the  axis  only  of  the  top, 
defined  by  &  and  ^,  the  Solution  in  complete;  the  angle  ^  is  shown 
in  this  model  by  the  revolution  of  the  wire  on  the  bicycle  axle,  and 
^  is  the  inclination  of  the  stalk  to  the  vertical. 

XII.  But  the  third  Eulerian  angle  (p  introduces  the  second 
Poinsot  motion,  with  its  elliptic  parameter  v' ^  K  +  fK'i]  and  now 
Klein' 8  functions  a,  ß,  y,  d  give  a  symmetrical  and  complete  Solution, 
being  Lame  functions  of  the  1"*  order  with  parameter 

(10)  v,  =  ^{v  +  v')^K+^(f  +  nK'i, 

t?i  +  t;,  =-t?,  Pi—^i^v\ 

v^  and  v^  corresponding  to  the  pole  #- »  0  and  d  =  ^r,  the  highest  and 
lowest  Position  of  the  top. 

These  parameters  v  and  t?',  or  v^  and  t;,  with  the  modulus  k  will 
specify  the  motion  completely;  they  have  been  caUed  the  analytical 
constants  of  a  state  of  motion. 
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The  hodograph  relation 

(11)  Je^^^')  ^  *^**'  ®^^  ^^'"^  ^  ^^^^^ß 

is  now  Seen  to  be  the  dynamical  Interpretation  of  the  analytical  result 

in  Halphen's  Fonctions  elliptiques  I  p.  230: 

In  an  article  published  recently  in  the  American  Annais  of  Mathe- 
matics  I  have  tried  to  illustrate  the  subject  by  the  choice  of  simple 
cases  where  the  motion  becomes  algebraical  except  for  one  exponential 
fimction  of  the  time^  and  this  again  can  be  cancelled  by  the  choice 
of  a  disposable  constant.  To  effect  these  conditions  we  choose  an  el- 
liptic  Parameter  v  a  simple  aliquot  ft^^  part  of  a  period^  so  that  f  is 
a  simple  rational  fraction;  in  this  case  where  ^i;  is  congruenk  to  a 
half-period, 

is  a  rational  algebraical  function  of  the  elliptic  functions  of  u;  and 
the  herpolhode  vector  of  il  is  an  algebraical  function,  qualified  by  an 
exponential  function  of  the  time. 

It  is  Abel's  quotient  then  of  two  theta  functions,  ^u  and  ^  (u+v\ 
with  constant  phase  diiBference  v,  which  is  required  in  dynamical  appli- 
cations,  and  not  the  thetafanction  ^u  hj  itself. 

When  the  phase  diflference  t?  is  a  half-period  we  obtain  the  elliptic 
function-,  and  when  v  is  any  other  rational  fraction  of  a  period,  the 
quotient  becomes  an  algebraical  function  of  the  elliptic  functions  of  m;  a 
collection  of  the  simplest  results  wiU  be  found  in  the  Philosophical 
Transactions.     London  1904. 

I  will  be  so  bold  as  to  oifer  an  heretical  opinion  in  the  presence 
too  of  Dr.  Königsberger,  Krause,  Krazer,  and  other  authorities 
on  the  subject,  that  the  thetafunetion  by  itself  is  not  the  expression 
of  any  important  physical  law;  and  to  begin  elliptic  function  theory 
with  the  theta-function,  the  great  invention  of  Jacob i  or  rather  of 
Gauss  as  now  appears,  although  the  Order  which  commends  itself  to 
the  analyst,  is  deterrent  to  a  student  of  Natural  Philosophy. 

The  simple  case  of  bisection,  /*=»!,  will  serve  for  a  type;  the 
present  Company  wiU  prefer  to  carry  on  a  generalisation  unaided. 

Here  in  a  diagram  of  motion  which  has  been  made  algebraical, 
and  the  curve  of  H  is  shown  generated  by  rolling  motion  as  a  Poinsot 
herpolhode;  the  apparatus  is  rather  crude  by  comparison  with  that 
OonstruQted  by  Schilling  of  Halle. 
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The  second  Poinsot  movement  is  generated  by  the  same  polhode 
curve^  rolling  on  a  plane  at  a  new  distance,  and  now  we  can  see  ihe 
looped  fignre  associated  with  the  undulating  curve  of  H  in  the  first 
moTement. 

Darboux's  representation  of  the  top  motion  by  a  deformable  hyper- 
boloid  is  shown  in  this  apparatus;  the  motion  ig  specified  here  by 
what  may  be  called  the  geometrical  constants. 

YariouB  intermediate  states  of  the  deformation  are  shown  in  the 
plane  COC  by  the  diagrams  on  the  wall  drawn  by  Mr.  Hadcock, 
giying  the  geometrical  interpretation  ofDarboux's  relations  of  the  two 
associated  Poinsot  movements. 

The  mathematical  modeis  designed  by  Buka  and  Wiener  can  be 
constructed  I  hope  to  represent  this  special  case  in  a  more  durable 
manner. 

If  no  rotation  is  given  to  the  wheel,  the  axis  moyes  like  a  Sphe- 
rical  Pendulum. 

It  will  be  noticed  however  that  the  wheel  acquires  an  angular 
displacement  proportional  to  the  conical  angle  swept  out  by  the  axis^ 
revealed  by  the  gradual  revolution  of  the  chalkmark. 

The  jerky  motion  in  the  vertical  position  is  due  to  the  hyper- 
elliptic  influence  of  the  stalk,  which  we  have  ignored  in  our  elliptic 
function  treatment. 

As  the  axis  of  the  gyroscope  wheel  is  restricted  to  keep  below 
the  level  of  the  centre,  we  have  here  another  bicycle  wheel  which  we 
spin  by  band  in  a  small  cup,  to  imitate  the  motion  of  the  toy  spinning 
top,  or  the  Maxwell  top. 

By  loading  this  wheel  with  an  iron  bar,  we  convert  it  into  a 
simple  and  effective  pendulum  for  plane  oscillation,  and  it  can  be  made 
to  beat  time  with  a  pendulum  of  assigned  length  by  changing  the  in- 
clination  of  the  axis. 

In  this  way  we  construct  a  mechanical  iUustration  of  the  results 
of  Complex  Multiplication  given  by  our  President  Professor  Weber  in 
his  Elliptic  Functions. 

Thus  for  instance  holding  the  axis  horizontal  and  letting  the 
wheel  Swing  through  300^,  from  I  to  XI  o'clock,  the  period  is  the 
same  as  when  it  Swings  through  60®,  from  V  to  VII,  if  of  threefold 
length,  or  if  the  axis  is  held  at  an  angle  of  one  in  three  to  the  ver- 
tical, the  slope  of  the  face  of  a  regulär  tetrahedron. 

And  so  on  for  the  other  results  of  Complex  Multiplication. 

The  mention  of  practical  application  is  I  hope  repellent  no  longer 
to  a  mathematical  audience;  so  besides  the  artifioial  horizQii  of  SersQii 
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cited  already^  and  the  precession  of  the  equinox,  we  may  instance  the 
centrifagal  Separator,  Schlick* s  gyroscope  to  mitigate  the  rolling  of  a 
ship,  in  which  the  electric-light  dynamos  can  assist,  and  the  attempt 
made  to  control  the  swinging  cabin  of  the  Bessemer  ship. 

But  when  we  try  to  utilise  its  directive  power,  the  gyroscope 
behaves  like  the  Irish  pig  described  by  Perry,  who  could  not  be  per- 
suaded  to  go  to  Cork  unless  his  master  pretended  to  driye  the  pig 
home;  or  rather  as  the  crab  who  will  go  the  road  you  wish  by  pushing 
him  sideways;  and  so  too  the  gyroscope. 

The  gyroscope  will  not  exercise  his  directive  power  in  steering  a 
torpedo,  or  as  the  brain  of  Max  im 's  flying  machine  except  when  mo- 
ving  a  very  light  relay:  resembling  Maxwell's  intelligent  demon,  which 
by  the  expenditure  of  an  infinitesimal  amount  of  energy  in  moving  a 
trap  door  is  capable  of  upsetting  the  second  law  of  thermodynamics. 

I  will  conclude  with  another  qnotation  of  Maxwell  „To  those  who 
study  the  progress  of  exact  science,  the  common  spinning  top  is  a 
Symbol  of  the  labours  and  perplexities  of  men  who  had  threaded  suc- 
cessfully  the  mazes  of  planetary  motion.  The  mathematician  of  the 
last  (XVIII.)  Century,  searching  through  nature  for  problems  worthy 
of  his  analysis,  found  in  the  toy  of  youth  ample  occupation  for  the 
highest  mathematical  powers." 


La  Geometria  d'  oggidi  e  i  suoi  legami  coir  Analisi. 
Vortrags   gehalten  in  der  3.  allgemeinen  Sitzung  am   13.  August 


von 
C.  Seore  aus  Turin. 


Yoi  conoscete  il  Tolumetto  che  Y  Universita  di  Kolozsvar  ha  publi- 
cato  due  anni  sono,  pel  centenario  dalla  nascita  di  Gioyanni  Bolyai*) 
Ne  sono  parte  precipua  una  memoria  di  L.  Schlesinger  sulle  appli- 
cazioni  della  geometria  assoluta  alla  teoria  delle  funzioni  di  yariabile 
complessa,  ed  un'  altra  di  P.  Stäckel  sulla  meccanica  analitica  in  rela- 
zione  colle  yarieta  di  piü  dimensioni.**)  Cosi  alla  glorificazione  del 
grande  geometra  ungherese  prendeyano  parte  V  Analisi  e  la  Meccanica! 

A  me  parye  di  vedere  in  ciö  un  nuoyo  indizio  dei  sentimenti  fra- 
terni  che  yanno  sempre  piü  legando  fra  loro  i  yari  rami  della  Mate- 
matical 

Per  quel  che  riguarda  la  Meccanica,  non  occorre  che  io  dica  quanta 
parte  abbia  e  debba  ayere  in  essa  la  Geometria!  Solo  mi  permetterö 
di  ricordaryi,  a  proposito  della  Geometria  modema,  una  rappresen- 
tazione,  di  grande  importanza  suggestiya,  a  cui  ormai,  dopo  V  esempio 
dato  da  Hertz,  tntti  i  cultori  della  Meccanica  ricorrono  liberamente. 
Voglio  dire  la  rappresentazione  di  un  sistema  mobile  con  n  gradi  di 
liberta  per  mezzo  di  un  punto  dello   spazio  ad  n  o  a  2n  dimensioni. 

Indicando  la  forza  yiya  con  ^ ,  il  problema  del  moto  equiyale  a  quello 

geometrico  delle  geodetiche  di  uno  spazio  ad  n  dimensioni,  in  cui  ds 
sia  l'elemento  lineare! 

Quanto  ai  legami  che  stringono  la  Geometria  e  V  Analisi,  si  pu5 
dire  che  essi  deriyano  principalmente  da  ciö  che  in  molta  parte  gli 
oggetti  di  cui  esse  si  occupano  sono  gli  stessi,   almeno  in  un 


*)  Joannis  Bolyai  in  memoriam. 

**)   V.   ftnche   Stäckel,    Bericht   Aber   die   Mechanik   mehrfacher 
Mannigfaltigkeiten,  Jahieab.  d.  Deutschen  Math.-Verein.  12,  1903,  p.  469. 
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senso  astratto!  Dicendo  cosi^  io  non  alludo  soltanto  a  quei  campi  che 
tutti  riconoscono  esser  comuni  alle  dae  scienze:  come^  ad  esempio,  la 
teoria  dei  gruppi  e  queUa  degli  aggregaii  (ensembles,  Mengen).  Io 
penso  ad  un'  identita  molto  piü  larga^  clie  solo  e  nascosta  in  parte 
daUa  differenza  dei  nomi.  Cosi  quello  che  Y  analista  chiama  una  fuu- 
zione  y=^f{x),  il  geometra  considera  come  curva  y=^f(x),  o  come 
corrispondenza  fra  il  punto  o;  e  il  punto  y.  Cio  che  T  analista  chiama 
equazione  differenziale  sara  pel  geometra  una  certa  yarietä  di 
elementi  nel  senso  di  Sophus  Lie.  E  i  gruppi  di  trasformazioni 
linear!  usati  nello  studio  delle funzioni  automorfe  da  Poincare  e  Klein^ 
e  poi  dai  loro  successori,  si  posson  considerare  come  particolari  gruppi 
di  movimenti  non-euclidei.  Persino  il  concetto  primitivo  di  punto 
si  puo  riguardare  come  comune  alla  Geometria  ed  all'  Analisi:  poiche 
in  molta  parte  deUa  Geometria  d'  oggidi  i  punti  si  posson  concepire 
in  modo  puramente  numerico,  come  si  fa,  ad  esempio^  nella  teoria  degli 
aggregati  o  in  quella  delle  funzioni! 

La  differenza  fra  Geometria  ed  Analisi  consiste  inTece,  talyolta  nei 
problemi  che  esse  pongono,  piü  spesso  nei  metodi  con  cui  esse  li 
trattano.  Ed  h  appunto  collo  scambiarsi  fra  loro  i  problemi^  e  col 
prestarsi  reciprocamente  Y  ajuto  dei  rispettivi  metodi,  che  le  due  scienze 
sorelle  rendono  Y  una  air  altra  servizi  immensi! 

L'  identita  che  ho  accennato  fra  gli  oggetti  della  Geometria  modema 
e  quelli  dell'  Analisi  si  collega  ad  un  carattere  spiccatissimo  che  la 
Geometria  e  andata  acquistando  sempre  piü.  Questo  carattere,  da  cui 
son  derivati  i  maggiori  progressi  di  quella  scienza,  e  la  grande  gene- 
ralitä  ed  astrazione  nei  concetti  e  nelle  proposizioni. 

A  prova  di  ciö  non  occorre  che  io  ricordi  Testensione  che  s'  e  fatta 
coir  aggiungere  agli  elementi  geometrici  reali  quelli  imi^inari,  ne  Y  altra 
che  accanto  alle  linee  e  superficie  pose  i  sistemi  comunque  infiniti  di 
linee  o  superficie,  i  connessi,  e  cosi  yia.  E  nemmeno  occorre  che  io 
yi  parli  deUa  geometria  degli  spazi  a  piü  dimensioni,  nella  quäle  tanto 
si  e  layorato  nell'  ultimo  yentennio,  e  che  tanto  ha  contribuito  ad 
ampliare  il  campo  d'  azione  dei  matematici!  Ma  scendendo  inyece  dalle 
yette  della  scienza  alle  sue  basi,  noi  yediamo  che  appunto  la  detta  astra- 
zione si  troya  nei  piü  recenti  layori  sui  fondamenti  della  geome- 
tria di  Peano,  Yeronese,  Pieri,  come  in  quelli  di  Hilbert  e  della 
sna  scuola.  In  fatti  essi  syolgono  la  geometria  in  modo  esclusiyamente 
deduttiyo,  senz'  alcun  ricorso  all'  intuizione  spaziale  (räumliche  An-^ 
schauung):  cosicchfe  le  parole  punto,  retta,  moyimento,  ecc.  non 
esigono  piü  Y  interpretazione  consueta,  ma  possono  riceyeme  parecchie, 
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diverse  fra  loro^  di  qualsiasi  natura^  per  esempio  puramente  aritmetiche^ 
purch^  soddisfacciano  al  sistema  di  postulati  o  definizioni  che  furon 
poste.  In  questo  modo,  accanto  alle  dne  geometrie  non-euclidee  di 
qualche  tempo  addietro,  son  divenute  possibili  in  questi  ultimi  anni 
tutta  una  serie  numerosa  di  nuoye  geometrie! 

Questa  moltiplicita  d'  interpretazioni  per  gli  elementi  geometrici, 
che  incontriamo  tanto  nel  modemo  indirizzo  di  studio  dei  fondamenti, 
quanto  in  un  modo  ben  noto  di  concepire  gli  spazi  a  piü  dimensioni, 
presenta  grande  utilita.  Grazie  ad  essa  ogni  risultato  si  traduce  in 
infiniti  nuoyi  risultati,  immediatamente!  Qualcosa  di  simile  si  ha  nella 
meccanica  modema,  quando  si  parla  di  problemi  dinamici  eqniyalenti, 
sebbene  si  riferiscano  a  sistemi  molto  diyersi. 

AIcuni  hanno  obiettato,  anche  ultimamente'*'),  che/ quando  gli  enti 
geometrici  vengono  concepiti  in  modo  cosi  astratto,  oppure  quando 
vengon  trattati  solo  con  metodo  logico-deduttiyo,  senza  ricorrere  alle 
figure,  alla  intuizione  spaziale,  non  si  fa  piü  yera  geometrial 
Possiamo  dire,  o  Signori,  che  questa  e  solo  una  quistione  di  parole! 
Ma  si  puö  anche  dire  che  Fampliarsi  della  Geometria  ha  fatto  passare 
r  intuizione  spaziale,  che  una  volta  era  per  essa  un  elemento  indi- 
spensabile,  in  seconda  linea.  Chi  mai  pu5  concepire  nella  sua  mente 
un  connessO;  oppure  lo  spazio  di  punti  imaginari  che  Stau  dt  ha 
studiato  siuteticamente?  Cosi  V  intuizione  spaziale  ha  cessato  di  essere 
necessaria.  £  cid  inyece  che  caratterizza  la  Geometria  d'  oggidi  h, 
come  gia  accennayo,  la  forma  dei  suoi  problemi  o  dei  suoi  ragiona- 
menti!**) 

E  a  proposito  dei  metodi  geometrici,  permettetemi  che  io  yi  dica 
anche  il  mio  pensiero  intomo  ad  un'  accusa  che  a  loro  yien  fatta  tal- 
yolta:  cioh  di  poco  rigor e.  Gia  nel  congresso  intemazionale  di 
Paiigi  Uilbert  ayeva  protestato  energicamente  contro  V  opinione  che 
solo  r  Analisi,  e  non  la  Geometria,  sia  suscettibile  di  una  trattazione 
pienamente  rigorosa.***)    E  in  fatti:  perchfe  non  doyebbero  esser  rigo- 

*)  V.  ad  esempio  E.  B.  Wilson,  The  so-called  Foundations  of  Geo- 
metry,  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  6,  1903,  p.  104.  —  Del  resto  questo  articolo 
ha  pienamente  ragione,  quando  raccomanda  di  gnardarsi  dalle  esagerazioni,  dalle 
manie. 

**)  Cfr.  anche  il  mio  artic^  Su  alcuni  indirizzi  nelle  investigazioni 
geometriche,  Rivista  di  mat.  I,  1891;  ristampato  ora  in  inglese  nel  Bull.  Amer. 
Math.  Society  (2)  10,  1904.  —  Veggasi  pure  E.  Study,  Geometrie  der  Dynamen, 
Leipzig  1903,  oye,  a  pag.  271,  sono  esposte  delle  idee  che  si  accordano  piena- 
mente coUe  mie. 

•♦♦)  D.  Hilbert,  Mathematische  Probleme,  Göttinger  Nachr.  1900. 
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rosi  quei  ragionamenti  geometrici  i  quali  fossero  svolti  a  fil  di  logica? 
II  dnbbio  potrebbe  aversi  solo  per  quegli  altri  casi  in  cui  insieme  al 
n^ipionameiito  puro  si  adopera  ancbe  la  intuizione  geometrica:  per 
esempio  nelle  ricercbe  piü  comuni  di  Analysis  situs  o  topologia. 
Ma,  come  ho  detto  prima^  questo  accade  solo  in  nna  piccola  parte 
della  Geometria  modemal  E  fra  parentesi  ricorderö  che^  secondo  rile- 
▼ava  ultimamente  Osgood''')^  ancbe  nella  odiema  teoria  delle  funzioni 
di  una  variabile  complessa  yi  sono  dei  teoremi^  la  cui  dimostrazione 
non  'h  stata  finora  liberata  dall'  nso  della  intuizione  geometrica!  D'  altra 
parte  bisogna  pur  awei-tire  cbe  giä  s'e  cominciato  a  mettere  sotto  forma 
matematicamente  esatta  alcuni  concetti  e  proposizioni  deir  Analjsis 
situs:  ad  esempio  in  recenti  lavori  di  Schoenflies^  Osgood  ed  altri. 

In  generale  si  puo  dire  che  i  geometri  aspirano  oggidi  al  rigore 
quanto  gli  analisti!  £  vero  che  gli  strumenti  di  cui  essi  si  servono 
talyolta  non  furon  creati  perfetti:  come  perfetti  non  erano  i  procedi- 
menti  usati  dagli  analisti  un  secolo  fal  Ma  si  deve  teuer  pi-esente  che 
alla  Geometria^  forse  piü  che  all'  Analisi^  occorre  lasciar  libera  anzi- 
tutto  la  fantasia  che  guida  alla  scoperta:  mentre  h  opera  posteriore  lo 
stabilire  il  tutto  in  modo  rigorose!  Ed  i  geometri  mirano  a  perfezio- 
nare  i  loro  metodi^  ricorrendo  volontieri  aU'  esempio  ed  all'  ajuto  dell' 
Analisi.  Cosi  dalle  ricercbe  analiticbe  di  Puiseux  si  h  dedotto  il  con- 
cetto  geometrico  esatto  di  ramo  o  ciclo  di  curva  algebrica.  Grazie 
ad  esso  Cayley,  Smith^  Halphen^  Noetber,  Zeutben^  ecc.  hau 
potuto  dare  una  teoria  pienamente  rigorosa  delle  singolarita  superiori 
delle  curve  piane;  il  teorema  sul  numero  deUe  intersezioni  di  tali  curve 
ha  acquistatOy  col  fissare  la  moltiplicita  di  ogni  intersezione^  un  signi- 
iicato  geometrico  pienamente  soddisfacente.  Con  ciö  h  stata  ayyiata  la 
trattazione  rigorosa  delle  questioni  relatiye  alla  moltiplicita  delle 
soluzioni  dei  problemi  geometrici.  Ma  una  tale  trattazione  sara  com- 
piuta  solo  quando  saran  compiute  le  ricercbe  analoghe  per  le  inter- 
sezioni delle  yarieta  algebriche  a  piü  dimensioni. 

La  stessa  cosa  accadra  per  tutti  i  metodi  deUa  Geometria  nume- 
rativa^  poiche  in  sostanza  tutti  si  riducono  a  problemi  d' intersezioni 
di  yarieta  algebriche!  Cosi  le  critiche  mosse  ancbe  ultimamente**) 
a  quello  che  Schubert  ha  chiamato  Princip   yon  der  Erhaltung 


*)  W.  F.  Osgood,  On  a  Gap  in  the  ordinary  Presentation  of  Weier- 
strass*  Theory  of  FunctionB,  Bnll.  Amer.  Math.  Soc.  (2)  10,  1904,  p.  294. 

**)  y.  la  nota  a  pag.  378  della  citata  Geometrie  der  Dynamen  dello 
Study;  e  G.  Kohu,  Über  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl, 
Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  4,  1903,  p.  312. 
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derAnzahl  potranno  essere  eliminate.*)  Un  mio  discepolo^  il  Giam- 
belli,  da  me  spinto  a  studiar  la  questione,  mi  disse  di  esser  riuBcito 
a  fissare  delle  grandi  dassi  di  problemi  per  le  quali  Tale  quel  prin- 
cipio  di  Schubert,  ed  altre  per  cui  esso  ya  modificato  ia  un  modo 
ben  determinato.  In  base  a  queste  ricerche  tutti  i  nmnerosi  risultati 
ottenuti  dallo  Schubert  e  da  altri,  anche  in  questi  ultimi  anni,  per 
mezzo  di  quel  principio,  sarebbero  pienamente  giustificati!  Noterö  di 
passaggio  che  fra  i  recenti  risultati  di  geometria  numerativa  ye  ne 
Bono  di  molto  importanti  relatiyi  agl'  iperspazi.  Essi  son  doyuti  prin- 
cipalmente  allo  stesso  Schubert  ed  a  yari  geometri  italiani,  a  partire 
dal  Gasielnuoyo  fino  al  Oiambelli.  E  si  riferiscono:  gli  uni  al 
numero  degli  spazi  che  verificano  date  condizioni,  in  particolare  quella 
di  Becare  in  dati  modi  piü  spazi  dati,  od  anche  una  curya  o  yarietä 
data;  gli  altri  inyece  a  numeri  di  quadriche  o  di  reciprocitä,  e  cosi  yia. 
Fra  questi  risultati  ye  ne  sono  che  hanno  uno  speciale  interesse 
per  r  Algebra.  E  molti  problemi  difficilissimi  deir  Algebra  relatiyi 
alla  determinazione  di  numeri  posson  risolyersi  facilmente  coUa  Oeo- 
metria  numeratiya!  D'  altra  parte,  come  giä  accennai,  questa  deye 
ricorrere  alF  Algebra  per  la  dimostrazione  dei  suoi  principi,  per  la 
trattazione  rigorosa  delle  yarietä  algebriche  e  delle  loro  intersezioni. 
Una  tale  trattazione  s'  e  giä  cominciato  a  fare  seguendo  i  concetti  di 
Kronecker  ed  altri.  Cosi  Hubert  in  un  layoro  fondamentale^  ha 
troyato  la  forma  di  quella  che  egli  ha  chiamato  funzione  caratte- 
ristica  di  un  mödulo,  e  che  da  la  postulazione  di  una  yarietä 
algebrica  qualunque  per  forme  di  un  ordine  abbastanta  eleyato.  E  dopo 
di  Hilbert  altri  han  tentato  di  risolyera  piü  completamente  il  pro- 
blema  della  postulazione  in  certi  determinati  casi;  oppure,  come  nelle 
numerose  ricerche  sul  teorema  di  Noether  Af-\-  B(p,  si  sono  occupati 
della  rappresentazione  di  una  yarietä  algebrica  come  costituente  un 
modulo.  Ma  il  campo  amplissimo  h  tuttora  aperto,  e  degno  di  pro- 
fonde  ricerche! 

Signori,  yi  e  una  moda  in  Geometria  come  doyunque!  Ma  la 
moda  di  cui  ora  io  yoglio  parlaryi  rappresenta  un  grande  progresso! 
Prima  yi  ayeyo  detto  dell'  astrazione  che  ha  acquistato  la  Geometria 
colla  grande  estensione  data  al  sistema  degli  enti  da  studiare.    Orbene 

*)  it  notevole  che  nel  Lehrbach  der  Algebra  di  H.  Weber  (I.  Bd., 
1.  Aufl.,  1896,  p.  163)  si  ricorre  appunto  a  quel  principio,  per  dimostrare  il  teo- 
rema di  B^zout  nel  caso  di  8  o  piü  equazioni  con  altrettante  incognite. 

^  Über  die  Theorie  der  algebraischen  Formen,  Math.  Annalen  36, 
1890,  p.  478. 

yerh.  d.  III.  Internat.  Matbem.-Kongr.  Heidelberg  ;904.  8 
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r  astrazione  s'  e  compiuta  anche  in  un  altro  modo :  cio^  coli'  amplia- 
mento  del  gruppo  di  trasformazioni,  che^  nel  senso  di  Kleini,  si 
pone  a  base  dello  studio.  Una  yolta  il  gruppo  di  trasfonnazioiii,  che 
si  sottintendeTa  come  fondamentale^  era  quello  della  öeometria  elemen- 
tare. Poi^  dopo  Poncelet,  i  geometri  s'  erano  abituati  al  punto  di 
vista  projettivo,  e  questo  era  ordinariamente  sottinteso.  Ai  nostri  giomi 
inyece  si  iende  a  preferire  un  gruppo  fondamentale  ancora  piü  ampio: 
il  gruppo  delle  trasformazioni  birazionalil 

Con  ciö  non  iutendo  certo  dire  che  siano  scarsi  attualmente  i  la- 
yori  neir  iudirizzo  projettivo!  Cosi  poc*  anzi  alludeyo  a  ricerche  pro- 
jettiye  essenziali  suUe  yarieta  algebriche  a  piü  dimensioni.  Inoltre  si 
sa  bene  che  le  proposizioni  d'indirizzo  birazionale  si  mutano,  con  un 
semplice  artifizio,  in  proposizioni  projettive.  E  nemmeno  mancano  la- 
yori  d'  indole  metrica^  come  tutti  sanno!  £  certo  perö  che  sono  state 
rare  in  questi  ultimi  tempi  le  ricerche  un  po'  generali^  nelP  indirizzo 
projettiyo,  sulle  curye  piane  o  superficie  algebriche^  sui  complessi  di 
rette^  ecc.^  le  quali  fioriyano  iuyece  anni  sono.  Cio  e  forse  doyuto  in 
parte  alla  complicazione  che  s'  incontrerebbe  nel  proseguirle.  In  pari 
tempo  h  andata  un  po'  giü  di  moda  la  corrispondente  teoria  analitica^ 
cioe  la  teoria  degP  inyarianti  delle  forme  algebriche;  sebbene  essa  sia 
stat%  per  cosi  dire,  rinfrescata  da  nuoyi  metodi  e  posta  in  nuoya  luce 
dalla  teoria  dei  gruppi  di  Sophus  Lie.  Inyece  V  indirizzo  che  Rie- 
mann  ha  tracciato  per  lo  studio  delle  funzioni  algebriche  di  una  yaria- 
bile  e  dei  loro  Lntegrali,  cioe  quello  riyolto  alle  proprieta  che  non 
mutano  per  trasformazioni  birazionali  delle  yariabili,  puö  dirsi  il  trion- 
fatore  nelle  ricerche  algebrico-geometriche  d'  oggidi! 

A  ciö  contribui  moltissimo  la  teoria  generale  delle  trasformazioni 
birazionali  del  piano  e  dello  spazio:  merito  speciale  del  Cremona,  di 
cui  noi  tutti  da  un  anno  rimpiangiamo  la  perdital  Da  essa  in  fatti 
deriyö  il  concetto  di  proprieta  inyariabili  per^  trasformazioni  Cremo- 
niane:  applicato  ad  esempio  dal  Bertini  alle  inyoluzioni  del  piano. 

Ma  un'  influenza  anche  maggiore  sul  trionfo  odierno  delle  pro- 
prieta degli  enti  algebrici,  che  non  mutano  per  trasformazioni  birazio- 
nali degli  enti  stessi,  ebbe  la  Memoria  del  1873  di  Brill  e  Noether: 
Über  die  algebraischen  Funktionen  und  ihre  Anwendung  in 
der  Geometrie.*)  Essa  non  ha  solo  contribuito  —  come  giä  prima 
Clebsch  e  Gordan  —  a  f ar  conoscere  quell'  indirizzo  di  Riemann. 
Col  sostituire  alle  funzioni  algebriche  le  serie  lineari  di  gruppi  di 
punti  sopra  una  curya  algebrica,  essa  ha  anche  dato   ai  teoremi  noti 


♦)  Math.  Ann.  7,  p.  269. 
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e  ad  altriy  nnovi  e  fondamentali,  una  tal  forma  geometrica  da  prestarsi 
immediatamente  alle  applicazioni.  L'  inflaenza  di  quella  Memoria  Bulla 
Geometria  attuale  h  stata  immensa!  Ne  deriyarono  direttamente  le 
ricerche  moderne  suUe  curve  algebriche  sghembe  ed  iperspaziali,  quelle 
sui  sistemi  lineari  di  curve  piane^  ed  altre  ancora.  Tutta  una  scuola 
di  geometri  italiani  riconosce  nella  Memoria  di  Brill  e  Noether  il 
suo  puntd  di  partenzal 

Piü  fecondi  ancora  diyennero  quei  concetti^  quando^  per  opera 
appunto  di  questa  scuola^  essi  acquistarono  un  carattere  piü  astratto  e 
piü  generale,  venendo  riferiti  a  curve  iperspaziali,  e  specialmente  intro- 
ducendosi  metodicamente  Y  importante  nozione  di  somma  di  due  serie 
lineari  (corrispondente  a  quella  di  prodotto  nel  campo  di  razionalita 
definito  da  un  irrazionale  algebrico).  Gon  questi  strumenti  Gastel- 
nuoTO  ha  ottenuto  nuovi  risultati  notevoliBsimi  sulle  curve  algebriche, 
per  esempio  riguardo  alla  questione  che  ho  giä  citata  della  postu- 
lazione.  Piü  notevole  ancora  h  il  modo  come  quella  teoria  ha  potuto 
applicarsi,  od  estendersi  per  analogia,  nella  geometria  deUe  superficiel 

Mentre  in  Francia  il  Picard  studiava  le  superficie  algebriche  per 
via  trascendente,  svolgeva  cio^  la  teoria  degU  integrali  doppi  e  degl' 
integral!  di  differenziaU  total!  delle  Ainzion!  algebriche  di  due  variabili, 
e  r  Humbert  s!  occupava  con  successo  delle  cosi  dette  superficie 
iperellitiche,  in  Italia^  dal  1893  in  poi,  Enriques  e  Gastelnuovo 
presero  a  costruire  geometricamente  la  teoria  de!  sistemi  lineari  di 
curve  sopra  una  superficie  algebrica.  Essi  applicarono  i  concetti  deUa 
geometria  sopra  una  curva  ed  i  concetti  analoghi  relativ!  ad  una  super- 
ficies per  esempio  quell!  d!  somma  e  difierenza  di  due  sistemi  lineari, 
da  cu!  po!  s!  passa  a  quello  di  sistema  aggiunto  di  un  sistema  dato; 
e  neUo  stesso  tempo  s!  valsero,  approfondendole  ulteriormente^  delle 
important!  proposizioni  che  giä  il  Noether  aveva  ottenuto  in  questo 
campo.  Gosi  riuscirono  a  stabilire  una  lunga  serie  d!  nuov!  risultati 
yeramente  brillant!.  Giterö^  solo  come  esempi,  la  dimostrazione  della 
razionalita  di  tutte  le  involuzion!  piane;  lo  studio  di  nuov!  caratter!  di 
una  superficie,  invariabil!  per  trasformazion!  birazionali;  le  condizion! 
perchfe  una  superficie  sia  razionale,  oppure  sia  riferibile  ad  una  rigata; 
la  possibilita  di  eliminare  da  una  superficie  le  cosi  dette  curve  ecce- 
zionali^  se  la  superficie  non  h  riferibile  ad  una  rigata.*)  Nel  trattato 
in  cu!  il  Picard,  coadiuvato  dal  Simart,  va  esponendo  la  Theorie 

*)  Y.  Cftstelnaovo-Enriqnes:  Sopra  alcune  qnestioni  fondamen- 
tali  nella  teoria  delle  superficie  algebriche,  Annali  di  matematica  (3)  6, 
1901,  pag.  165.    Ivi  8on  citati  anche  i  lavori  precedenti. 

8* 
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des  fonctions  algebriques  de  deut  yariables  independanteB*)^ 
accanto  alle  sue  proprie  ricerche  analitiche  egli  ha  pur  fatto  posto  ad 
una  parte  di  quelle  geometriche  di  CastelnuoTo  ed  Enriques. 

Jia  geometria  sopra  una  superficie  si  applica  —  non  occorre  dirlo  — 
a  varieta  algebriche  doppiamente  infinite  qualunque.  Cosi  il  Fano  se 
n'  e  seryito  nello  studio  delle  congruenze  di  rette.  Ed  altri  gio- 
yani  si  sono  ora  messi  a  coltivarla,  tra  cui  De  Franchis  e  Severi. 
Fra  le  tante  questioni  a  cui  tendono  le  ricerche  attuali  citero  la  se- 
guente^  di  grande  importanza:  h  possibile  fissare  sopra  una  data  super- 
ficie algebrica  un  numero  finito  di  sistemi  continui  di  curve,  si  che 
ogni  altra  curva  algebrica  possa  dedursi  da  quelle  coUe  operazioni 
di  addizione  e  sottrazione?  Finora  essa  era  stata  risolta  affermativa- 
mente  solo  per  certe  dassi  di  superficie.**)  II  Severi  ritiene  di  posse- 
deme  la  soluzione  per  qualunque  superficie,  ma  ancora  non  T  ha  publi- 
cata.  Teoremi  siffatti  hanno  un'  alta  importanza  si  geometrica  che 
algebrica.  Essi  permettono  di  definire  per  le  curve  giacenti  su  una 
data  superficie  certi  caratteri,  grazie  a  cui  molte  proprieta  delle  curve 
stesse,  per  esempio  il  numero  delle  loro  mutue  intersezioni,  risultino 
determinate. 

Alla  geometria  delle  trasformazioni  birazionali  appartiene  anche  lo 
studio  deUe  corrispondenze  algebriche  su  una  data  varieta.  Yoi  sapete, 
0  Signori,  che  Hurwitz,  per  mezzo  degl'  integrali  Abeliani  e  deUe 
funzioni  S,  h  riuscito  a  trattare  in  modo  completo  le  corrispondenze 
algebriche  fra  i  punti  di  una  data  curva  algebrica:  in  particolare  le 
corrispondenze  birazionali.  Quanto  alle  corrispondenze  sulle  superficie 
algebriche,  si  hanno  solo  pochi  risultati  speciali,  di  Picard,  Gastel- 
nuovo-Enriques  e  Painleve,  intomo  alle  superficie  che  ammettono 
una  Serie  continua  di  trasformazioni  birazionali. 

Invece  per  quel  che  riguarda  i  gruppi  di  trasformazioni  bira- 
zionali del  piano,  essi  sono  stati  determinati  completamente:  quelli 
d'  ordine  finito  da  Kantor  e  Wiman,  quelli  continui  da  Enriques. 
Enriques  e  Fano  hanno  poi  determinato  anche  i  gruppi  continui 
birazionali  dello  spazio.  In  queste  ricerche  i  metodi  geometrici  hanno 
servito  ben  piü  che  quelli  analitici.  Del  resto  tutti  sanno  quanto  il 
grande  Creatore  della  teoria  dei  gruppi  continui,  Sophus  Lie,  si  sia 
valso  dei  metodi  geometrici  nella  sua  costruzione;  e  come,  ad  esempio. 


•)  Paris,  t.  I,  1897;  t.  II,  1900,  1904. 

*^  Cofli  il  Picard  (Th^rie  t.  II,  pag.  246—47)  ha  un  teorema  analitico, 
che  risolve  la  questione  per  quelle  superficie  i  cui  integrali  di  differenziali  totali 
si  ridueono  a  combinazioni  algebrico-logaritmicbe. 
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il  problema  della  struttura  dei  gruppi  continui  finiti  si  riduca  a  stu- 
diare  la  intersezione  di  certe  Tarieta  lineari  e  qnadratiche! 

La  teoria  dei  gruppi,  sia  qnella  di  Galois,  sia  quella  di  Lie^ 
si  presenta  spesso  nelle  ricerche  geometriche  dei  nostri  tempi.  E  vi 
sono  sicuri  indizi  che  la  sua  influenza  solla  Oeometria  e  destinata 
a  crescere! 

Le  varieta  di  enii  che  si  considerano  ordinariamente  ii\  Geometria 
sono  analitiche,  od  in  particolare  algebriche:  definibili  cioe  con 
legami  analitici  od  algebrici  fra  le  coordinate  eomplesse  dei  loro  ele- 
menti.  Ma,  seguendo  la  tendenza  ad  ampliare  il  campo  geometrico,  si 
possono  anche  studiare  delle  varieta  piü  generali:  ottenute  cioe  con- 
siderando  staccatamente,  come  variabili  indipendenti,  le  due  componenti 
reali  di  ogni  coordinata  complessa;  e  ponendo  dei  legami  fra  le  varie 
coppie  di  componenti  reali.  Se  questi  legami  sono  algebrici,  si  hanno 
le  cosl  dette  varieta  iperalgebriche,  intomo  a  cui  io  ho  publicato 
▼erso  il  1890  alcnne  ricerche.*)  Fra  esse  vi  sono  le  imagini  geome- 
triche di  quelle  forme  quadratiche  di  Hermite  a  variabili  eomplesse 
coniugate,  che  si  son  presentate  tanto  spesso  in  questi  anni,  coUegan- 
dosi  ai  gruppi  di  sostituzioni  lineari  ed  alle  funzioni  automorfe.  Cosi 
le  forme  di  Hermite  nel  campo  quatemario  rappresentano  delle  corri- 
spondenze  fra  punti  e  piani  molto  analoghe  alla  polarita  rispetto  ad 
una  quadrica.  Gonsiderandole  sotto  questo  aspetto  geometrico,  varie 
questioni  su  quelle  forme,  per  esempio  suUe  loro  espressioni  canoniche, 
sulle  loro  trasformazioni  lineari  in  s^  stesse,  ecc,  riescono  notevolmente 
semplificate. 

Fra  le  varieta  iperalgebriche  si  trovan  pure  quelle  composte  dei 
punti  reali  di  una  varieta  algebrica.  Cosi  dalla  geometria  degli  enti 
complessi  passiamo  a  quella  degli  enti  reali! 

Le  funzioni  di  variabili  eomplesse  han  fatto  trascurare  per  qualche 
tempo  le  funzioni  di  variabili  reali,  sebbene  queste  sian  piü  irapor- 
tanti  di  quelle!  Ora,  o  Signori,  lo  stesso  fatto  e  accaduto  in  Geome- 
tria! Sono  pochi  gli  scienziati  che  si  occupano  deUe  questioni  di 
realita,  o  forma,  o  topologia;  quantunque  esse  costituiscano  un  campo 
COSI  degno  di  essere  coltivato! 

Quanto  all'  Analysis  situs,  dopo  i  noti  lavori  di  W.  Dyck  e 
queUi  dei  Picard,  si  sono  avute,  anche  ultimamente,  parecchie  ricerche 
originali  dei  Poincar^  su  problemi  molto  generali. 

Intomo  alla  forma  delle  superficie  algebriche  non  si  e  piü  avuto 

*)  Atti  Accad.  Torino  t*  25  e  26,  quattro  Note;  e  Math.  Ann.  40. 
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nuUa  di  essenziale  dopo  ciö  che  ha  fatto  il  Bohn  per  le  saperficie 
del  4^  ordine.  Invece  Bulla  forma  delle  curve  algebriche  Hubert*) 
ha  risolto  alcune  questioni:  per  esempio  sai  rami  pari  di  curve  plane 
che  possono  stare  T  uno  dentro  Y  eltro,  e  suUe  curve  sghembe  di  data 
ordine  col  massimo  numero  di  rami.  Klein**)  ha  studiato  le  que- 
stioni di  realita  per  le  forme  di  contatto  (Berührungs formen)  della 
curva  canonica  reale  di  genere  dato  (Normalkurve  der  qp),  in  base 
alla  distinzione  da  lui  fatta  delle  superficie  simmetriche  di  Riemann 
in  specie.    E  qualche  altra  ricerca  e  stata  fatta  da  F.  Meyer  ed  altri. 

Alcuni  Bcienziati,  come  H.  Brunn  e  piü  ancora  A.  Kneser***)^ 
han  tentato  di  studiare  la  forma  delle  curye  real!  senza  porre  la  con- 
dizione  dell'  algebricita^  solo  ammettendo  qualche  condizione  di  conti- 
nuita.  I  risultati  piü  notevoli  in  questa  direzione  furon  ottenuti  nel 
1899  da  G.  Juelf);  specialmente  profittando  del  fatto  che  in  determi- 
nati  casi  una  corrispondenza  reale  d'  indici  p,  q  ha  sempre  p  +  q  coin- 
cidenze  reali. 

Infine  anche  nella  trattazione  delle  curye  definite  da  equazioni 
differenziali  si  h  discussa  la  forma  delle  curye.  Citerö  fra  i  modemi^ 
oltre  alle  note  ricerche  di  Poincare  e  Picard,  ed  a  quelle  speciali 
di  Hadamard  relative  alle  trajettorie  ed  alle  geodetiche  di  una  data 
superficie,  una  tesi  del  1903  di  H.  Dulacff)  E  notevole  che,  per  aver 
la  forma  delle  curve  integral!  di  un'  equazione  differenziale  di  1®  ordine 
in  prossimita  di  un  punto  singolare,  si  puö  ricorrere  ad  un  procedi- 
mente  del  tutto  analogo  a  quello  che  si  usa  pei  rami  reali  di  una 
curva  algebrica  uscenti  da  un  punto  singolare. 

Dalla  geometria  complessa  ero  passato  a  quella  reale.  Ma  debbo 
pure  awertire  che  V  astrazione,  che  ripetutamente  ho  messo  in  evi- 
denza  come  un  carattere  della  Geometria  modema,  ha  avuto  anche 
r  effetto  di  moltiplicare,  per  cosi  dire,  le  geometrie  complesse. 

Da  un  lato  si  puö  avere  V  opportunita  di  considerare  certi  enti 
geometrici  come  punti  di  nuova  natura,  aventi  per  coordinate  numeri 
complessi   di  specie   superiore.     Gosi   nello   studio   delle   varieta   iper- 


*)  Ober  die  reellen  Züge  algebraischer  Curven,  Math.  Ann.  38, 
1891,  p.  116. 

**)  Über  Realitätsverhältnisse  bei  der  Normalcurve  der  9,  Math. 
Ann.  42,  1898,  p.  1. 

•••)  Math.  Ann.  81,  84,  41. 
t)  Introduction  ä  V  dtude  des   courbes  graphiques,   Mäm.  Acad. 
Danemark,  Ejobenhavn  1899. 

tt)   Becherches  sur  les  points  singuliers  des   ^quations   diffd- 
rentielles,  Paris  1903. 
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algebriche^  fin  nei  problemi  piü  semplici  che  nascono  dalla  considera- 
zione  dei  rami  reali  di  una  curva  algebrica,  si  son  presentati  sponta- 
neamente  dei  punti  bicomplessi.*) 

•  D\  altra  parte,  come  strumenti  di  ricerca,  si  sa  bene,  fin  dai  lavori 
di  Grassmann  e  di  Hamilton,  che  yarie  sorte  di  numeri  complessi 
posson  seryire  utilmente  in  Geometria.  Gosi  con  tali  numeri  si  son 
rappresentati  analiticamente  i  movimenti,  e  poi  anche  i  gruppi  lineari 
omogenei,  ecc.  In  questi  ultimi  anni,  seguendo  un  antico  accenno  di 
Clifford,  si  son  considerati  in  particolare  i  tre  sistemi  di  numeri 
complessi  a  due  unita  a  +  bs,  in  cui  il  quadrato  dell'  unita  €  vale 
—  1,  +  1,  0.  Essi  rappresentano  in  un  certo  senso  le  tre  geometrie 
iperbolica,  ellittica,  parabolica.  Quelli  con  a*  =«  0  ebbero  applicazioni 
importanti,  specialmente  nella  geometria  della  retta,  da  vari  scienziati: 
Study,  Kotjelnikoff,  Seiliger,  Johannes  Petersen.**)  Nella 
Geometrie  der  Dynamen  dello  Study  ne  e  fatto  ampio  uso.  Assu- 
mendo  tre  di  questi  numeri  come  coordinate  omogenee  di  ima  retta 
nello  spazio,  la  geometria  metrica  delle  rette  e  dei  complessi  lineari 
0  dinami  acquista  ima  singolare  semplicita  ed  eleganza!  E  notevole 
che  questa  geometria  metrica  viene  a  differire  da  quella  ordinaria  per 
quel  che  riguarda  gli  elementi  aU*  infinito.  Volendo  render  chiuso  il 
continuo  formato  dalle  oo^  rette  proprie  dello  spazio,  lo  si  puö  com- 
pletare  aggiimgendo  non  le  ordinarie  rette  all'  infinito  ma  gli  ordinari 
punti  all'  infinito!***) 

Non  e  improbabile  che  anche  altre  specie  particolari  di  numeri 
complessi  vengano  a  rendere  importanti  servizi  alla  Geometria! 

Anche  una  limitazione  dei  corpo  dei  numeri  adoperati  in  Geome- 
tria sembra  destinata  ad  im  awenire!  La  teoria  aritmetica  delle  forme 
nel  campo  dei  numeri  interi  equivale  ad  una  geometria  dei  reticolo 
(Zahlengitter)  costituito  dai  punti  colle  coordinate  intere.  Di  ciö 
ha  fatto  notevoli  applicazioni  ad  es^  H.  Minkowski  nella  sua  „Geo- 
metrie der  Zahlen^f)  e  altrove.  Similmente  Poincare  in  una 
memoria  dei  1901  „Sur  les  proprietes  arithmetiques  des  courbes 
algebriques^ff)  ha  cominciato  a  considerare  le  curve  piane  alge- 
briche  a  coef&cienti  razionali,  dal  punto  di  vista  dei  gruppo  di  quelle 


*)  y.  il  mio  lavoro  giä.  citato  dei  Math.  Ann.  40. 

**)  y.  le  citazioni  a  pag.  207 — 8  dei  libro  di  Study.  —  II  nome  Petersen 
h  Btato  poi  mutato  in  HjelmBlev. 

•**)  y.  anche  Study,   Ein   neuer  Zweig   der  Geometrie,   Jahrb.  der 
Deutschen  Math. -y erein.  11,  1902,  p.  97. 

t)  Leipzig  1896.   y.  anche  Math.  Ann.  64,  1901,  p.  91. 
tt)  Joum.  de  math.  (5)  7,  p.  161. 
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trasformazioni  birazionali  i  cui  coefficienti  8on  pure  razionali.  Si  hanno 
allora;  per  Y  equivalenza  di  due  curve  da  questo  punto  di  vista,  dei 
criteri  nuoyi^  piü  restrittivi  che  nella  ordinaria  geometria  sopra  una  curva. 
CoBi,  oltre  ai  genere^  compajono  certi  nnovi  caratteri  inYariantiyi.         » 

Una  geometria  dei  punti  di  coordinate  razionali  si  presenta  come 
una  necessita  matematica  a  chi  accetti  il  concetto  di  Kronecker  e  di 
ßustaye  Robin *)^  che  esclude  dall'  Anaiisi  i  cosi  detti  numeri  irra- 
zionali  1 

Si  awera  quanto  il  Klein**)  nel  1892  profetava:  cioe  che  col 
tempo  la  unione  della  Geometria  colla  teoria  delle  funzioni  non  sarebbe 
piü  baetata^  ma  come  terza  alleata  avrebbe  dovuto  entrare  la  teoria 
dei  numeri  I 

CoBi,  0  Signori,  il  mio  discorso  —  che,  per  non  stancaryi  troppo, 
io  debbo  troncare  —  ritoma  al  buo  punto  di  partenza.  Quantunque 
io  non  abbia  nemmen  parlato  della  geometria  differenziale,  di  quella 
che  Monge  chiamava  ^^Application  de  Y  Analyse  ä  la  ßeome- 
trie^',  pure  voi  avrete  notato  quanto  numerosi  sono  gli  analisti,  che  io 
ho  citato  per  le  loro  ricerche  geometriche!  Ciö  deriva,  io  credo,  non 
solo  dal  possedere  Y  Anaiisi  strumenti  potenti  per  la  trattazione  dei 
problemi  geometrici,  ma  anche  dal  fatto  che  i  campi  geometrici  piü 
coltivati  ai  nostri  giomi  presentano  questo  carattere:  d'  interessare  in 
im  modo  o  nell'  altro  anche  gli  analisti.  Ed  ora  questi  intendono  bene 
r  importanza  deUa  Geometria.  E  coäi,  per  dare  ancora  qualche  esempio, 
la  concezione  geometrica  delle  equazioni  differenziali  e  accolta  datuttil***) 
E  cosi  voi  vedete  Wirtinger  e  Poincare  ricorrere  a  certe  varieta 
iperspaziali  nei  piü  recenti  studi  delle  funzioni  Abeliane  e  delle  S] 
e  Pincherle,  che  rappresenta  le  funzioni  analitiche  con  punti  di  uno 
spazio  ad  infinite  dimensioni,  traendone  grandi  vantaggi  nello  studio 
delle  operazioni  fiinzionali;  e  i  trattati  ultimi  di  Picard,  di  Hensel- 
Landsberg,  di  Krazer,  e  di  altri,  che  si  valgono  ripetutamente  delle 
rappresentazioni  geometriche!  —  Finora  queste  rappresentazioni  si  son 
fatte  specialmente  per  le  funzioni  algebriche  e  loro  integrali.  Ma,  se 
il  parallelismo  fra  Geometria  ed  Anaiisi  sara  esteso  a  campi  numerici 
e  fiinzionali  piü  ampi  e  piü  vari,  ne  potranno  deriyare  nuovi  punti  di 
vista  e  nuovi  importanti  risultati  per  entrambe  le  scienze! 

*)  Theorie  nouvelle  des  fonctions,    exclusivement   fond^e    sur 
r  idee  de  nombre.   Paris  1903. 

••)  Riemannsche  Flachen  II.    Litfaogr.  Vorleß.    Göttingen  1892,  p.  71. 
•**)  Cfr.,  fra  tante,  le  ricerche  geometriche  di  E.  von  Weber  per  la  Theorie 
der  Systeme  Pfaffschcr  Gleichungen,  Math.  Ann.  66,  1901,  p.  886. 


Biemanns  Vorlesungen  über  die  hypergeometrische  Reihe 

und  ihre  Bedeutung. 

Vortrag,  gehalten  in  der  3.  aUgemeinen  Sitzung  am  13.  August 


von 
W.  WiRTiNGBR  aus  Wien. 


Wenn  ich  es  heute  unternehme,  vor  Ihnen  über  eine  Vorlesung  zu 
sprechen,  die  nun  bald  vor  50  Jahren  gehalten  wurde  und  noch  dazu 
über  einen  sehr  speziellen  Gegenstand,  so  muß  ich  fast  fürchten  in 
ihren  Augen  rückständig  zu  erscheinen.  Aber  Sie  werden  rielleicht 
milder  urteilen,  wenn  ich  vorausschicke,  daß  es  sich  dabei  um  die 
ersten  Mitteilungen  über  Methoden  handelt,  welche  in  einem  wichtigen 
und  noch  lange  nicht  ausgebauten  Teile  der  heutigen  Funktionentheorie 
erst  viel  später  zur  vollen  Geltung  gekommen  sind  und  deren  Trag- 
weite noch  nicht  erschöpft  scheint.  Auch  handelt  es  sich  dabei  nicht 
so  sehr  darum,  Ausblicke  in  weite  noch  unberührte  Gebiete  zu  ge- 
winnen, sondern  in  ihrer  allgemeinen  Natur  wohlerkannte  Erscheinungen 
im  konkreten  Fall  ins  Auge  zu  fassen  und  so  vielleicht  den  Zugang 
zu  neuen  Problemen  zu  eröffnen. 

Als  Biemann  an  seine  Untersuchungen  über  die  hypergeometrisehe 
Reihe  herantrat,  fand  er  einen  großen  Vorrat  von  Beziehungen  und 
Entwicklungen  vor,  welche  bereits  Gauß  aus  der  formellen  Gestalt 
der  Reihe  durch  Rechnung  entwickelt  hatte. 

Dieser  hatte  mit  der  ihm  eigenen  Sicherheit  des  mathematischen 
Taktes  gerade  diejenigen  Beziehungen  und  Gesichtspunkte  heraus- 
gegriffen, welche  in  der  Tat  für  die  Folge  maßgebend  geworden  sind, 
und  ist,  wie  der  zweite,  erst  nach  seinem  Tode  veröffentlichte  Teil  seiner 
Untersuchungen  lehrte,  dabei  von  dem  Gedanken  geleitet  worden,  mit 
Hilfe  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  diese  Reihe 
genügt,  sich  von  der  Beschränkung  freizumachen,  welche  die  Kon- 
vergenz eben  dieser  Reihe  den  Formeln  des  ersten  Teiles  auferlegte. 

E.  E.  Kummer  hatte  sodann  die  Transformationen  dieser  Reihe 
gerade  von  der  Differentialgleichung  aus  einer  ungemein  eingehenden 
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Untersuchung  unterzogen  und  eine  große  Reihe  von  speziellen  Be- 
ziehungen zu  den  elliptischen  Integralen  und  Funktionen  dargelegt. 
Seine  Methode  stützte  sich  bereits  auf  die  für  die  spätere  Entwicklung 
fundamentale  Tatsache^  daß  der  Quotient  zweier  partikulärer  Integrale 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  seinerseits  einer 
nicht  mehr  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  genügt.  Im 
speziellen  Fall  der  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 
hatte  bereits  Jacob i  in  der  Theorie  der  Modulargleichuugen  davon  Ge- 
brauch gemacht^  und  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  die 
Legendresche  lineare  Differentialgleichung,  der  Perioden  des  ellipti- 
schen Integrals  erster  Gattung  aufgestellt  Historisch  interessant  ist  es 
aber;  daß  bereits  Lagrange  bei  einer  Aufgabe  der  Eartenprojektion^ 
der  konformen  Abbildung^  auf  den  einen  Teil  dieser  Formel^  den 
Differentialausdruck;  gestoßen  war. 

Die  schöne  Abhandlung  Jacobis  über  die  Integmtion  der  Diffe- 
rentialgleichung der  hypergeometrischen  Reihe  durch  bestimmte  Inte- 
grale wurde  erst  1859  nach  dessen  Tode  herausgegeben.  Für  Rio  mann 
und  Jacob i  erscheint  daher  als  gemeinsame  Quelle  der  Anregung  der 
zweite  Band  der  Institutiones  calculi  integralis  von  Euler,  sowie  einige 
andere  Abhandlimgen  dieses  in  seiner  Fruchtbarkeit  unvergleichlichen 
Mannes,  Nehmen  wir  dazu  noch  zwei  Arbeiten,  eine  von  Pfaff  und 
eine  von  Gudermann,  welche  spezielle  Probleme  der  Transformation 
dieser  Reihen  behandeln,  so  haben  wir  damit  so  ziemlich  den  Vorrat 
von  Methoden  und  Resultaten  charakterisiert,  welchen  Riemann  auf 
diesem  Gebiet  vorfand. 

Dazu  brachte  er  nun  den  ihm  eigentümlichen  Gedanken  mit,  die 
Funktionen  nicht  durch  einen  bestimmten  Ausdruck  festzulegen,  son- 
dern durch  ihre  ünstetigkeiten  und  die  Art  ihrer  Vieldeutigkeit  oder, 
wie  wir  heute  sagen  würden,  durch  Relationen  zwischen  den  verschie- 
denen analytischen  Fortsetzimgen,  welche  derselben  Stelle  des  Gebietes 
angehören,  in  welchem  die  Funktion  definiert  werden  soll.  Daß  end- 
lich auch  die  Beschaffenheit  des  Gebietes  selbst  nach  seinem  einfachen 
oder  mehrfachen  Zusammenhang,  also  nach  den  verschiedenen  Arten 
geschlossener  Wege,  welche  auf  demselben  möglich  sind,  wesentlich  in 
Betracht  kommt,  hatte  er  schon  in  seiner  Dissertation  erkannt.  Auch 
hier  hatte  er  schon  angedeutet,  daß  eine  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  nicht  gerade  durch  die  Werte  an  der  Begrenzimg  eines 
Gebietes,  sondern  auch  durch  Relationen  zwischen  dem  reellen  und 
imaginären  Teil,  ja  sogar  durch  Relationen  zwischen  diesen  Werten 
an  verschiedenen  Stellen  der  Begrenzung  ganz  oder  teilweise  bestimmt 
sein  könne. 
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Dies  sind  ungeföhr  die  allgemeihen  Gedanken  und  die  speziellen' 
Resultate^  welche  Riemann  vorfand,  als  er  im  Wintersemester  1856/5T 
seine  erste  Vorlesung  über  diesen  Gegenstand  unter  dem  Titel:  Die 
Funktionen  einer  veränderlichen  komplexen  Größe,  ins- 
besondere hypergeometrische  Reihen  und  verwandte  Trans- 
zendenten, —  drei  Stunden  wöchentlich  —  ankündigte  und  auch  hielt. 

Erhalten  ist  uns  diese  Vorlesung  im  UmrlB  durch  eine  Nachschrift 
von  E.  Schering.  Daraus  entstand  dann  die  Abhandlung  von  1857: 
Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaußsche  Reihe  i^(a, /?, y, ij?) 
darstellbaren  Funktionen. 

Schon  der  äußere  Anblick  unterscheidet  diese  Arbeit  wesentlich 
von  denen  seiner  Vorgänger.  An  Stelle  der  langen  und  mühsamen 
Rechnung  erscheint  hier  die  Überlegung,  allerdings  oft  nicht  weniger 
schwierig,  welche  von  Resultat  zu  Resultat  führt.  An  Stelle  der  Formel 
mit  zunächst  beschränktem  Geltungsgebiet  tritt  die  Definition  einer 
ganzen  Funktionsklasse  durch  die  Forderung  an  drei  Stellen  je  durch 
zwei  Zweige  von  bestimmtem  Verhalten  darstellbar  zu  sein,  und  außer- 
dem sollen  je  drei  ihrer  Zweige  durch  eine  homogene  lineare  Relation 
verbunden  sein.  Aus  dieser  Definition  fließt  dann  fast  unmittelbar  die 
ganze  Kette  von  Relationen  und  Transformationen,  welche  bisher  durch 
Rechnung  gefunden  waren,  und  eine  Reihe  neuer,  überdies  aber  eine 
tiefere  Einsicht  in  die  Natur  der  untersuchten  Funktionsklasse,  Dinge, 
die  in  einer  Versammlung  von  Mathematikern  ausführlich  zu  beschreiben 
heute  bereits  überflüssig  sein  dürfte.  Während  nun  in  der  Abhand- 
lung die  bestimmten  Integrale  nur  gestreift  werden,  geht  die  Vor-^ 
lesung  ausführlich  auf  sie  ein,  doch  noch  immer  unter  Benützung  der 
Reihenentwicklung  als  vermittelnden  Gliedes.  Die  Kettenbruchentwick- 
lungen,  welche  bereits  Gauß  gegeben  hatte,  erfahren  hier  eine  neue 
Darstellung,  und  der  Ansatz  zum  Konvergenzbeweise  derselben  wird 
mit  Hilfe  asymptotischer  Entwicklungen  auf  Grund  eines  Gedankens^ 
den  Riemann  auch  in  seiner  Habilitationsschrift  über  die  trigono- 
metrischen Reihen  benützt,  unternommen.  Die  Darlegungen  desselben 
beschließen  die  Scheringschen  Aufzeichnungen  auch  äußerlich,  sie  sind 
auf  der  innem  Seite  des  Einbandes  des  Heftes  geschrieben  und  un- 
voUendet.  Der  wesentliche  Inhalt  dieser  letzten  Untersuchung  ist  in 
das  Fragment  XXH  der  gesammelten  Werke  übergegangen  nach  einer 
späteren  Aufzeichnung  von  1863.  Ihrer  Entstehung  nach  aber  reichen 
diese  Ansätze,  wie  das  Scheringsche  Heft  zeigt,  in  jene  erste  Vor- 
lesung über  die  hjpergeometrische  Reihe  zurück. 

Weder  die  Abhandlung  noch  diese  erste  Vorlesung  greifen  aber 
die  Untersuchung  der  bestimmten  Integrale  als  Funktionen  der  außer 
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der  Integrationsveränderlichen  auftretenden  Variablen,  oder  genauer  als 
Funktionen  der  singulären  Stellen  des  Integranden,  direkt  an. 

Femer  tritt  nirgends  die  durch  den  Integralquotienten  rermittelte 
konforme  Abbildung  auf;  es  wird  noch  nicht  untersucht,  in  welcher 
Beziehung  die  Gebiete  der  unabhängigen  Variablen  und  des  Quotienten 
zweier  partikulären  Integrale  zueinander  stehen,  und  damit  entfallt  auch 
das  Studium  dieser  Abhängigkeit  in  der  Weise,  daß  nun  die  Variable 
der  Differentialgleichung  als  Funktion  des  Integralquotienten  be- 
trachtet wird. 

Alle  diese  wesentlichen  und  neuen  Gedanken  sind  erst  in  der 
zweiten  Vorlesung  hinzugekommen,  welche  Riemann  unter  demselben 
Titel  im  Wintersemester  1858y59,  vier  Stunden  wöchentlich,  hielt  Da 
er  selbst  darüber  nichts  publiziert  hat,  so  wären  diese  Ansätze  als 
Riemann  eigentümlich  nicht  mehr  nachzuweisen,  wenn  nicht  ein  glück- 
licher Zufall  und  die  Pietät  eines  der  wenigen  noch  überlebenden  Hörer 
dieser  Vorlesungen  uns  dieselben  aufbewahrt  hätte.  Allerdings  kamen 
sie  erst  zu  einer  Zeit  wieder  zum  Vorschein,  wo  die  Resultate  und 
Probleme  längst  von  anderer  Seite  wiedergefunden  waren.  Um  so 
interessanter  aber  ist  es  zu  sehen,  wie  die  Wissenschaft  von  selbst  in 
stetiger  Entwicklung  alle  die  Methoden  und  Probleme  wieder  stellte  und 
ausbildete,  welche  Jahrzehnte  vorher  Riemann  mit  der  ihm  eigenen 
schlichten  Selbstverständlichkeit  seinen  Hörern  vorgelegt  und  entwickelt 
hatte,  von  denen  aber  zu  dieser  Zeit  kaum  einer  in  der  Lage  war,  diese 
Ansätze  nach  ihrer  Bedeutung  zu  würdigen,  geschweige  denn  sie  selb- 
ständig weiter  zu  bilden. 

Herr  Professor  Wilhelm  von  Bezold,  zur  Zeit  Direktor  des 
kgl.  preußischen  meteorologischen  Institutes  in  Berlin,  hatte  diese  Vor- 
lesung besucht  und  aus  Achtung  vor  dem  Rufe  und  Ansehen  Riemanns 
an  der  Universität  sorgfältig  in  Gabelsbergerscher  Stenographie  auf- 
gezeichnet, deren  Kenntnis  er  aus  seiner  Heimat^  München,  mitbrachte. 
Dort  hatte  ja  auch  deren  Erfinder  gewirkt.  Da  er  damals  am  Beginn 
seiner  Studien  stand,  so  konnte  er  die  Tragweite  der  neuen  Gedanken 
Riemanns  nicht  sogleich  beurteilen  —  und  wie  viele  Mathematiker 
hätten  es  damals  gekonnt?  Später  widmete  er  sich  der  Physik  und 
Meteorologie  und  so  geriet  denn  auch  jene  Aufzeichnung  in  Vergessen- 
heit. Erst  nach  Jahrzehnten,  etwa  im  Anfang  der  Neunziger  Jahre 
des  vorigen  Jahrhunderts,  kamen  ihm  diese  wieder  durch  einen  Zufall 
in  Erinnerung,  und  er  brachte  sie  zunächst  zur  Kenntnis  seiner  Berliner 
Kollegen.  Besonders  Fuchs  interessierte  sich  so  sehr  für  den  Inhalt, 
daß  er  im  Jahre  1894  für  seinen  eigenen  Gebrauch  eine  Übertragung 
in  Kurrentschrift  anfertigen   ließ.     Die  Einordnung   und  Übertragung 
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des  gesamten  Riemannschen  Nachlasses  an  die  Oottinger  Universitäts- 
bibliothek veranlaßte  sodann  Herrn  y.  Bezold,  diese  Aufzeichnungen 
ebenfalls  dorthin  zu  überweisen.  Als  dann  Herr  Not  her  den  Plan 
fafitC;  zu  Riemanns  Werken  Nachträge  herauszugeben,  wurden  auch 
diejenigen  Teile  dieser  Vorlesung  mit  einbezogen^  welche  ihrem  Inhalt 
nach  nicht  schon  anderweitig  als  dem  Riemannschen  Gedankenkreise 
angehörig  nacl^ewiesen  waren. 

Was  nun  die  Vorlesung  selbst  betrifft,  so  beginnt  sie  mit  einer 
Einleitung  in  die  seither  längst  zum  Gemeingut  der  Mathematiker 
gewordene  Riemannsche  Auffassung  des  Funktionsbegriffes,  geht  so- 
dann über  auf  eine  kurze  Erläuterung  der  Verzweigung  der  algebraischen 
Funktionen  und  setzt  hierauf  sogleich  mit  den  allgemeinen  Gedanken 
des  nachgelassenen  Fragmentes  über  lineare  Differentialgleichungen  ein. 
Es  werden  die  Elemente  der  Determinantentheorie ,  der  Zusammen- 
setzung und  Reduktion  linearer  Substitutionen  in  aller  Kürze  entwickelt 
und  nun  Systeme  von  Funktionen  definiert,  welche  bei  Umläufen  um 
gewisse  singulare  Punkte  gegebene  Substitutionen  erleiden.  Riemann 
stellte  also  seine  Hörer  ohne  jede  Rücksicht  auf  die  historische  Kon- 
tinuität, ohne  irgend«  welche  induktive  Vorbereitung  gleich  in  den  ersten 
Vorlesungen  vor  ein  Problem  von  großer  Allgemeinheit,  welches  irgend 
einen  Zusammenhang  mit  der  damals  geläufigen  Auffassung  einer  Diffe- 
rentialgleichung durchaus  nicht  unmittelbar  zeigte.  Aber  noch  mehr. 
Daß  überhaupt  dieses  Problem  auch  nur  in  den  einfachsten  Fällen  eine 
Lösung  zuläßt,  ist  durchaus  nicht  von  vornherein  einzusehen,  und  es 
brauchte  lange ^Zeit,  bis  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  aus  einer  ge- 
naueren Fassung  dieses  Problems  ergeben,  erkannt  waren.  Riemann 
selbst  hatte  sie  erst  teilweise  erledigt,  soweit  wir  nach  seinem  Nachlaß 
urteilen  können.  Es  bedurfte  der  ganzen  Reihe  von  Untersuchungen 
und  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  linearen  Differentialgleichungen, 
wie  sie  an  die  Namen  Fuchs,  Klein,  Poincar^  geknüpft  sind,  um 
schließlich  die  Hilfsmittel  bereit  zu  stellen,  mit  denen  in  der  letzten 
Zeit  Herr  Schlesinger  wenigstens  einen  Teil  dieser  Fri^estellung  hat 
erledigen  können.  Freilich,  sollte  es  den  Bemühungen  der  Mathematiker 
gelingen,  auf  den  von  Herrn  Hubert  betretenen  neuen  Wegen  das 
Dirichletsche  Prinzip  nicht  nur  in  dem  alten  Glänze  seiner  heuristi- 
schen Kraft  —  denn  diesen  hat  es  niemals  verloren  —  sondern  auch 
als  Bewebmittel  im  Sinne  der  heutigen,  durch  so  viele  analytischen 
Erfahrungen  bereicherten  und  darum  verschärften  Analysis  wieder  er- 
stehen zu  lassen,  so  ließe  sich  ein  großer,  vielleicht  der  yrichtigste  Teil 
der  in  Betracht  kommenden  Falle  erledigen. 

Für   die   übrigen   Fälle   kann   vielleicht   eine   weitere   Ausbildung 
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jener  Methoden  ^  welche  an  die  Fredholm  sehe  Integralgleichung  an- 
knüpfen und  die  ja  ebenfalls  mit  den  alten  Aufgaben  des  Dirichlet- 
sehen  Prinzipes  enge  zusammenhängen,  einst  die  volle  Erledigung 
bringen.  Es  ist  aber  auch  kaum  ein  Zweifel,  dafi  bei  dieser  Gelegen- 
heit noch  manche  verborgene  Schwierigkeit  und  manches  Problem  noch 
für  kommende  Geschlechter  übrig  bleiben  wird. 

Vor  diese  Auffassung  nun  stellte  Biemann  seine  Hörer.  Zunächst 
führte  er  ihnen  ein  so  definiertes  Funktionssystem  für  nur  zwei  Yer- 
zweigungspunkte  vor,  um  dann  sofort  in  den  Inhalt  seiner  Abhandlung 
über  die  hypergeometrische  Reihe  einzugehen.  Schon  in  den  einleiten- 
den Worten  zu  dieser  hatte  Itiemann  eine  Behandlung  dieser  Funk- 
tionen von  der  Darstellung  derselben  durch  bestinunte  Integrale  aus- 
gehend als  gleichberechtigt  mit  der  auf  Grundlage  der  Differential- 
gleichung entwickelten  hingestellt  und  seine  Methode  diesen  beiden  als  eine 
neue  gegenübergestellt.  Ob  die  schon  erwähnte,  von  Heine  im  gleichen 
Jahr  publizierte,  nachgelassene  Abhandlung  Jacob is  noch  im  Laufe  der 
Vorlesung  zur  Kenntnis  Biemanns  gekommen  ist,  kann  ich  nicht  ent- 
scheiden. Wohl  aber  ist  zu  betonen,  daß  er  bereits  in  seinen  Vor- 
lesungen aus  dem  Jahre  1855  die  Behandlung  der  £ul er  sehen  Integrale 
erster  und  zweiter  Art  auf  Grund  von  geschlossenen  und  schleifen- 
formigen  Integrationswegen  in  den  Hauptzügen  durchgeführt  hatte,  in 
ähnlicher  Weise,  wie  sie  später  von  Hankel  unter  Berufung  auf 
Riemann  in  seiner  Dissertation  gegeben  worden  ist. 

Bisher  war  es  aber  nur  die  Umgestaltung  des  Integrals  durch 
Abänderung  des  Integrationsweges  zur  Vermeidung  solcher  Stellen,  an 
denen  die  zu  integrierende  Funktion  eine  Integration  überhaupt  nicht 
gestattete.  Auch  wurde  gerade  dieses  Hilfsmittel  nicht  nach  seiner 
ganzen  Tragweite  von  ihm  nachweislich  ausgebildet,  obgleich  einzelne 
Spuren  und  Andeutungen  nach  dieser  Richtung  hin  vorhanden  sind. 
Erst  die  Herren  Gamille  Jordan,  Pochhammer,  Nekrassoff  haben 
durch  Einführung  des  Doppelumlaufintegrals  den  letzten  Schritt  in 
dieser  Richtung  getan,  so  weit  wenigstens  als  Funktionen  von  ähnlichem 
Verhalten  in  Betracht  kommen,  wie  der  Integrand  des  hypei^eometrischen 
Integrals.  Jetzt  aber,  in  der  Vorlesung,  werden  die  hypergeometrischen 
Integrale  geradezu  daraufhin  untersucht^  wie  sie  sich  bei  geschlossenen 
Umläufen  des  Parameters  verhalten,  und  daraus,  sowie  aus  den  in  sehr 
durchsichtiger  Weise  entwickelten  linearen  Relationen  zwischen  ihnen 
—  sie  ergeben  sich  einfach  durch  zwei  Randintegrationen  —  wird 
gezeigt,  daß  sie  den  allgemeinen  an  eine  f-Funktion  zu  stellenden 
Forderungen  in  bestimmter  Weise  entsprechen.  Dieser  Gedankengang 
findet  sich  später  erst  bei  Fuchs  gelegentlich  der  Untersuchung  der 
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Perioden  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattung  als  Funktion 
eines  Yerzweigungspunktes  und  etwas  später  in  dem  Werke  yon  Herrn 
Gamille  Jordan  über  Substitutionentheorie  und  ist  an  der  zuletzt 
genannten  Stelle  ohne  nähere  Angabe  Herrn  Mathieu  zugeschrieben. 

Nicht  unerwähnt  darf  icli  dabei  auch  lassen^  daß  sich  im  Nach- 
lasse Kiemanns  ein  Blatt  YOi*gefunden  hat^  welches  unter  anderm  die 
Figur  des  Doppelumlaufes  zeigt.  Doch  wäre  es  nicht  unmöglich ^  daB 
dieses  Blatt  erst  später  hineingekommen  ist,  da  sich  keinerlei  die 
Datierung  nur  einigermaßen  ermöglichenden  Angaben  darauf  befinden. 
Dagegen  ist  ein  anderes  Blatt  wohl  mit  Sicherheit  Biemann  zuzu- 
schreiben, auf  welchem  die  Schreibweise  des  hypergeometrischen 
Inte^als  derart  modifiziert  ist,  daß  dasselbe  als  absolute  Invariante^ 
als  bloße  Funktion  des  Doppelverhältnisses  der  vier  singulären  Stellen 
des  Integranden  erscheint. 

Die  Entwicklungen  des  folgenden  Abschnittes  gruppieren  sich  um 
den  Begriff  der  Kettenbrüche  und  deren  Beziehungen  zur  Theorie  der 
benachbarten  Funktionen,  sind  jedoch  nicht  so  gut  erhalten,  daß  es  hier, 
wo  es  nicht  bloß  auf  allgemeine  Fragestellung,  sondern  auf  konkrete 
Führung  der  Rechnung  ankommt,  möglich  wäre,  den  Gedankengang 
mit  voller  Sicherheit  festzustellen.  Eine  Untersuchung  der  Konvergenz- 
verhältnisse und  der  zur  wirklichen  Berechnung  der  Funktion  geeigneten 
Keihen  beschließt  die  allgemeine  Theorie,  welche  nun  durch  Anwen- 
dungen auf  elliptische  Integrale,  Kugelfunktionen  und  ähnliches  er- 
läutert wird. 

Interessant  ist,  daß  Riemann  die  Arbeiten  Heines  über  dessen 
Verallgemeinerung  der  hypergeometrischen  Reihe  in  der  Vorlesung  zwar 
wiedergegeben  hat,  jedoch  ohne  irgendwie  zu  versuchen,  diese  Reihe 
seinem  allgemeinen  Programm  einzuordnen.  Dies  ist  erst  später  von 
Thomae  geschehen. 

Während  nun  die  bisherigen  Entwicklungen  für  die  Verfolgung 
der  aus  der  Abhandlung  bekannten  Ansätze  neue  Hilfsmittel  geben 
und  dadurch  die  weitere  Entwicklung  der  Theorie  fördern,  treten  nun 
fär  die  damalige  Zeit  ganz  neue  Fragestellungen  ein.  An  erster  Stelle 
steht  die  einfache  Bemerkung,  daß  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung mit  analytischen  Koeffizienten  sich  linear  und  homogen  sub- 
stituieren, wenn  die  unabhängige  Variable  einen  geschlossenen  Weg 
allgemeiner  Art  durchläuft,  und  daß  daher  umgekehrt  die  unabhängige 
Variable  als  Funktion  des  Integralquotienten  aufgefaßt  bei  gewissen 
linear  gebrochenen  Substitutionen  ungeändert  bleibt.  Die  hier  so  schlicht 
gebotene  Fragestellung  ist  sogleich  in  ganzer  Allgemeinheit  aufgefaßt, 
ohne.  Beschränkung    auf   etwa    mögliche    eindeutige   Umkehrung    des 
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Iniegralquotienten^  eine  Beschränkung^  welche  bei  dem  ersten  Aufwerfen 
dieser  Frage  in  der  Tat  nicht  nötig  erscheint,  wenn  man  sich  ron  vorn- 
herein auf  den  Standpunkt  stellt,  den  Riemann  in  der  Theorie  der 
Ab  eischen  Integrale  eingenommen  hat,  als  er  die  Umkebrung  eines 
einzelnen  Integrals  erster  Gattung  unter  dem  Gesichtspunkt  der  kon- 
formen Abbildung  einer  Verzweigungsfläche  auf  ein  System  von  p 
Parallelogrammen  in  Betracht  zog,  und  damit  die  Schwierigkeit  voll- 
standig  überwand,  welche  Jacobi  dazu  veranlaßt  hatte,  solche  Um- 
kehrungsfunktionen für  unmöglich  zu  erklären. 

In  der  Tat  ist  in  der  späteren  Literatur,  und  zwar  sowohl  in  den 
von  den  Herren  H.  A.  Schwarz  und  F.  Schottky  behandelten  spe- 
zielleren Fällen,  als  auch  in  den  glänzenden  und  weitreichenden  Ab- 
handlungen des  Herrn  Poincar^,  immer  der  Fall  eindeutiger  Umkehr- 
barkeit besonders  in  den  Vordergrund  getreten.  Erst  der  von  Herrn 
Klein  eingeführte  Begriff  des  Fundamentalbereiches  bringt  die  Frage 
wieder  auf  die  allgemeinste  Fassung,  ein  Begriff,  den  Klein  unter  aus- 
drücklicher Bezugnahme  auf  die  von  Riemann  in  der  Theorie  der 
Abel  sehen  Funktionen  betrachtete  Figur  von  p  Parallelogrammen  mit 
2p  —  2  Verzweigungspunkten  aufgestellt  und  diskutiert  hat.  Seither 
waren  ja  namentlich  die  Bemühungen  des  letztgenannten  Forschers  be- 
sonders in  Vorlesungen  dahin  gerichtet,  die  Stellung  der  eindeutigen 
Funktionen  unter  den  allgemeinen  zu  erforschen,  eine  Frage,  die  Poin- 
care  von  anderer  Seite  her  bearbeitet  hatte  und  die  gerade  zu  den 
schwierigsten  und  wichtigsten  in  der  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen gehört.  Jene  klassische  Figur  aber  von  p  Parallelogrammen  und 
ihren  Wiederholungen  ist  von  Riemann  selbst  sehr  viel  eingehender 
studiert  worden,  als  seine  Veröffentlichungen  zeigen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  wir  davon  Kenntnis  erhalten,  zeigt  aber 
auch  die  persönliche  Liebenswürdigkeit  Riemanns  in  schönem  Lichte. 

Als  er  nämlich  im  Frühjahr  1865  bereits  schwer  krank  in  Pisa 
Erholung  suchte,  befragte  ihn  Herr  Prym  über  einen  speziellen  Fall 
dieser  Figur.  Riemann,  dem  das  Sprechen  damals  bereits  schwer 
fiel,  versprach  schriftliche  Antwort.  Aber  er  begnügte  sich  nicht  mit 
einigen  flüchtigen  Zeilen,  sondern  wir  fanden  in  seinem  Nachlaß  einen 
sorgfältigen  Entwurf  der  Antwort,  kannten  aber  den  Anlaß  nicht  AU 
nun  das  Manuskript  unserer  Nachträge  vor  der  Drucklegung  an  Herrn 
Prym  ging,  erfuhren  wir  erst,  daß  auch  die  Reinschrift  dieses  Schreibenfl 
noch  erhalten  sei  und  im  Besitze  des  genannten  Herrn  sich  befinde. 
Auch  in  seinen  letzten  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Theta- 
funktionen  hat  Riemann  von  dieser  Figur  ausgedehnten  Gebrauch  ge- 
macht.   Am  Schlüsse  der  eben  erwähnten  Mitteilung  macht  er  die  Be- 
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merkungy  daß  eine  bestimmt  auBgewählte  Gestalt  dieser  Figur  bei  der 
Untersuchung  der  Differentialgleichungen^  welchen  die  Perioden  der 
Ab  eischen  Integrale  genügen^  gute  Dienste  leiste.  Untersuchungen  in 
dieser  Richtung  liegen  seither  weder  von  Riemann  selbst  noch  von 
anderer  Seite  vor,  und  es  ist  vorläufig  nicht  im  einzelnen  zu  sehen, 
welches  etwa  der  Gedankengang  Riemanns  hier  gewesen  sein  mag. 
Man  darf  es  aber  wohl  als  gewiß  hinstellen,  daß  eine  Untersuchung 
dieser  Figur  und  der  ihr  im  Sinne  der  linearen  Periodentransformation 
äquivalenten,  insbesondere  die  Aufsuchung  einer  reduzierten  Normalform 
oder  Scharen  von  solchen,  welche  durch  lineare  Transformation  immer 
erreichbar  sind,  unsere  Kenntnis  von  der  Natur  der  transzendenten 
Moduln  eines  algebraischen  Gebildes  und  ihres  Zusammenhanges  mit 
den  algebraischen  wesentlich  erweitem  würde,  und  die  Frage  nach  den 
Beziehungen  des  algebraischen  Gebildes  zu  den  Perioden  eines  be- 
stimmten, passend  ausgewählten  Integrals  erster  Gattung  der  Lösung 
näher  bringen  würde,  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  auf  Dirichlet  und 
seine  Theorie  der  quadratischen  Formen  zurückgehende  Heranziehung 
des  reduzierten  ParaUelogrammes  fast  unmittelbar  zum  Fundamental- 
bereich der  elliptischen  Modulfunktionen  führt. 

Nach  dieser  Abschweifung  lassen  Sie  mich  wieder  zum  eigentlichen 
Gegenstande  des  Vortrages  zurückkehren  und  noch  hervorheben,  daß 
auch  die  unter  dem  Namen  des  Schwarzsehen  Differentialparameters 
bekannte  Differentialinvariante,  dieselbe,  welcher  wir  bereits  bei 
Kummer  gedachten,  gleich  zu  Beginn  der  Untersuchung  eintritt. 
Riemann  hat  ja  von  diesem  Differentialparameter  außer  in  dem  hinter- 
lassenen  Fragment  über  die  Abbildung  eines  von  Kreisen  begrenzten 
Gebietes  auf  die  Halbebene  auch  in  dem  1860  entstandenen,  von 
Hattendorf  bearbeiteten  Aufsatz  über  Minimalflächen  Gebrauch  ge- 
macht und  ihn  auf  ein  Problem  angewendet,  welches  mit  den  Fragen, 
worüber  hier  zu  berichten  ist,  aufs  engste  zusammenhängt,  nämlich  auf 
die  konforme  Abbildung  eines  von  Bogen  größter  Kreise  auf  der  Kugel 
begrenzten  Flächenstückes  auf  die  Halbebene.  Überhaupt  scheinen  die 
Entwicklungen  dieses  nachgelassenen  Stückes  in  einem  gewissen  innern 
Zusammenhang  mit  der  Vorlesung  über  die  hypergeometrische  Reihe 
zu  stehen,  eine  Ansieht,  welche  sowohl  durch  innere  Gründe,  wie  Ver- 
wendung ähnlicher  Hilfsmittel,  ja  sogar  direkt  derselben  Funktionen, 
als  auch  durch  den  äußeren  Umstand  gestützt  wird,  daß  das  Manuskript 
in  dem  der  Vorlesung  unmittelbar  folgenden  Jahre  entstanden  ist. 

Eben  diese  Untersuchung  der  Umkehrung  eines  Quotienten  zweier 
partikulärer  Integrale  der  Differentialgleichung  unternimmt  nun  Rie- 
mann in  der  Vorlesung  unter  der  Einschränkung,  daß  die  charakteri- 
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stischen  Exponenten  der  einzelnen  Zweige  der  P-Funktion  reell  und  so 
beschaffen  sind,  daß  der  Integralquotient  an  den  singulären  Stellen 
endlich  bleibt,  ferner,  daß  die  Winkel  des  bei  der  Abbildung  ent- 
stehenden Ereisbogendreieckes  sämtlich  kleiner  als  n  sind.  Er  zeigt, 
daß  unter  diesen  Umständen  das  Gebiet  der  komplexen  Größen  mit 
positivem  imaginären  Teil  auf  ein  Kreisbogendreieck  ohne  Verzweigungs- 
punkt im  Innern  abgebildet  wird,  welches  sich  nirgends  selbst  über- 
deckt, so  daß  also  die  Umkehrungsfunktion  innerhalb  dieses  Gebietes 
eindeutig  ist.  Er  setzt  aber  ausdrücklich  hinzu,  daß  bei  komplizierteren 
Differentialgleichungen  im  allgemeinen  dieses  Resultat  sich  nicht  er- 
geben werde. 

Auch  verweist  er  ausdrücklich  auf  das  Vorbild  der  elliptischen 
Funktionen,  wo  ja  ebenfalls  der  Quotient  zweier  Perioden  als  unab- 
hängige Variable  von  Jacobi  eingeführt  worden  sei. 

Nun  wird  eine  kurze  Darstellung  der  Übertragung  der  komplexen 
Variablen  durch  stereographische  Projektion  auf  die  Kugel  eingeschaltet, 
eine  Sache,  auf  welche  sich  Herr  C.  Neumann  in  der  ersten  Auflage 
seiner  Vorlesungen  über  die  Ab  eischen  Integrale  als  aus  Riemanns 
Vorlesungen  herrührend  bezieht.  Dadurch  wird  dann  die  Untersuchung 
der  Umkehrungsfunktion  mit  der  Geometrie  von  Kreisbogendreiecken 
auf  der  Kugelfläche  in  Verbindung  gesetzt.  Es  wäre  nun  hier  nahe- 
liegend, eine  Andeutung  zu  macheu  über  jene  bedeutungsvolle  Scheidung 
der  Kreisbogendreiecke  in  drei  Klassen,  je  nachdem  der  Schnittpunkt 
der  Ebenen  der  drei  Begrenzungskreise  im  Innern  der  Kugel,  auf  der 
Kugel  oder  außerhalb  derselben  liegt.  Diese  Unterscheidung,  welche 
erst  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  durchgeführt  wurde,  wird  in  der  Vor- 
lesung nicht  ausdrücklich  erwähnt,  sondern  nur  der  Fall  in  Betracht 
gezogen,  daß  das  ebene  Kreisbogendreieck  sich  auf  ein  sphärisches  Drei- 
eck im  engeren  Sinn  des  Wortes,  also  ein  von  größten  Kreisen  be- 
grenztes abbilden  lasse.  Jedoch  läßt  sich  aus  der  vorliegenden  Nach- 
schrift nicht  mit  Sicherheit  entnehmen,  daß  Riemann  diesen  Fall  als 
einen  speziellen  ausdrücklich  bezeichnet  hätte.  Daß  ihm  jedoch  der 
Kachverhalt  nicht  ^nzlich  verborgen  sein  konnte,  geht  aus  dem  später 
ausführlicher  zu  besprechenden  Fall  der  elliptischen  Modulfunktionen 
hervor,  welchen  er  genauer  ausführte,  sowie  auch  aus  der  Bemerkung, 
man  müsse  ebene  Figuren  heranziehen,  wenn  einer  der  Winkel  des 
Kreisbogendreieckes  gleich  Null  sei.  Man  wird  also  nur  sagen  können, 
Riemann  habe  im  Falle  der  Umkehrung  des  Integralquotienten  der 
hypergeometrischen  Reihe  die  Unterscheidung  der  elliptischen,  hyper- 
bolischen und  parabolischen  Gruppen  wohl  implicite  gestreift^  ohne  sie 
jedoch  ausdrücklich  zu  formulieren. 
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Damit  habe  ich  auch  bereits  dadurch,  daß  ich  den  Begriff  der 
Oruppe  herangezogen  habe,  angedeutet,  dafi  in  demselben  Abschnitt 
Riemann  sich  die  analytische  Fortsetzung  der  Abbildung  durch  sym- 
metrische Wiederholung  des  ersten  Kreisbogendreieckes  vollzogen  ge- 
dacht hat.  Eben  dieses  Prinzip  der  Symmetrie  findet  sich  auch  in  der 
vorhin  erwähnten  Abhandlung  über  Minimalflächen  und  darauf  nimmt 
auch  Herr  H.  A.  Schwarz  in  seiner  Abhandlung  Bezug. 

So  kurz  nun  auch  das  Symmetrieprinzip  an  der  erwähnten  Stelle 
der  Vorlesungen  auseinandergesetzt  ist,  so  wird  es  doch  sogleich  für 
die  Beantwortung  einer  wichtigen  Fr^e  verwertet,  nämlich:  wann  zwi- 
schen den  ümkehrungsfunktionen  zweier  solcher  Integralquotienten  eine 
algebraische  Relation  bestehe.  Die  Antwort  wird  durch  die  Bemerkung 
gegeben,  daß  dann  eine  und  dieselbe  sphärische  Figur  sich  auf  zwei 
Arten  aus  einer  geraden  Anzahl  abwechselnd  kongruenter  und  symme- 
trischer Dreiecke  zusammensetzen  lassen  muß.  Damit  ist  nicht  nur  für 
den  vorliegenden  speziellen  Fall,  sondern  auch  für  den  ganzen  Kreis 
der  in  dem  Gebiete  der  automorphen  Funktionen  auftretenden  Trans- 
formationsfragen  ein  Prinzip  erkannt,  welches  nur  der  Durchführung  be- 
durfte, um  in  den  Hauptzügen  die  Transformationstheorie  dieser  Funktionen 
ebenso  übersichtlich  zu  gestalten  wie  die  der  elliptischen  Funktionen. 

Die  spezielle  Inbetrachtnahme  der  vorliegenden  Funktionen  liefert 
aber  nun  Riemann  nicht  nur  die  bereits  aus  der  Abhandlung  be- 
kannten, zum  Teil  schon  von  Kummer  gefundenen  Transformationen, 
sondern  auch  die  Einsicht,  daß  außer  diesen  auch  noch  die  regulären 
Körper  solche  Transformationen  liefern  müssen,  und  damit  war  sowohl 
die  Frage  nach  den  algebraischen  Funktionen  mit  linearen  Transforma- 
tionen in  sich,  als  auch  nach  den  algebraisch  integrierbaren  Fällen  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  und  überhaupt  nach  allen  mit 
den  endlichen  Gruppen  linear  gebrochener  Substitutionen  einer  Ver- 
änderlichen wenigstens  im  Keime  aufgeworfen  und  auch  die  Mittel  zu 
ihrer  Lösung  gegeben.  Man  weiß,  daß  alle  diese  schönen  und  frucht- 
baren Probleme  brach  lagen,  bis  sie  von  H.  A.  Schwarz,  Fuchs, 
Gamille  Jordan,  Klein  von  analytischer,  geometrischer  und  gruppen- 
theoretischer  Seite  aus  nach  und  nach  wieder  aufgefunden  und  erledigt 
¥nirden.  Daß  die  in  der  Riemann  sehen  Vorlesung  gebotene  Anregung 
im  Gegensatze  zur  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen  so  wenig  un- 
mittelbare Wirkung  hatte,  dürfte  in  erster  Linie  daran  gelegen  sein, 
daß  der  Gruppenbegriff  damals  noch  nicht  allgemein  jene  beherrschende 
und  verbindende  Stellung  einnahm,  wie  er  sie  später  und  wohl  unter 
wesentlicher  Mitwirkung  des  Eindrucks  eben  der  hier  genannten  Pro- 
bleme erreichte. 

9* 
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Speziell  für  die  hypergeometrischen  Funktionen  wurden  diese  Unter- 
suchungen erst  von  den  Herrn  E.  Goursat  und  E.  Papperitz  wieder 
aufgenommen^  wobei  die  leitenden  Gedanken  eben  jene  Riemannschen 
waren,  ohne  daß  natürlich  ein  solcher  Zusammenhang  stattgefunden  hat. 

Nach  Aufstellung  und  Erläuterung  des  eben  besprochenen  Trans- 
formationsproblems wendet  sich  nun  Riemann  in  einer  Einschaltung 
den  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  zu,  und  leitet  nach 
Lagrange  die  adjungierte  Differentialgleichung  ab,  deren  geeignet 
spezialisierte  Lösung  dann  zur  Integration  der  nicht  homogenen  Glei- 
chung verwendet  wird. 

Hieran  knüpft  Riemann  die  Bemerkung,  daß  die  Integrale  einer 
nicht  homogenen  Differentialgleichung  bei  Umläufen  der  unabhängigen 
Variablen  um  singulare  Stellen  sich  im  allgemeinen  bis  auf  ein  lineares 
Aggregat  der  Integrale  der  homogenen  Gleichung  reproduzieren. 

Er  stellt  nun  die  nicht  homogene  Differentialgleichung  für  das  Inte- 
gral eines  hypergeometrischen  Differentialausdruckes  mit  veränderlicher 
oberer  Grenze  wirklich  auf.  Sodann  wird  die  Methode  der  Euler  sehen 
Integration  durch  bestimmte  Integrale  für  eine  homogene  Gleichung 
zweiter  Ordnung  auseinandergesetzt,  und  darauf  hingewiesen,  daß  man 
so  eine  nicht  homogene  Differentialgleichung  erhalte,  wenn  man  bei  der 
Integration  eine  der  Grenzen  veränderlich  läßt.  Dieser  Sachverhalt 
wird  nun  an  den  elliptischen  Integralen  erster  Gattung  erläutert,  und 
gezeigt,  wie  man  die  Differentialgleichung  für  die  vollständigen  ellip- 
tischen Integrale  aus  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  für  das 
Integral  erster  Gattung  erhalten  kann. 

Dadurch  wird  Riemann  auf  einen  Gedanken  geführt,  der,  soviel 
ich  weiß,  in  der  Literatur  bisher  nicht  hervorgetreten  ist.  Er  setzt 
nämlich  die  Lösung  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  in  Ana- 
logie zu  dem  gewöhnlichen  elliptischen  Integral  und  die  Lösungen  der 
homogenen  Gleichung  analog  den  Perioden  des  elliptischen  Integrals 
erster  Gattung.  So,  wie  sehr  viele  Eigenschaften  der  vollständigen  ellip- 
tischen Integrale  erst  aus  der  Betrachtung  des  unbestimmten  Integrals 
als  Funktion  der  obem  Grenze  gefunden  worden  seien,  da  eben  dieses 
eine  sehr  einfache  Funktion  der  obem  Grenze  sei,  ebenso  sei  zu  er- 
warten, daß  viele  Eigenschaften  der  vollständigen  hypergeometrischen 
Integrale  erst  aus  der  Untersuchung  des  unbestimmten  Integrals  eines 
hypergeometrischen  Differentials  als  Funktion  der  obem  Grenze  ge- 
funden werden  würden,  welches  ja  in  der  Tat  eine  viel  einfachere 
Funktion  der  obem  Grenze  sei,  als  die  vollständigen  hypergeometrischen 
Integrale  von  der  unabhängigen  Variablen  der  Differentialgleichung. 

Dieser  Gedanke  wird  dann  übertragen  auf  Differentialgleichungen, 
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welche  durch  bestimmte  Integrale  sich  lösen  lassen,  und  dann  weiterhin 
auf  noch  allgemeinere  Differentialgleichungen,  indem  sich  Riemann  in 
den  Differentialausdruck  eine  passende  Funktion  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen und  eines  Parameters  eingesetzt  denkt,  und  nun  postuliert, 
die  allgemeine  Lösung  der  durch  Gleichsetzung  des  Differentialaus- 
druckes und  des  Substitutionsresultates  erhaltenen  nicht  homogenen 
Gleichung  als  Funktion  des  Parameters  zu  untersuchen,  wodurch  bei 
passender  Wahl  der  substituierten  Funktion  dann  auch  die  Tollständige 
Lösung  der  homogenen  Differentialgleichung  werde  erhalten  werden 
können.  Er  schließt  diese  Auseinandersetzung  mit  der  Bemerkung,  daß 
diese  Transzendenten  eine  sehr  wichtige  RoUe  fÖr  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  spielen,  und  er  mag  dabei  außer  an  die  hyper- 
geometrischen Integrale  an  die  Perioden  der  Ab  eischen  Integrale  ge- 
dacht haben,  mit  deren  Differentialgleichungen  er  sich  ja  eingehender 
beschäftigt  hatte,  wie  außer  aus  dem  schon  früher  erwähnten  Schreiben 
an  Herrn  Prym  und  aus  der  Abhandlung  über  Abelsche  Funktionen 
auch  aus  einem  nachgelassenen  Blatte  hervorgeht,  auf  welchem  er  die 
Änderung  der  Perioden  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattung 
als  Funktion  der  Yerzweigungspunkte  beim  Durchlaufen  geschlossener 
Wege  seitens  der  letzteren  eingehender  untersucht. 

Den  Schluß  der  Vorlesung  bildet  eine  Betrachtung  der  ganzen 
elliptischen  Integrale  als  Funktionen  des  Moduls  und  insbesondere  die 
wirkliche  Durchführung  der  konformen  Abbildung  des  Gebietes  für  den 
Modul  Tc^  durch  das  Verhältnis  der  beiden  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung.  Er  gelangt  dabei  zu  jener  seither  so  wohl 
bekannt  gewordenen  und  so  viel  studierten  Figur  des  Ereibogen- 
vierecks,  welches  in  der  heutigen  Ausdrucksweise  den  Fundamental- 
bereich för  i*  und  der  daraus  entspringenden  Einteilung  des  Gebietes 
der  komplexen  Zahlen  mit  positivem  imaginären  Teil  bildet.  Es  ist 
interessant,  zu  bemerken,  daß  in  dem  gleichen  Jahre  (1859)  die  erste 
ausführlichere  Untersuchung  der  von  Jacobi  bereits  aufgefundenen 
Ausdrücke  für  den  Legen  dreschen  Modul  durch  das  Periodenverhältnis 
von  Hernjite  durchgeführt  wurde. 

Aber  Riemann  versäumt  auch  nicht,  aus  dem  Umstand,  daß  die 
singulären  Werte  Null,  Eins,  Unendlich  des  Moduls  nur  an  der  Grenze 
des  Gebietes  des  Periodenverhältnisses  auftreten,  sowie  daraus,  daß  die 
einzelnen  bei  analytischer  Fortsetzung  entstehenden  Gebiete  des  Perioden- 
verhältnisses die  Halbebene  gerade  einfach  überdecken,  den  Schluß  zu 
ziehen,  daß  jede  Funktion,  welche  nur  an  den  Stellen  Null,  Eins,  Un- 
endlich unstetig  oder  vieldeutig  wird,  in  eine  eindeutige  Funktion  des 
Periodenverhältnisses   übergeht,    wenn   die   ursprüngliche   unabhängige 
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Variable  als  das  Doppelverhältnis  der  vier  Verzweigiingspunkte  eines 
elliptischen  Gebildes  aufgefaßt  wird.  Erst  zwanzig  Jahre  später  ist 
Herr  Klein  bei  seinen  Untersuchungen  über  elliptische  Modulfunktionen 
wieder  auf  diesen  Satz  geführt  worden  und  hat  ihn  mit  besonderer  Be- 
tonung der  allgemeinen  hypergeometrischen  Funktion  neuerdings  aus- 
gesprochen. 

Damit  also  war  zum  erstenmal  an  das  Problem  der  eindeutigen 
Parameterdarstellung  herangetreten,  welches  später  Herr  Poincare  in 
so  allgemeiner  Weise  und  gerade  auf  Grund  Riemannscher  Prinzipien 
gelöst  hat. 

Wir  sind  am  Ende  der  Riemannschen  Vorlesung  angelangt.  Den 
allgemeinen  Gedankengang  und  die  wichtigsten  Beziehungen  zu  den 
heutigen  Fragen  haben  wir  nun  besprochen;  werfen  wir  noch  einen 
Blick  auf  die  Methode  der  Bearbeitung  und  Darstellung. 

Von  den  allgemeinsten  Umrissen  einer  neuen  Funktionsklasse  aus- 
gehend, werden  die  einzelnen  Darstellungen  einer  sehr  speziellen 
Funktion  und  deren  Eigenschaften  einer  eingehenden  Diskussion  unter- 
worfen und  gerade  daraus  neue  Problemstellungen  gewonnen.  Im 
ersten  Teile  sind  es  die  bestimmten  Integrale,  welche  dem  allgemeinen 
Schema  der  P-Funktionen  eingeordnet*  werden,  im  zweiten  Teil  werden 
die  elliptischen  Modulfunktionen  und  die  Integralquotienten  der  hyper- 
geometrischen Reihe  dem  allgemeineren  Problem  der  Umkehrung  von 
Integralquotienten  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ein- 
gefügt, und  eben,  dabei  ergibt  sich  einerseits  Vertiefung  durch  Heran- 
ziehung der  konformen  Abbildung,  andrerseits  der  Ausblick  auf  die 
Theorie  der  nicht  homogenen  Differentialgleichungen,  sowie  die  Mög- 
lichkeit der  eindeutigen  Darstellung  weit  allgemeinerer  Funktionen. 
Es  ist  ein  beständiges  Zusammenwirken  von  Induktion  und  Abstraktion, 
gleich  als  wenn  der  am  einzelnen  geschärfte  Blick  nun  auch  im  wei- 
teren Gebiete  sich  zurechtfindet,  weil  von  vornherein  die  Aufmerk- 
samkeit eine  bestimmte  Richtung  empfangen  hat.  So  tragen  nament- 
lich die  letzten  Abschnitte  der  Vorlesung  das  Gepri^e  unmittelbarer 
Wiedergabe  des  soeben  Gefundenen,  ohne  Rücksicht  auf  die  verhältnis- 
mäßig geringe  Durchbildung  der  'Einzelheiten.  Sie  zeigen  uns  Rie- 
mann  unmittelbar  an  der  Arbeit,  ein  Beispiel,  welches  für  die  großen 
Mathematiker  um  die  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  gewiß  nicht  häufig  ist. 
Damit  lassen  Sie  mich  den  Boden  des  historischen  Berichtes  ver- 
lassen und  zu  der  Frage  übergehen,  in  welcher  Richtung  ein  weiterer 
Ausbau  der  Riemannschen  Ideen  auf  diesem  Gebiete  etwa  noch  er- 
folgen könnte.  Es  ist  ja  bekannt,  daß  schon  Kummer  am  Schlüsse 
seiner  Abhandlung  eine  Reihe  erwähnt,  welche  als  Verallgemeinerung 
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der  6 au ß sehen  Reihe  angesehen  werden  kann.  Herr  Thomae  hat  in 
yerschiedener  Richtung  die  Riemannschen  Methoden  auf  analoge 
Transzendente  angewendet  und  die  Herrn  Appell  und  Goursat  haben 
Funktionen  mehrerer  Variablen  eingeführt^  welche  schon  früher  Herr 
Pochhammer  als  bestimmte  Integrale  untersucht  hatte,  und  welche 
im  wesentlichen  bestimmte  Integrale  zwischen  Verzweigungspunkten 
Yon  Funktionen  sind,  die  sich  von  denen  des  gewöhnlichen  hyper- 
geometrischen Integrals  nur  durch  die  größere  Anzahl  der  Faktoren 
unterscheiden.  Solche  Reihen  hat  dann  besonders  Herr  Picard  be- 
nutzt, um  seine  allgemeine  Theorie  der  automorphen  Funktionen 
mehrerer  Variablen  zu  erläutern.  Er  hat  bei  diesen  die  Frage  nach  der 
eindentigen  Umkehrbarkeit  gestellt  und  erledigt  und  ist  dabei  zur  Ver- 
allgemeinerung der  Schwarzsehen  Resultate  bei  der  Gaußschen  Reihe 
gekommen.  Ausführlich  hat  dann  diese  letzten  Untersuchungen  Herr 
Leyavasseur  dargestellt.  In  der  allerletzten  Zeit  hat  noch  Herr  Hilbert 
den  elliptischen  Modulfunktionen  allgemeinere  an  die  Seite  gestellt, 
welche  für  Zahlkörper,  die  mit  allen  ihren  konjugierten  reell  sind,  eine 
ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die  elliptischen  ModuKunktionen  für  den 
Körper  der  ganzen  Zahlen. 

Aber  nicht  von  diesen  weiteren  Verallgemeinerungen,  von  denen 
manche  weit  über  das  Gebiet  einer  Variablen  hinausgreifen,  will  ich 
ausführlicher  sprechen,  sondern  von  einer  andern,  welche  zwar  im 
engem  Kreise  sich  bewegt,  mir  aber  doch  der  Aufmerksamkeit  wert 
erscheint,  weil  sie  geeignet  ist,  die  Verbindung  herzustellen  zwischen 
den  hier  berichteten  Gedanken  Riemanns  und  jenen,  welche  aus 
der  Theorie  der  Ab  eischen  Funktionen  stammen,  den  ausgezeichneten 
Stellen  des  algebraischen  Gebildes,  seinen  algebraischen  Moduln  und 
den  Moduln  der  zugehörigen  ^-Funktionen. 

Zunächst  wird  man  versuchen,  die  hypergeometrische  Funktion 
dadurch  auf  das  elliptische  Gebilde  zu  übertragen,  daß  man  Integrale 
von  Funktionen  betrachtet,  welche  sich  beim  Umlauf  um  singulare 
Punkte  des  Integranden  und  längs  der  Querschnitte  mit  konstanten 
Faktoren  multiplizieren.  In  der  Tat  scheint  Riemann,  wie  eine  flüch- 
tige Notiz  aus  seinem  Nachlaß  berichtet,  an  eine  derartige  Verall- 
rgemeinerung  gedacht  zu  haben.  Will  man  aber  nun  diese  Integrale, 
in  ähnlicher  Weise  wie  die  hypergeometrischen,  als  Funktionen  der 
einzelnen  singulären  Stellen  des  Integranden  untersuchen,  so  stößt  man, 
abgesehen  von  andern  Umständen,  vor  allem  auf  die  Schwierigkeit,  daß 
diese  singulären  Stellen  nicht  unabhängig  voneinander  veränderlich 
sind,  sondern  sowohl  untereinander  als  mit  den  Multiplikatoren  durch 
gewisse   Relationen   verknüpft   sind.     Eben   diese   Schwierigkeit   stellt 
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eich  in  erhöhtem  Maße  ein;  wenn  man  statt  eines  elliptischen  Gebildes 
solche  höheren  Geschlechtes  heranzieht.  Aus  dieser  Schwierigkeit  weist 
nun  eine  einfache  Bemerkung  den  Ausweg,  welche  zugleich  die  wirk- 
liche Darstellung  der  hypergeometrischen  Funktion  in  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Modulfunktionen  leistet.  Eine  solche  Darstellung  ist  ja 
bereits  Ton  Herrn  Papperitz  im  Anschluß  an  die  Differentialgleichung 
gegeben  worden.  Einfacher  aber  und  zur  weiteren  Verwertung  ge- 
eigneter erhält  man  sie  aus  dem  hypergeometrischen  Integral,  wenn 
man  das  durch  die  vier  Verzweigungspunkte  des  Integranden  bestimmte 
elliptische  Gebilde  heranzieht.  Bei  Einführung  des  zugehörigen  Inte- 
grals erster  Gattung  als  Integrationsyariable  verwandelt  sich  nämlich 
das  Integral  in  ein  zwischen  zwei  Halbperioden  erstrecktes  Integral 
über  ein  Produkt  von  Potenzen  der  vier  gewöhnlichen  Jaco bischen 
^Funktionen.  In  dieser  Gestalt  ist  nun  der  Satz,  mit  welchem  Rie- 
mann  seine  Vorlesung  schloß,  in  seiner  Anwendung  auf  die  hyper- 
geometrische Reihe  auch  durch  eine  bestimmte  und  leicht  zu  hand- 
habende Formel  realisiert,  und  die  ganze  Theorie  der  hypergeometri- 
schen Funktion  läßt  sich  auf  Grund  des  wohlbekannten  und  durch- 
sichtigen Verhaltens  der  0-Funktionen  leicht  entwickeln. 

Aber  dieser  einfache  Ansatz  führt  naturgemäß  weiter  zu  all- 
gemeineren Integralen  auf  dem  elliptischen  Gebilde.  So,  wie  uns  hier 
S,  deren  NuUsteUen  Halbperioden  sind,  entgegentreten  und  die  Inte- 
gration gerade  zwischen  Halbperioden  geführt  wird,  so  kann  man  jetzt 
Integrale  über  Produkte  von  Potenzen  solcher  ^Funktionen  der  Inte- 
gration zugrunde  legen,  welche  an  den  n^  Stellen  verschwinden,  denen 
durch  n  geteilte  Perioden  entsprechen,  also  0  mit  ntel  Charakteristiken, 
und  die  Integration  selbst  wieder  zwischen  singulären  SteUen  des  Inte- 
granden, also  ntel  Perioden,  erstrecken. 

Die  so  gewonnenen  Integrale  lassen  sich  dann  wieder  unter  zwei 
Gesichtspunkten  betrachten.  Einmal  erscheinen  sie  im  wesentlichen 
als  eindeutige  Funktionen  des  Periodenverhältnisses  am  elliptischen  Ge- 
bilde, also  im  Bereiche  der  elliptischen  Modulfunktionen,  das  andere 
Mal  aber  als  polymorphe  Formenschar  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
den  algebraischen  Modulfunktionen,  nämlich  als  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  von  der  Ordnung  «'  mit  Koeffizienten,  welche 
Modulfunktionen  der  Stufe  n  sind,  also  bei  der  Hauptkongruenzunter- 
gruppe modulo  n  ungeändert  bleiben. 

Diese  Funktionen  zeigen  in  vielen  Beziehungen  ein  der  gewöhn- 
lichen hypergeometrischen  Reihe  analoges  Verhalten  und  erweitem  die 
bei  dieser  bekannten,  merkwürdigen  Eigenschaften  in  eigentümlicher 
Weise.     Um  nur  eine  einzelne  derartige  Analogie  weiter  auszuführen, 
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sei  daran  erinnert,  daß  die  hypergeometrische  Funktion  bis  auf  Ver- 
tauschungen der  Exponenten  im  wesentlichen  ungeändert  bleibt,  wenn 
für  die  unabhängige  Variable  der  Reihe  nach  die  sechs  verschiedenen 
Werte  gesetzt  werden,  welche  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten 
annehmen  kann.  Bei  unsem  allgemeineren  Funktionen  ist  nun  der 
Sachverhalt  der,  daß  diese  im  wesentlichen  bis  auf  Exponenten- 
vertauschungen  ungeändert  bleiben,  wenn  auf  das  zur  nten  Stufe  ge- 
hörige algebraische  Gebilde  eine  seiner  Transformationen  in  sich  aus- 
geübt wird.  Für  die  niedersten  Stufen,  n  ««  3  und  n  =  5,  erhält  man 
so  Funktionen,  für  welche  die  linearen  Substitutionen  der  Tetraeder- 
und  der  Ikosaedergruppe  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  jene  erst- 
erwähnten einfacheren  linearen  Substitutionen  der  Gruppe,  welche  die 
Werte  eines  Doppelverhältnisses  ineinander  überführen. 

Es  ist  als  sicher  zu  betrachten,  daß  eine  vollständige  Theorie  der 
hier  angeführten  Funktionen  nach  Art  derjenigen,  wie  wir  sie  für  die 
hypergeometrische  Funktion  besitzen,  insbesondere  die  Untersuchung 
derjenigen  FäUe,  in  welchen  diese  Funktionen  wieder  selbst  auf  alge- 
braische zurückgeführt  werden  können,  von  großem  Interesse  sein 
würde,  schon  deshalb,  weil  wir  an  der  Hand  der  eindeutigen  Dar- 
stellung im  Gebiete  der  elliptischen  Modulfunktionen  alle  Erscheinungen 
bequem  verfolgen  und  mit  den  bekannten  algebraischen  und  gruppen- 
iheoretischen  Verhältnissen  in  Verbindung  bringen  können. 

Aber  unser  Ansatz  reicht  auch  noch  über  das  Gebiet  der  ellip- 
tischen Funktionen  hinaus,  freilich  nicht  mehr  in  so  ausgedehnter 
Weise,  daß  zu  jedem  algebraischen  Gebilde  eine  ins  Unendliche  fort- 
laufende Reihe  von  derartigen  Funktionen,  den  verschiedenen  Werten 
der  Zahl  n  entsprechend,  existiert.  In  der  Tat,  woUte  man  die  im 
vorigen  betrachteten  Integrale  auf  dem  elliptischen  Gebilde  in  seiner 
algebraischen  Gestalt  aufstellen,  so  würde  man  sogleich  erkennen,  daß 
sie  wesentlich  an  das  Vorhandensein  von  solchen  elliptischen  Funktionen 
gebunden  sind,  deren  nte  Wurzeln  am  elliptischen  Gebilde  un verzweigt 
sind.  Solche  Funktionen  aber  gibt  es  für  ein  Geschlecht  größer  als 
eins  nur  in  ganz  speziellen  FäUen  als  wohlcharakterisierte  Einzelwesen. 
Nur  wenn  n»  2  genommen  wird,  hat  man  in  den  von  Riemann  als 
Abelsche  Funktionen  bezeichneten  Funktionen  ein  solches  System 
immer  zur  Verfügung.  Deren  Quadrate  sind  ja  nach  Riemanns  Er- 
klärung proportional  denjenigen  Differentialen  erster  Gattung,  deren 
Nullstellen  paarweise  zusammenfallen,  und  aufs  engste  mit  den  ^-Funk- 
tionen von  ungerader  Charakteristik  verknüpft.  Am  einfachsten  und 
übersichtlichsten  erhält  man  nun  diejenigen  Bildungen,  welche  unseren 
Ansatz  veraUgemeinem,  wenn  man  sich  homogener  Variabler  bedient 
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und  geradezu  die  Formen  erster  Gattung  als  solche  einführt  ^  ein  Vor- 
gehen, dessen  Vorteile  ja  Herr  Klein  schon  in  so  vielen  über  das  alge- 
braische Gebiet  hinausliegenden  Problemen  betont  hat.  Die  in  Rede 
stehenden  Bildungen  werden  dann  bestimmte  Integrale,  bezw.  Doppel- 
umlanfmtegTBle  zwi«dien  «wti  Nnlbtellen  einer  oder  zweier  verschie- 
dener Abelscher  Formen  über  einen  Integranden,  welcher  ein  Produkt 
von  Potenzen  der  einzelnen  Abelschen  Formen  ist,  deren  Exponenten 
zur  Summe  1  haben.  Als  Differential  ist  dabei  die  von  Klein  mit 
d(o  bezeichnete  überall  endliche  Differentialform  von  der  Dimension 
—  1   zu  verwenden. 

Die  Gesamtheit  dieser  Integrale  mit  gleichen  Ezponentensystemen 
der  Integranden  muß  nun  wieder  durch  eine  endliche  Anzahl  linear- 
unabhängiger darstellbar  sein  und  eine  ganze  Reihe  analoger  Erschei- 
nungen zeigen  wie  diejenigen,  welche  wir  auf  dem  elliptischen  Gebilde 
konstatiert  haben,  wenn  man  sie  als  Funktionen  der  Moduln  des 
algebraischen  Gebildes  auffaßt.  Insbesondere  läßt  sich  erwarten, 
daß  die  Beziehungen  zu  den  Moduln  der  zugehörigen  @-Funk- 
tionen  und  derjenigen  linearen  Periodentransformationen,  welche  die 
Charakteristiken  der  @- Funktionen  ungeändert  lassen,  von  besonderem 
Interesse  sein  werden. 

Diese  Erwartung  erscheint  um  so  berechtigter,  als  schon  der  nächst- 
liegende Fall,  welcher  dem  Geschlechte  2  entspricht,  in  dieser  Rich- 
tung ein  bemerkenswertes  Verhalten  aufweist.  Hier  nämlich  sind  die 
zu  betrachtenden  Integrale  nicht  verschieden  von  denen,  die  bei  der  Inte- 
gration der  Tissot-Pochhammerschen  Differentialgleichung  auftreten. 
Es  sind  Integrale  zwischen  den  Verzweigungspunkten  eines  Produktes 
von  Potenzen  von  sechs  linearen  Faktoren.  Jeder  einzelne  solcher 
vertchwindet  an  einer  VerzweigungssteUe  des  hyperelliptischen  Ge- 
bildes. Und  nun  zeigt  sich  bei  genauerer  Untersuchung,  daß  diese 
Integrale  ebenso  eindeutige  Funktionen  der  zum  hyperelliptischen  Ge- 
bilde gehörigen  drei  Thetamoduln  sind,  wie  die  gewöhnliche  hyper- 
geometrische Funktion  eindeutige  Funktion  des  zum  elliptischen  Gebilde 
gehörigen  Thetamoduls  ist.  Diese  Darstellung  läßt  sich  allerdings  nicht 
so  unmittelbar  auch  formell  in  Evidenz  setzen,  wie  bei  der  gewöhn- 
lichen hypergeometrischen  Funktion,  aber  gerade  die  notwendige  Einzel- 
untersuchung fuhrt  auf  interessante  Eigenheiten  der  Monodromiegruppe 
der  hyperelliptischen  Funktionen,  worauf  ich  jedoch  hier  ohne  weit- 
läufig zu  werden  nicht  eingehen  kann. 

Aber  auch  mit  den  Riemannschen  Gedanken  über  nicht  homogene 
Differentialgleichungen  lassen  sich  diese  Ansätze  in  Beziehung  bringen, 
wenn  man  statt  der  bestimmten  Integrale  die  zugehörigen  unbestimmten 
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Integrationen  ins  Auge  faßt.  Endlich  wird  es  benifai  im  elliptischen. 
Fall  von  Interesse  sein,  auch  die  durch  die  hier  betrachteten  Intdgnde 
vermittelte  konforme  Abbildung  zu  studieren. 

Mit  dem  Hinweis  auf  diese  weiteren  Probleme  lassen  Sie  mich 
schließen.  Wenn  auch  die  Bearbeitung  dieser  Funktionen  fürs  erste 
dem  Gebiete  der  Einzelforschung  angehört,  so  dürfen  wir  doch  nicht 
vergessen  —  und  die  größten  Meister  der  Wissenschaft  haben  oft 
und  mit  Nachdruck  darauf  hingewiesen  — ,  daß  gerade  die  Ver- 
folgung der  erst  nur  interessant  erscheinenden  Einzeißllle  unsere  Kräfte 
stärkt,  die  Durchbildung  unserer  Methoden  erzwingt  und  dadurch  uns 
erst  zu  wirklichem  Fortschritt  ins  Allgemeine  befähigt.  Denn  trotz  der 
deduktiven  Gestalt,  welche  wir  unsem  Resultaten  geben,  können  wir 
auf  den  induktiven  Weg  auf  die  Dauer  so  wenig  vei^ichteH,  wie  alle 
andere  menschliche  Wissenschaft. 


C.  Vortrage  in  den  Sektionssitznngen. 

I.  Sektion. 


Über  die  Auflösung  der  GleichuDgen  6**"  Grades. 

Von 
P.  Gordan  aus  Erlangen. 


Herr  Klein  hatte  die  6üte^  mich  auf  die  Arbeiten  aufmerksam 
zu  machen^  welche  die  Herren  Wiman  und  Lachtin  in  den  Math. 
Annalen  Bd.  47  und  51  yeröffentlicht  haben.  Wiman  stellt  eine 
Gruppe  von  360  KoUineationen  ^  auf,  welche  den  geraden  Substitu- 
tionen von  6  Elementen  isomorph  ist;  sie  führen  6  gewisse  Kegelschnitte 

ineinander  über. 

Diese,  ich  will  sie  konjugiert  nennen,  sind  so  beschaffen,  daß  die 
Determinanten  der  Aggregate 

von  je  2  unter  ihnen  den  Wert 

besitzen.     Schreibt  man   die  K  in  der  Normalform,   bezogen  auf  das 
gemeinsame  Polardreieck  von  K^  und  K^,  so  wird 

K^  =  r'  (a?!*  +  x^^  +  Xj*)  +  l^älr  (  x^x^  +  x^x^  +  ^1^2) 
JS:^  =  r*  (xj*  +  a:,*  +  x^^  +  V^\r{  x^x^  -x^x^  —  x^  x^) 
-K5  «  r*  (rci*  +   rcj*  +    X,*)  +  1/3'  r  (-  x^x^  +  x^x^  —  x^  x^) 

Die  Gleichung  &^  Grades  G,  welche  die  Kuben  der  Formen  K  zu 
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Wurzeln  hat,  ist  die  Normalform  der  allgemeinen  Gleichung  6****  Grades. 
Hierbei  ist 

4r--y3l+iy5;;     4s  =«  -  y3|  -  i}/5|. 

Diejenigen  Formen,  welche  sich  bei  den  Kollineationen  ^  nicht 
ändern,  bezeichnen  wir  mit  0.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung  G 
sind  solche  Formen  O  u.  a. 

Die  Ko Varianten  von  /'  sind  gleichfalls  *,  die  einfachsten  sind: 

1.  die  Hessesche  Form  ^l    )  =  ö*«it«^2%(^^i^8)*- 

Au8  f  und  ip  bilden  wir  zunächst  die  Zwischenform 

(/•9«)»=m/ 
und  hieraus 

2.  die  Form  t  Q  -  (Yy^Y- 

3.  die  Funktionaldeterminante  R  =»  (ffptl^)* 

9  und  ^  sind  gerade  Koyarianten;  R  ist  eine  ungerade.    Wim  an  hat 
den  Satz  bewiesen: 

„Die  geraden  9  sind  ganze  Funktionen 

und  die  ungeraden  sind  Produkte 

u.  a.  sind   die  Koeffizienten   der  Gleichung  6**"  Grades  O  Funktionen 
F{f,  9,  ^)  und  U«  gleichfalls. 

Wir  nennen  die  Verhaltnisse  der 

Yalentinerirrationalitäten  und  die  Quotienten 

Valentinerparameter. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  6**^  Grades  ist  hierdurch  auf  die 
Aufgabe  zurückgeführt: 

„Die    Yalentinerirrationalitäten     sollen     aus     den    Valentiner- 
parametem  berechnet  werden." 

Um  sie  zu  lösen,  stellt  Herr  Lachtin  3  partielle  Differential- 
gleichungen auf. 

Die  Partikularlösungen  sind  die  Quotienten 
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und  die  Koeffizienten   gerade  Eo  Varianten  H  von  f.     Diese   H  sind 
Formen  9,  also  ganze  Funktionen 

Herr  Klein  hat  mich  nun  aufgefordert,  diese  F  zu  berechnen, 
oder  mit  anderen  Worten,  die  Differentialgleichungen  des  Herrn 
L achtin  so  umzuformen,  daß  darin  nunmehr  nur  noch  ganze 
Funktionen  F  der  Valentinerparameter: 

-  =  (S-fiy=^l)/-V;   t.-=6(^^  +  i}/-i5|)V-»* 

auftreten;   ebenso  soll  die  Gleichung  6'**'  Qrades  in  den  Koeffizienten 
nur  F{v^w)  enthalten. 

£s  würde  hier  zu  weit  führen,  wenn  ich  Ihnen  ausführlich  die 
Rechnungen  auseinandersetzte,  welche  mich  zum  Ziele  geführt  haben; 
ich  bitte  Sie  aber,  mir  einige  Worte  über  die  dabei  angewandte  Me- 
thode zu  gestatten.  Zunächst  sagte  ich  mir,  das  System  S  einer  all- 
gemeinen temären  Form  vom  6'®°  Orade  ist  viel  zu  umfangreich,  als 
daß  ich  es  unternehmen  könnte,  es  aufzustellen  und  die  Relationen 
zwischen  den  Kovarianten  zu  bestimmen.  Es  muß  daher  der  Umstand 
benutzt  werden,  daß  nur  gewisse  Kovarianten  zu  berechnen  sind  und 
daß  wir  es  mit  einer  speziellen  Form 

ZU    tun    haben.     Bei  genauerer  Prüfung  ergab    sich,   daß  nur  2  Teil- 
systeme von  S  vorkommen: 

1.  die  Formen,  welche  vom  temären  kubischen  Formensystem 
übernommen  sind, 

2.  die  Formen,   welche   durch  Faltung   der  Hesseschen  Form 
entstehen,  und  ihre  Überschiebungen  mit  den  ersteren. 

Von  besonderem  Nutzen  war  mir  bei  meinen  Untersuchungen  diese 
Erweiterung  des  Wimanschen  Satzes: 

,J)ie  Zwischenformen  Z  von  /*,  welche  in  den  u  quadratisch 
sind,  sind  Aggregate  der  6  einfachsten  Z.  Die  Koeffizienten  sind 
Formen  * ." 

Die  Resultate  lauten: 
I.  Die  Gleichung: 

+^(«(68}/3!r-|- 203)-6l/3i(l6r-3y3l)v  +  3(4>^lr- l)t;«)rc« 

+ j  (72>^|  m;  ~  170r  -  207  }/3j  +  2  ]/3i  (10}/3|  r -h  127)  t;  -  120s»t;«)  a? 

.      -5y3J5»(3V3ist;+l)'  =  0 
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hat  die  Wurzeln 

30«  „j 

f 
II.  Setzt  man 

a,i-3-t>  +  2t>*;      o„-=  3  -  »  —  2»*;      a„  =  3  -  6»  -  »»+ 2»»; 
o„=-9  — ll»  +  25»»-6»«;      a,^=-9  +  30»-43»»+6t»; 
fl^_9-llt>  +  2t>»;      fl„=27-72»  +  39ü»-10t;»; 
o«-9  —  18t)  +  13»*+  12»*; 
6  =  -  18«;»+  18 (+  »)«;»+  3(a„a„-  54(1  -  »)»-  4a,j»)  +  «««„ 

*.(y)  -  5y  +  12  (2  -  5»)|J  +  2  (4 (159  -  370»  +  65»»)  -  75«;)  || 

»,(y)=  132 11  +  8(273-95»)!,;- 

Ä,(y)-6.870|J, 

80  haben  die  Differentialgleichungen         * 

506 ^'J,  +  \(y)  {w  -  a„)  +  -J-Ä^Cy)  (6»«;-  a„) 

+  ^h{y)  (-  6«-*+  36(1  -»)«;  +  a„a„-  54(1  -  »)*)  -  0 

-  20fc((5r  -  21)^.  +  3  Ay  +  Ä,(y)  (3a,, «•  -  o,,) 

+  Ä,(y)  (3«;«  -  9(1 -»)«;  + o^,»)  + 1 /j,(»  (ojs«;  -  Os,a„)  -  0 

-•*((6.-21).U+6(5.-21)4-/-  +  9|-.^-S|^) 

+  *i(»)(-6f?M;*+3a,iW;— a,ja55)+Ag(y)(3(3— i;)M;*-(rij5+3as5t;)tr 

+  «»»«88«^)  + 18 '^»(y)  (3a»i  «86^-0  =  0 
die  Partikularlösungen 

ff'  W\'  P?' 


Zum  Kontinuum-Problem .*) 

Von 
J.  König  aus  Budapest. 


1.  Es  sei  Jfj,  M^j  Jfj,  •  •  •  eine  abzählbar  unendliche  Folge  be- 
liebiger Mengen,  deren  Mächtigkeit  wir  mit  VXiyVX^y  tttj, . . .  bezeichnen. 

Mit  Hilfe  dieser  Mengenfolge  definieren  wir  zwei  neue  Mengen. 

Die  Summe  der  abzählbar  unendlichen  Mengenfolge,  in  symbo- 
lischer Bezeichnung: 

bedeute  jene  Menge,  die  durch  Zusammenfassung  aller  Elemente  Ton 
M{y  M^y  M^y ' ' '  entsteht,  wobei  die  verschiedenen  Mengen  angehörigen 
Elemente  immer  als  voneinander  verschieden  anzusehen  sind.  Die  Mäch- 
tigkeit von  S  bezeichnen  wir  mit  B, 

Das  Produkt  der  abzahlbar  unendlichen  Mengenfolge,  in  symbo- 
lischer Bezeichnung: 

bedeute  jene  Mengen,  deren  Elemente  alle  Komplexe 

sind,  wo  a^  ein  beliebiges  Element  der  Menge  M.  sein  kann;  es  enthält 
demnach  jedes  fi  ein  und  nur  ein  Element  jeder  beliebigen  Menge  der 
Folge.  Es  wird  bequem  sein,  a^  als  i-ten  Index  des  Elementes  fi  zu 
bezeichnen.     Die  Mächtigkeit  von  P  sei  f. 

Sind  insbesondere  alle  M^  identisch  »  M,  so  wird  statt  P  in  der 
gebräuchlichen  Bezeichnung  M^^   geschrieben. 

Wir  beweisen,  daß,  wenn  die  Mengen  M^,  •  •  •  transfinit 
sind**),  immer  die  Beziehung 

*)  Ffli  die  hier  benutzten  Begriffe  und  Sätze  sind  die  Arbeiten  Georg  Cantora, 
des  Schöpfers  der  Mengenlehre,  einzusehen.  Insbesondere :  „Beiträge  zur  Begründung 
der  transfiniten  Mengenlehre,  I.  und  11"  (Math.  Annalen,  Bd.  46  und  49). 

Vgl.  femer  A.  Schoenflies:  „Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiten" (Jahresber.  d.  Deutschen  Math.-Ver.  VIII.  2). 

**)  Der  Satz  ist  allgemeiner.     Es  besteht  (1)  dann  und  nur  dann,  wenn  p 
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0^1I^0««  (1) 

besteht. 

Eine  Teilmenge  von  P,  die  «^  jS  ist,  kann  in  der  Tat  leicht  an- 
gegeben werden.  Man  wähle  zu  diesem  Zweck  ans  jedem  M^  ein  be- 
stimmtes Element  ß^y  und  ändere  in 

immer  nnr  einen  Index,  z.  B.  den  Ä;*~,  fiir  welchen  jedes  Element  von 
Mj^  zu  setzen  ist,  mit  Ausschluß  von  ßj^.  Die  durch  Mutation  des  k^^ 
Index  entstandene  Menge  der  fi  ist  augenscheinlich  der  Menge  Jlf^,  mit 
Ausschluß  des  Elementes  /S^^,  äquivalent,  also,  da  M^  transfinit  ist^  auch 
oo  Mj^,  Die  Gesamtheit  der  so  definierten  fi  ist  eine  Teilmenge  von 
P  und  ~  Ä 

Noch  leichter  ist  der  zweite  Teil  der  in  (1)  enthaltenen  Behauptung 
zu  erhärten.  Wenn  man  in  S^^  als  k^^  Index  nicht  alle  Elemente 
von  Sy  sondern  nur  diejenigen  zuläßt,  die  Elemente  von  Mj^  sind,  so 
erhält  man  unmittelbar  eine  Teilmenge  von  S?«,  die  «^  P  ist. 

Aus  (1)  folgt  noch,  indem  man  zur  K^****  Potenz  erhebt: 

und  hieraus  infolge  des  Aquivalenzsatzes: 

f  ^0  =  ij««,  (2) 

2.  Es  soll  nun  weiter  vorausgesetzt  werden,  daß  die  Mächtig- 
keiten der  Mengen  M^  durchweg  wachsen,  das  heißt  immer 

ist.  Wir  beweisen,  daß  in  diesem  Falle  niemals  )l  » $^  also 
wegen  (1)  immer 

V>^  (3) 

ist. 

Anders  ausgedrückt:  Die  Äquivalenz  P  r^  S  ist  unter  den  jetzt 
festgestellten  Bedingungen  unmöglich.  In  der  Tat  führt  diese  Annahme 
zu  einem  Widerspruch. 

Soll  nämlich  zwischen  P  und  S  eine  ausnahmslos  ein-eindeutige 
Beziehung  bestehen,  so  müssen  auch  die  in  S  enthaltenen  Elemente  von 
Mj^  entsprechende  Elemente  von  P  bestimmen.  Die  in  diesen  Elementen 
zur  Verwendung  gelangenden  h  +  1^°  Indizes  bilden  also  eine  Menge, 
deren  Mächtigkeit  höchstens  llt;^  ist.    Die  k  -\-  V^^  Indizes  der  Elemente 


tranflfinit  ist.     Wir  beschränken  uns  der  Kürze  wegen  auf  den  oben  angegebenen 
FaU, 

Verh.  d.  IIL  Internat  lUthem.-Kongr.  Heidelberg  1904  10 
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von  P  sind  aber  aus  der  Menge  M^^^  zu  wählen,  deren  Mächtigkeit 
m^t^i  >  m^  ist.  Es  gibt  demnach  eine  Teilmenge -Äf^^^j  von  Jf^^^j,  die 
bei  der  Bildung  jener  Elemente  von  P,  die  Elementen  yon  Mj^  ent- 
sprechen,  gar  nicht  zur  Verwendung  gelangt. 

Bildet  man  also  solche  Elemente  von  P,  in  denen  vom  zweiten 
Index  ab  Elemente  von  M'^y  M\,  •  •  •  benützt  werden,  so  kann  ein 
solches  bei  der  angenommenen  Aquivalenzbeziehung  keinem,  in  irgend 
einem  3f^  enthaltenen  Elemente  entsprechen.  D.  h.  die  angenommene 
Aquivalenzbeziehung  ist  als  unmöglich  erwiesen. 

3.  Ist  A^  irgend  eine  wohlgeordnete  Menge  von  der  Mächtigkeit 
K^,  so  gibt  es  nach  den  bekannten  Grundsätzen  der  Gantorschen  Theorie 
eine  abzählbar  unendliche  Folge  wohlgeordneter  Mengen 

A  A  A  ... 

so  daß,  wenn  wir  die  ihnen  entsprechenden  Mächtigkeiten  mit 

bezeichnen, 

^/<  <  *//  +1  <  ^«  +2  <   •  •  • 

ist. 

Wir  bilden  nun  die  Mengen  iS  und  P  in  bezug  auf  diese  Folge 
wohlgeordneter  Mengen.  S  ist  jetzt  eine  abzählbar  unendliche  Folge 
wohlgeordneter  Mengen,  also  selbst  eine  wohlgeordnete  Menge,  deren 
Mächtigkeit  entsprechend  mit  i5  =  fc<^^.^  bezeichnet  wird. 

Dann  ist  wegen  )l  >  d  auch 

Da  aber  für  das  Eontinuum 

kann  das  Eontinuum  keiner  wohlgeordneten  Menge  vom  Cha- 
rakter «^^„  äquivalent  sein. 

Der  einfachste  Fall  ergibt  die  Nichtabzählbarkeit  des  Kontinuums. 

4.  Herr  Bernstein*)  hat  den  allgemeinen  Satz 

aufgestellt,  aus  dem,  wenn  man  voraussetzt,  daß  das  Kontinuum  irgend 
einer  wohlgeordneten  Menge  A^^  von  der  Mächtigkeit  Ä^,  äquivalent  ist; 
und  »^=0^*^+0,  gesetzt  wird, 

^;,  +  c«^'*''  ^;*  +  ai^/i=^/.+«, 

*)  Felix  Bernstein,  UnterBuchangen  aus  der  Mengenlehre.  Inaug.-Disser- 
tation.     Göttingen  1901.    pag.  49. 


C.  Vorträge  in  den  Sektionesitzungen    König.  147 

folgen  würde.  Die  Annahme,  daß  das  Kontinuum  einer  wohlgeordneten 
Menge  äquiyalent  ist,  wäre  also  gewiß  falsch,  wenn  der  Bemsteinsche 
Satz  allgemein  richtig  wäre.  Leider  hat  jedoch  dessen  Beweis  eine 
wesentliche  Lücke,  da  für  K^  und  jede  der  ohen  betrachten  „singulären" 
wohlgeordneten  Mengen,  die  Annahme,  daß  jede  abzählbare  Teilmenge 
in  einem  Abschnitte  der  ganzen  Menge  liegt,  nicht  mehr  statthaft  ist. 

Ich  erwähne  dies  yor  allem,  um  den  Schluß,  den  ich  in  meinem 
Eongreßvortrage  unter  Annahme  der  Richtigkeit  des  Bemsteinschen  Safees 
aus  diesem  zog,  ausdrücklich  zurückzunehmen. 

Doch  glaube  ich,  daß  die  Sache  noch  außer  der  historischen  Treue 
ein  gewisses  Interesse  bietet. 

Wäre  nämlich  umgekehrt  das  Kontinuum  keiner  wohlgeordneten 
Menge  äquivalent,  also  größer  als  jede  wohlgeordnete  Menge,  so  würde 
aus 

2^  >  «, 
immer  auch 

»/o«  2^0  ««^2^0,  (B.) 

der  Bemsteinsche  Satz  folgen. 

Dieser  formuliert  also  geradezu  das  Eontinuumproblem  in  neuer 
und  nicht  uninteressanter  Weise. 

Ist  (B.)  allgemein  richtig,  so  kann  das  Kontinuum  keiner  wohl- 
geordneten Menge  äquivalent  sein.  Kann  man  aber  (B.)  auch  nur  für 
ein  K  als  falsch  erweisen,  so  muß  das  Kontinuum  einer  wohlgeordneten 
Menge  äquivalent  sein. 

Insbesondere  wird  das  Kontinuum  in  der  abzählbaren  Folge 

enthalten  sein  oder  nicht,  je  nachdem  K„^o  größer  oder  gleich  2^«  ist. 


16 


Ein  Beitrag  zum  Fermatschen  Satze. 

Von 
A.  Capelli  aus  Neapel. 


L 

1.   In  der  Fermatschen  Gleichung 

a*-i«l  +  «6,  (1) 

wo  a  und  h  Primzahhlen  sind,  läßt  sich  die  ganze  Zahl  u  bezeichnen 
durch 


.--(•-^■). 


indem  man  mit  E{x)  die  größte  natürliche  Zahl  versteht,   welche   in 
irgend  einer  positiven  Zahl  x  enthalten  ist. 

Ich  will  hier  zeigen,  wie  man  die  Größe  Ey   ^   j  in  sehr  einfacher 
Weise  rational  und  ganz  durch  die  Großen: 

ausdrücken  kann. 

Schreibt  man  die  Fermatsche  Gleichung  in  der  etwas  symmetrischeren 
Gestalt 

so  gilt,  wie  wir  im  folgenden  beweisen  werden,  für  die  entsprechende 
Größe 

die  Gleichung 

^-i+K^>^C-^)>        ^^  (I) 

und  aus  dieser  laßt  sich  der  gewünschte  Ausdruck  von  Ey^-^j 


un- 
mittelbar entnehmen: 


«(^.-)-»['+^(^)+^(^')]-'-' 
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2.  Versteht  man  unter  ^{x)y  wie  gewöhnlicli^  die  Anzahl  der  Zahlen, 
welche  kleiner  als  x  und  zu  x  relativ  prim  sind,  so  kann  man  der  so- 
genannten verallgemeinerten  Fermatschen  Gleichung: 

«»<*)- 1  + «6, 

wo  a  und  h  relative  Primzahlen  sind,  die  symmetrischere  Gestalt  geben: 

a9(*)  +  6^«)  =  1  +  Aah, 

und  man  hat,  als  Verallgemeinerung  der  entsprechenden  obigen  Gleichung: 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  dann  leicht  der  Ausdruck  von  a: 

n. 

1.   Im  folgenden  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol 

den  positiven  Rest  von  irgend  einer  ganzen  Zahl  x  in  bezug  auf  den 
Modul  a.  Sind  also  a  und  b  relative  Primzahlen,  so  hat  man  wegen  des 
Fermatschen  Satzes: 

[«^*)]»-[6^->]a- 

Es  besteht  nun  eine  sehr  einfache  Beziehung  auch  zwischen  den  zwei 
Größen 

und  eben  an  diese  Beziehung  läßt  sich  der  Beweis  der  oben  angeführten 
Formeln  (I)  und  (I)'  anknüpfen. 
Da  die  Summe 

für  jeden  positiven  ganzzahligen  Wert  von  A,  wie  man  leicht  erkennen 
kann,  durch  das  Produkt  ah  teilbar  ist,  schreibe^  wir 

wo  Mj^^  eine  von  X  abhängende  ganze  positive  Zahl  ist.  Aus  dieser 
Gleichung  kann  man,  wenn  man  beachtet,  daß 

die  Folgerung  ziehen,  daß: 

a^6  +  6^a  -  1  >  Mj,ah 
und  hieraus 
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Aus  dieser  Ungleicliheit  geht  nun,  im  Falle  A  »  1,  die  Gleichung  hervor: 

Es  besteht  also  die  Relation 

a  [a^*)-i],  +  6[6^«)-i]^«  1  +  a&.  (II) 

Sind  a  und  h  Primzahlen,  so  hat  man  insbesondere 

2.  Wenn  man  nun  die  Gleichungen: 

respektive  mit  a  und  &  multipliziert  und  addiert,  so  erhält  man,  mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  (II): 

^.>  +  6«.. =.  +  «!,  [i  +  £(-'';':^) + b('-!^')], 

was  eben  zu  beweisen  war. 


über  die  Bestimmung  der  linearen  Teiler 
einer  algebraischen  Form. 

Von 
F.  HocEVAR  aus  Graz. 


In  den  zahlreichen  Arbeiten  über  die  linearen  Teuer  der  Formen 
beschäftigte  man  sich  bisher  in  der  Regel  nur  mit  solchen  Formen, 
deren  sämtliche  Faktoren  linear  sind.  Den  Gegenstand  meines  Vor- 
träges  bilden  nun  beliebige  Formen,  somit  auch  solche,  welche  irre- 
duktible  Faktoren  verschiedener  Grade  enthalten,  und  ich  will  auf  zwei 
verschiedenen  Wegen,  welche  allerdings  zum  Teil  zusammenfallen,  zeigen, 
wie  man  die  linearen  Faktoren  solcher  Formen  bestimmen  kann. 

§  1.  Nach  beiden  Methoden  muß  zunächst  die  gegebene  Form 
von  ihren  vielfachen  Faktoren  befreit  werden.  Zu  diesem  Zwecke  sieht 
man  nach,  ob  die  Form  eine  Variable  enthält,  deren  höchste  Potenz 
von  gleichem  Grade  ist  wie  die  Form.  Ist  keine  solche  Variable  vor- 
handen, so  kann  man  durch  eine  umkehrbare  lineare  Substitution  be- 
wirken, daß  einige  oder  auch  sämtliche  Variable  der  erwähnten  Forde- 
rung genügen.  Ich  kann  also  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  daß  die  vorgelegte  Form 

F{x^yX^,'"Xf)y        n>2, 
wenn  sie  vom  p^^  Grade  ist,  auch  das  Glied  mit  a:/  enthält. 

Dividiert  man  nun  die  Form  F  durch  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  der  Form  und  ihrer  Ableitung  nach  x^j  so  erhält  man,  wie  ich 
vor  kurzem  bewiesen  habe*),  eine  Form 

fyx^j  rCjj,  •  •  •  x^y 

welche  dieselben  irreduktiblen  Faktoren  enthält  wie  JP,  jedoch  jeden  nur 
in  der  ersten  Potenz.    Es  genügt  also  die  linearen  Faktoren  der  letzteren 


*)  Ho6eyar,  Über  die  Zerlegburkeit  algebraischer  Formen  in  lineare  Fak- 
toren, Wiener  Sitzungsberichte,  Februar  1904,  pag.  409—428. 
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Fonn  zu  bestimmen;  und  man  hat  dann  nur  noch  ihre  Multiplizität  in 
der  ursprünglich  gegebenen  festzustellen. 

Die  so  erhaltene  Form  f  ist  zu  ihrer  Ableitung  nach  x^  teilerfremd. 

§  2.  Die  erste  der  beiden  Methoden  zur  Bestimmung  der  linearen 
Teiler,  welche  ich  hier  mitteilen  will,  beruht  auf  folgendem  Satze: 

I.   Kennt  man  ein  spezielles  Wertsystem 

x^^a^    (i  =  l,2,...  w), 

für  welches  ein  linearer  Teiler  der  Form  f  verschwindet  und 
alle  übrigen  (linearen  und  nichtlinearen)  Teiler  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  ist  hierdurch  jener  lineare  Teiler  bestimmt 
und  zwar  ausgedrückt  durch 


x-m. 


Der  Zeiger  Null  soll  hier  und  im  folgenden  andeuten,  daß  die  Variablen  x 
durch  die  speziellen  Werte  a  ersetzt  sind. 
Beweis.    Es  sei 


U^^C^Xi 


der  lineare  Teiler  der  Form  f,  welcher  für  a:^  ■«  a^  (i=-  1,  2,  •  •  •  n)  ver- 
schwindet.   Ist  nun 

somit 

ä^  "  "äs;  +  ^.-^^^ 

so  folgt  durch  die  Substitution  a:^  =  a^  (i  =  1 ,  2,  •  •  •  n) 
und  da  nach  der  Voraussetzung  v^^O  ist, 

^0  fei  •\^*./o 

Damit  ist  der  Satz  I  bewiesen,  da  bei  der  Bestimmung  eines 
Teilers  ein  konstanter  Faktor  nicht  in  Betracht  kommt.  Für  n  »  3 
hat  dieser  Satz  folgende  geometrische  Bedeutung  (und  eine  analoge  für 
«-4): 

Hat  die  Kurve  /*  =  0  einen  geradlinigen  Zweig  und  kennt  man 
die  Koordinaten  x^ »  a^  irgend  eines  seiner  Punkte,  durch  welchen  kein 
anderer  Zweig  der  Kurve  hindurchgeht,  so  ist  hierdurch  die  Gleichung 
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jenes  geradlinigen  Zweiges  bestimmt;  es  ist  die  Gleichung  der  Tangente 
an  die  Kurve  f^O  mit  dem  Punkte  x^  =  a^  als  Berührungspunkt. 

§  3.    Um  nun  sämtliche  linearen  Teiler  der  Form  f  zu  bestimmen^ 
setze  man  in  der  Gleichung  /* »  0 

Die  Werte  a  seien  so  gewählt^  daß  die  entsprechenden  Werte  von  x^^ 
d.  L  die  Wurzeln  der  Gleichung 

welche  mit 

bezeichnet  werden  sollen,  voneinander  verschieden  sind.  Dies  ist  stets 
möglich,  ja  sogar  im  allgemeinen  der  Fall,  da  f  zur  Ableitung  nach  x^ 
teilerfremd  ist  und  die  Diskriminante  der  obigen  Gleichung  für  oo"'^ 
Wertsysteme  der  a  von  NuU  verschieden  ist  und  nur  für  oo""' 
Wertsysteme  verschwindet. 

Hat  nun  die  Form  f  einen  linearen  Teiler,  so  verschwindet  der- 
selbe für  eines  der  Wertsysteme 

(A-l,2,...m) 

und  alle  anderen  Teiler  der  Form  sind  für  dasselbe  Wertsystem  von 
Null  verschieden.  Somit  ist  nach  dem  Satze  I  der  lineare  Teiler  mit 
einem  der  Ausdrücke 


a=i,2,-.».) 


identisch.  Das  gleiche  gilt  von  jedem  anderen  linearen  Teiler.  Man 
erhalt  somit  sämtliche  linearen  Teiler  der  Form  /*,  indem  man  aus  den 
eben  berechneten  linearen  Ausdrücken  jene  herausgreift,  welche  Teiler 
der  Form  f  sind,  was  sich  durch  direkten  Versuch  feststellen  läßt. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  ist,  wie  man  sieht,  sehr  einfach 
und  führt  stets  zum  Ziele.  Es  haftet  ihm  jedoch  die  Unbequemlichkeit 
an,  daß  der  erforderliche  Rechnungsaufwand  und  insbesondere  der  Grad 
der  aufzulösenden  Gleichung  vom  Grade  der  Form  und  nicht  von  der 
Anzahl  der  linearen  Teiler  abhängt.  Wenn  also  z.  B.  eine  Form  w*^ 
Ghrades  keinen  linearen  Teiler  besitzt,  so  muß  man,  um  dies  nach  un- 
serem Verfahren  zu  konstatieren,  dennoch  eine  Gleichung  tn^  Grades 
auflösen,  die  entsprechenden  m  linearen  Ausdrücke  berechnen  und  die 
Form  durch  jeden  derselben  dividieren. 

§  4.     Von  diesem  Mangel  ist  die  zweite  Methode  frei,  welche 
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abo 


Dann  ist 


auf  gewissen  Eigenschaften  der  Hesseschen  Determinante  beruht.  Da 
für  das  Zerfallen  einer  quadratischen  Form  in  lineare  Faktoren  not- 
wendig ist  und  hinreicht,  daß  alle  dreizeiligen  Minoren  ihrer  Deter- 
minante, somit  auch  ihrer  Hesseschen  Determinante  verschwinden,  so 
ist  die  Vermutung  gerechtfertigt,  daß  auch  bei  Formen  höherer  Grade 
das  Vorhandensein  linearer  Teiler  durch  die  dreizeiligen  Minoren  ihrer 
Hesseschen  Determinante  angezeigt  wird.   In  der  Tat  bestehen  die  Sätze: 

n.  Jeder  lineare  Teiler  einer  Form  ist  zugleich  ein  Teiler 
aller  dreizeiligen  Minoren  ihr^r  Hesseschen  Determinante. 

Beweis.    Es  sei 

^  ±  faxf,Jyr  =^  H  +  Ku  +  Lu'  +  Mu\ 

Darin  bedeuten  H,  Ky  L,  M  leicht  zu  berechnende  Formen,  von  denen 
die  erste  identisch  verschwindet.*) 

in.  Jeder  nichtlineare  Teiler  einer  Form,  welcher  zugleich 
ein  Teiler  aller  dreizeiligen  Minoren  ihrer  Hesseschen  Deter- 
minante ist,  läßt  sich  in  lineare  Faktoren  zerlegen. 

Beweis.  Mit  Benutzung  der  im  §  3  bestimmten  Nullstellen  der 
Form  /'  erhält  man  aus  der  Oleichung  /*  =  0  für  x^  die  Potenzreihen 

(A  =  l,2,...m). 
Es  sei  nun  v  ein  Teiler  V^  Grades  von  /)  also  etwa 

Dann  sind  k  der  obigen  Potenzreihen,  etwa  die  il»l,2, '-A;  ent- 
sprechenden, identisch  mit  jenen,  die  man  für  x^  aus  der  Gleichung 
r  — 0  mit  Benutzung  der  A  =  l,2,  •••i  entsprechenden  Nullstellen 
ton  f  erhält 

Aus  der  Gleichung  f^O  folgt  durch  Differentiation  und  mit  An- 
wendung der  Eulerschen  Relationen  die  Formel**) 

d  x^dxj^ "  (m  -  1)«7P  '^  ^«^/*  ■ 


(a,/J-2,3, 


\fal 


faß 


•)  Vgl.  a.  a.  0.,  pag.  411. 
**)  Vgl.  a.  a.  0.,  pag.  416. 
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Wenn  also  v  ein  Teiler  sämtiiclier  dreizeiligen  Minoren  von  H(f) 

ist,  so  hat  man 

d^Xi  Gv        Gf 


dx.dXf^       /,'       /i*w 


=üf, 


worin  G  eine  gewisse  ganze  Funktion  bedeutet  und  U  eine  gebrochene 
Funktion,  deren  Nenner  nur  die  Faktoren  f\  und  w  enthält.  Aus  der 
letzten  Gleichung  folgt  weiter 

^i^.  -  (£^.  U;  +  0.)  <-+  t'C^.  H  +  f)  -  ^t- 

worin  V  eine  gebrochene  Funktion  bedeutet,  deren  Nenner  nur  die 
Faktoren  /^  und  w  enthält  u.  s.  f.  Da  nun  an  den  den  Werten  X=\ ,  2,  •  •  •  A 
entsprechenden  Nullstellen  Yon  /'  diese  Form  verschwindet,  hingegen 
/i  und  w  von  NuU  verschieden  sind,  so  fallen  in  den  aus  t?  =«  0  für 
x^  erhaltenen  Potenzreihen  alle  Glieder  von  höherer  als  der  ersten  Ord- 
nung weg  und  v  zerfällt  also  in  lauter  lineare  Faktoren.     W.  z.  b.  w. 

Aus  den  Sätzen  II  und  III  folgt  der  Satz: 

IV.  Der  größte  gemeinsame  Teiler  einer  Form  und  aller 
dreizeiligen  Minoren  ihrer  Hesseschen  Determinante  ist  zu- 
gleich das  Produkt  aller  linearen  Teiler  der  Form. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  die  linearen  Teiler  einer  Form 
auch  auf  folgende  Weise  bestimmen:  Man  berechnet  mittels  des  Eu- 
klidschen  Algorithmus  den  größten  gemeinsamen  Teiler  T  der  Form  f 
und  aller  dreizeiligen  Minoren  von  H{f)  und  zerlegt  ihn  dann  nach 
der  ersten  Methode  in  seine  (linearen)  Faktoren. 

Ist  T  vom  Grade  Ä,  so  enthält  die  Form  k  lineare  Teiler  und  man 
hat  in  diesem  Falle  nur  eine  Gleichung  A;^  Grades  aufzulösen. 

Ist  T=:f,  so  zerfällt  f  in  lauter  lineare  Faktoren. 

Für  das  Zerfallen  einer  Form  f  in  lauter  lineare  Faktoren 
ist  also  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle  dreizeiligen  Mi- 
noren von  Hif)  durch  /'  teilbar  sind.*) 

Ist  T  konstant,  so  besitzt  die  Form  keinen  linearen  Teiler.  Dies 
kann  man  also  auch  schon  behaupten,  wenn  /'  zu  einem  dreizeiligen 
Minor  von  H(f)  teilerfremd  ist. 

§  5.  Der  Satz  IV  ist  für  w  =  3  in  unveränderter  Form  gut  brauch- 
bar und  lautet  in  diesem  Falle: 

Der  größte  gemeinsame  Teiler  einer  ternären  Form  und 
ihrer  Hesseschen  Determinante  ist  zugleich  das  Produkt  der 
linearen  Teiler  der  Form. 

Für  n  >  3  erfordert  jedoch  die  Anwendung  des  Satzes  IV  wegen 

*)  Dieser  Satz  wurde  a.  a.  0.,  pag.  419,  direkt  abgeleitet. 


156  n.  Teil:  WiBsenschafiliche  Vortrage. 

der  großen  Anzahl  der  dreizeiligen  Minoren  überaus  langwierige  Rech- 
nungen.    Diese  Anzahl  betragt  im  allgemeinen  Falle 


Mn  •[(:)+']. 


somit  für  w  =  4,  5,  G,  •  •  •  beziehungsweise  10,  55,  210,  •  •  • 

Es  laßt  sich  nun  zeigen,  daß  eine  weit  geringere  Anzahl  der  d^i- 
zeiligen  Minoren  zur  Berechnung  des  T  ausreicht,  wenn  man  sich  des 
folgenden  Satzes  bedient: 

Y.  Ist  in  einer  Matrix,  deren  Elemente  ganze  Funktionen 
der  Variablen  tr^,  iCj,  •  •  •  x^  sind,  irgend  eine  r-zeilige  Deter- 
minante d  teilerfremd  zu  einer  ganzen  Funktion  t?,  welche 
keine  vielfachen  Faktoren  enthält,  und  ist  jede  (r  +  l)-zeilige 
Determinante  der  Matrix,  welche  aus  d  durch  Hinzufügung 
einer  Zeile  und  einer  Spalte  entsteht,  durch  v  teilbar,  so  sind 
auch  alle  übrigen  (r-f  l)-zeiligen  Determinanten  der  Matrix 
durch  V  teilbar. 

Dieser  Satz  ist  dem  bekannten  Kroneckerschen  Satze  ^),  durch 
welchen  man  die  Berechnung  des  Ranges  einer  Determinante  mit  kon- 
stanten Elementen  abkürzen  kann,  nachgebildet  und  wird  mit  Hilfe  des- 
selben und  von  Stetigkeitsbetrachtungen  bewiesen.  ^'°'') 

Aus  dem  Satze  Y  ergibt  sich  durch  Spezialisierung  der  Satz 

VI.   Ist  in  H(f)  der  Diagonalminor 

zu /■  teilerfremd,  so  ist  der  gr.  g.  Teiler  von  /'und  der  ( ** "    j 
Minoren 

^±fnfttfa^ 
(«,  /J  -  3,  4, . . .  n) 

auch  ein  Teiler  aller  übrigen  dreizeiligen  Minoren  von  H(jy 
Somit  genügt  es  zur  Berechnung  des  Produkts  der  linearen  Teiler 
einer  Form  für  w  =  4,  5,  6,  •  •  •  beziehimgsweise  nur  3,  6,  10,  •  •  •  drei- 
zeilige  Minoren  von  H{f)  zu  verwenden,  wenn  man  zuvor  einen  zu  /' 
teilerfremden  zweizeiligen  Diagonalminor  von  H{f)  gefunden  hat. 


*)  Eronecker,  Joum.  f  Math.,  72;  auch  Baltzer,  Determinanten,  4.  Aufl., 
pag.  73. 

**)  In  der  Diskussion  bemerkte  Herr  Landsberg,  dafi  dieser  Satz  schon  in  der 
im  99.  Bande  des  Crelleschen  Journals  publizierten  Abhandlung  Eroneckers  und 
zwar  in  allgemeinerer  Form  enthalten  sei. 


über  lineare  Diflferenzengleichungen. 

Von 
A.  GuLDBERG  ans  Christiania. 


Schon  längst  ist  man  auf  die  große  Analogie ,  die  zwischen  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  und  der  linearen  Differenzen- 
gleichungen besteht,  aufmerksam  gewesen.  Ich  darf  insofern  für  die 
ältere  Zeit  nur  die  Arbeiten  von  Euler,  Laplace,  Lagrange  und 
Cauchy,  und  für  die  neuere  Zeit  die  Arbeiten  von  Mansion,  Hey- 
mann, Pincherle,  Selivanoff  und  Epsteen  nennen,  die  sich  mit 
diesen  Gegenstanden  beschäftigt  haben.  Es  scheint  mir  aber,  daß  man 
noch  nicht  alle  Analogien  zwischen  diesen  zwei  Theorien  ausgenutzt 
hat,  ich  erlaube  mir  daher  kurz  einige  vielleicht  neue  Bemerkungen 
über  die  linearen  Differenzengleichungen  zu  machen. 

1.  Es  sei  gegeben  die  lineare  homogene  Differenzengleichung 
n*"  Ordnung: 

(I)     i*(y.)  =  ».+,+j'i"y.+.-i+i>?>.+.-,+  ••■  +i'ryx-o, 

WO  die  p^  gegebene  Funktionen  von  x  bedeuten. 
Man  hat  dann: 

wo  Py„  P'Vgf  . . .  nach  einem  leicht  ersichtbaren  Algorithmus  abge- 
leitet sind.  Diese  Formel  ermöglicht  die  Ordnungsemiedrigung  von  (I) 
um  eine  Einheit,  sobald  man  eine  partikuläre  Lösxmg  ^^)  kennt;  denn 
setzt  man  y,=  vl^^^x,  so  enthält  die  Gleichung  für  j?^  die  Punktion  0^  nicht 
mehr  explizit.  Genügt  y^^^  zugleich  den  Gleichxmgen  Py^=0,  -P'y;j*=0,  •  •  •, 
P'*-i>y^=  0,  mit  anderen  Worten,  sind  y^^',  xy'^\  •  ■  -,  x^^-^^y'J^  gleich- 
zeitig Lösungen  von  (I),  so  erniedrigt  sich  die  Ordnxmg  um  k  Ein- 
heiten*); dieser  Fall  entspricht  dem  einer  A;- fachen  Lösung  (nach 
Eönigsbergers  Terminologie)  einer  linearen  Differentialgleichung.  Man 
kann  so  die  Ordnung  sukzessive  um  k  Einheiten  erniedrigen,  wenn  man 

*)  Guldberg:  Comptes  Rendus,  tome  187  p.  660. 
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Ä:  partikuläre  Lösungen  kennt;  aber  man  muß  dazu  Toraussetzen,  daß 
diese  Lösungen  linear  unabhängig,  d.  h.  durch  keine  homogene 
lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  verknüpft  seien.  Die 
Bedingung  dafür  ist  bekanntlich,  daß  die  Determinante 

'  ätf'      •  •  •  yr 


^(jfZy?','-;y'r) 


Vx+i      •  •  •  yx+i 


„(1)  ^-Ot) 


nicht  identisch  Null  ist. 

Man  beweist  femer,  daß  die  Gleichung  (I)  unter  gewissen  Be- 
dingungen, die  wir  hier  stets  als  erfüllt  voraussetzen,  Systeme  von  n 
linearen  unabhängigen  Lösungen  besitzt;  man  nennt  diese  Funda- 
mentallösungen.  Jedes  Fundamenflalsystem  läßt  sich  auf  die  Form 
bringen  *) : 

j4"  -  t>i" ,    yf  =  t;i?'  2;  v?> ,    yf  -  v»>  £  v?'  Svf,--., 

in  der  keine  Ton  den  Funktionen  v"',  v?', 
Die  allgemeine  Lösung  Ton  (1)  ist: 


y> 


-^«*yi?'. 


wenn  yx\  -  -  -^  ffx^  ein  Fundamentalsystem  partikulärer  Lösungen  bilden 
und  die  q ,  •  •  • ,  c^  willkürliche  Eonstanten  sind. 

2.  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Hat  die  Gleichung  (I)  konstante  Koeffizienten,  d.  h.  ist  px^ ■"  c^u  •  •  •> 
p^x* "» a„ ,  so  läßt  sie  sich  bekanntlich  durch  elementare  Funktionen 
integrieren. 

Denn  setzt  man 

f(x)  =  sf+  a^af''^+  •  •  •  +  a^, 

wo  die  a  jetzt  Konstante  sind,  so  gibt  jede  Wurzel  c^,  c,,  •  •  •,  c^  der 
„charakteristischen"  Gleichung  f{x)  =  0  eine  Lösung  y^^  d*  und  jede 
Ä;-fache  Wurzel  k  Lösungen  <fyX<f,  -  --j  af^^'^^if.  Man  erhält  n  Lö- 
sungen und  beweist,  daß  sie  linear  unabhängig  sind  (Satz  von  Moivre, 
Euler). 

3.  Erniedrigung  der  Ordnung  der  Gleichung. 

Man  kann  die  Ordnung  der  Gleichung  Py^  »  0  auch  jedesmal  er- 
niedrigen, wenn  man  eine  andere  lineare  Gleichung  kennt,  die  mit  ihr 
Lösungen  gemein  hat.     Seien  Ay^  und  By^  zwei  Ausdrücke  derselben 

*)  Guldberg:  Comptes  Rendus,  tome  187  p.  660. 
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Form  wie  Py^,  der  zweite  nicht  von  höherer  Ordnung  als  der  erste. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  voraus^  daß  die  ersten  Koeffizienten  aller 
dieser  Ausdrücke  sich  auf  1  reduzieren,  so  kann  man  durch  rationale 
Operationen  zwei  analoge  Ausdrücke  Qy^^  und  By^y  den  zweiten  von 
niedrigerer  Ordnung  als  By^,  s«  bestimmen^  daß  identisch 

wird.  Dann  ist  jede  gemeinsame  Lösung  von  A^O  und  £ »  0  auch 
Lösung  von  J2  »  0  und  umgekehrt.  Man  erhält  so  durch  ein  analoges 
Verfahren  wie  bei  der  linearen  Differentialgleichung  eine  lineare  Dif- 
ferenzengleichung Cy^  =  0,  deren  Lösungen  die  samtlichen  gemeinsamen 
Lösungen  von  A'^0  und  JB  »  0  sind.'*')  Die  Voraussetzung  läßt  sich 
aber  ersetzen  durch  die,  daß  Py^  =  0  alle  Lösungen  einer  linearen 
Gleichung  A:^'  Ordnung  Sy,^  =  0  zuläßt,  und  daß  folglich  eine  Identität 
der  Form  P(y,)  =  T{Sy^  besteht,  in  der  Ty,  einen  linearen  Differenzen- 
ausdruck  (n  —  i)*®'  Ordnung  bedeutet. 

4.  Die  lineare  Gleichung,  die  ein  gegebenes  Fundamentalsystem 
von  Lösungen  y"^,  •  •  •,  yi"^  besitzt,  ist 

mit  der  früher  angegebenen  Bedeutung  von  ^d. 

Man  erhält  daraus  Ausdrücke  der  Verhältnisse  px^  durch  die 
y^}\  ' ' ',  y* '  und  ihre  sukzessiven  Werte  in  der  Form  von  Determinanten- 
quotienten, entsprechend  den  Ausdrücken  der  Koeffizienten  einer  linearen 
Differentialgleichung.     Speziell  hat  man  die  Formel: 


wo 


z^.- 


yx-t-n-i  •  •  •  y*+i 


5.  Rationale  Differenzenfunktionen  der  Lösungen  eines  Fimdamental- 
systems. 

Auch  die  Theorie  der  invarianten  Funktionen  der  Lösungen  einer 
linearen   Differentialgleichung   hat   ihr   Analogon   in   der   Theorie   der 

•)  Pincherle:  Memorie  delle  R.  Aocad.  di  Bologna,  S.V.  t. V  p.  87;  Man- 
sion:  Memoire  cour.  par  TAc.  R.  de  Belgique,  t.  22;  Guldberg:  Comptes  Rendas, 
t.  187  p.  660. 

"**)  Heymann:  Grelles  Journal,  B.  109  p.  114;  Guldberg:  Comptes  Rendus, 
t.  137  p.  660. 
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linearen  Differenzengleicliungen.  Das  allgemeinste  Fundamentalsystem 
ViP^f  •  •  •,  y^^^  der  Gleichung  (I)  läßt  sich  aus  einem  speziellen  y}'^\  •  •  •,  y,<"> 
durch  die  Gleichungen 

y.«  =  2  «'.»«'»*'  (.-1,2,..,«) 

ableiten^  die  die  allgemeine  homogene  Gruppe  G  definieren.  Diese 
Gruppe  spielt  also  hier  dieselbe  UoUe  wie  bei  den  linearen  Differential- 
gleichungen und  wie  die  Gruppe  der  Yertauschungen  von  n  Buchstaben 
für  die  algebraische  Gleichung  w**'  Ordnung.  Die  pj^^^  sind  als  Funktionen 
der  y^  und  ihrer  sukzessiven  Werte  Differenzeninvarianten  der  Gruppe  fcr, 
und  jede  mit  den  j/^  und  ihren  sukzessiven  Werten  gebildete  Differenzen- 
invariante von  G  ist  Funktion  der  p}^^  und  ihrer  sukzessiven  Werte 
allein;  ist  sie  überdies  eine  rationale  Funktion  der  j/^^  ihrer  sukzessiven 
Werte  und  von  x,  so  ist  auch  ihr  Ausdruck  in  den  p}^\  ihren  sukzes- 
siven Werten  und  x  rational.  Jede  relative  Differenzeninvariante  von 
G  ist  das  Produkt  einer  rationalen  Funktion  der  pj^^  und  ihrer  suk- 
zessiven Werte  in  i7(— l)*»p^H*) 

Sei  allgemeiner  R  irgend  eine  Differenzenfunktiön^  die  rational 
aus  y^^\  •  •  •,  y^<">,  ihren  sukzessiven  Werten  und  x  gebildet  ist.  Ihre 
Eigenschaften  sind  verknüpft  mit  denjenigen  ihrer  Gruppe,  d.  h.  der- 
jenigen Untergruppe  g  von  ff,  bei  der  die  Form  dieser  Funktion  un- 
geändert  bleibt.  Die  aus  U  durch  die  allgemeine  Transformation  von  G 
abgeleitete  Funktion  ist  die  allgemeine  Lösung  einer  in  R  und  seinen 
sukzessiven  Werten  rationalen  Differenzengleichung  "^{B)  «  0,  deren 
Koeffizienten  rationale  Funktionen  der  pj^^\  ihrer  sukzessiven  Werte  und 
von  x  sind.  Man  kann  W{R)  =  0  eine  Transformierte  oder  Resolvente 
von  Py^=»0  nennen;  sie  ist  von  der  Ordnung  n^—r^  wenn  r  die 
Zahl  der  Parameter  von  g  ist. 

Sei  S  eine  andere  Differenzenfnnktion  derselben  Natur  wie  R, 
und  h  ihre  Gruppe.  Ist  %  in  (/  enthalten,  so  läßt  sich  R  rational  in 
Sy  den  pj^\  ihren  sukzessiven  Werten  und  x  ausdrücken.  Allgemein 
genügt  R  einer  rationalen  Differenzengleichung,  deren  Koeffizienten 
rationale  Funktionen  von  5,  den  p^^\  ihren  sukzessiven  Werten  und 
von  x  sind,  und  deren  Ordnung  gleich  ist  der  Differenz  zwischen  der 
Parameterzahl  von  h  und  der  größten  gemeinsamen  Untergruppe  von 
g  und  h. 

Wenn  S  keine  Transformation  von  G  außer  der  identischen  zu- 
läßt, läßt  sich  jede  Funktion  22,  also  auch  jedes  der  Integrale  y^i\  •  - •,  yx^ 


*)  Guldberg:  Comptes  Rendus,  t.  187  p.  614. 
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rational  durch  Ä,   die  p^};^,  ihre  sukzessiven  Werte  und  x  ausdrücken. 
SpezieU  gut  das  für  die  Funktion  S  =  ufy'^t'  +  ufyT  +  •  •  •  +  uTyTy  in 
der  die  u^x   unbestimmte  Funktionen  von  x  bedeuten;  sie  genügt  einer 
linearen  homogenen  Differenzengleichung  n'^'  Ordnung. 
Nimmt  man 

z,  =  Ry,^  uf  y,^,_,  +  uf  y,+„_,  +  •••+<'  y,, 

unter  mI",  •  •  •,  Wx^  rationale  Funktionen  von  Xy  den|)?'  und  ihren  suk- 
zessiven Werten  verstanden^  so  erhält  man  eine  lineare  Resolvente 
Qz^j  die  im  allgemeinen  wie  Py^  von  n**'  Ordnung  ist.  Die  Lösungen 
von  Py^  =  0  und  Qz^ «  0  entsprechen  einander  durch  die  Relation 
jßf^=  .Ry^  und  auch  durch  eine  umgekehrte  von  derselben  Form  y^=  8z^. 
Die  Gleichungen  Py^=0,  Qz^=^0  sind  von  derselben  Art. 

6.  Assoziierte  Differenzengleichungen. 

Nach  dem  eben  Erwähnten  sind  die  einfachsten  Resolventen  die- 
jenigen^ denen  die  Minoren  der  Determinante  ^(jfTj  •  •  *,  y*0  genügen. 
Diese  Determinante  selbst  genügt  der  Gleichung  1^'  Ordnung: 

^x+l+(-l)-l'.<">^.-0- 

Alle  aus  denselben  m  Zeilen  von  ^  entnommenen  Minoren  genügen 
einer  und  derselben  Gleichung  und  bilden  von  ihr  ein  Fundamental- 
system  von  Lösungen;  ersetzt  man  die  m  Zeilen  durch  m  andere^  so 
erhält  man  eine  Gleichung  derselben  Art.  Man  kann  sich  also  für  jedes 
m  auf  die  Untersuchung  derjenigen  Gleichung  beschränken^  welcher 
-^(y»^  •  •  •;  y?*!)  gei^^g*^;  si®  heiße  die  {n  —  mj^  Assoziierte  von 
Py,=  0.  Die  Lösungen  eines  Fundamentalsystems  von  ihr  sind  (außer 
für  w «»  1  und  m  —  n  —  1)  durch  homogene  ganze  Relationen  mit 
konstanten  Koeffizienten  verbunden;  diese  Gleichungen  dienen  u.  a.  zur 
Untersuchung  der  Reduzibilität  von  linearen  Gleichungen. 

7.  Rationelle  Integrationstheorie. 

Die  lineare  Differenzengleichung  «**"  Ordnung  gestattet,  wie  die 
lineare  Differentialgleichung,  eine  rationelle  Integrationstheorie. 

Die  gegebene  Gleichung  entspricht  nämlich  mit  Beziehung  auf 
einen  gegebenen  Rationalitötsbereich  einer  Untergruppe  G  der  allge- 
meinen homogenen  linearen  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  folgender 
Doppeleigenschaft:  1.  Jede  rationale  Differenzenfunktion  F,  deren  nume- 
rischer Wert  rational  ist,  gestattet  numerisch  alle  Transformationen  von 
G.  2.  Jede  Funktion  F,  die  numerisch  alle  Transformationen  von  G  ge- 
stattet, hat  einen  rationalen  numerischen  Wert.*) 

Durch  eine  solche  Gruppe  ist  jede  spezielle  Gleichung  charakterisiert. 


*)  Guldberg:  Comptes  Bendua,  t.  137  p.  639. 

Verh.  d.  ni.  Internat.  Mathem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  11 
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Die  hieraus  eniBpringende  Integrationstheorie  besteht  in  der 
sükzessiyen  Reduktion  der  Gruppe  durch  Adjunktion  neuer,  durch  Hilfs- 
gleichungen definierten  Funktionen  Yon  rr.  Sei  G^  eine  invariante 
Maximaluntergruppe  von  G  und  S\  eine  charakteristische  Inyariante 
Yon  6r^;  Sl^  genügt  als  Funktion  von  Sl,  wo  Sl  eine  Inyariante  von  G 
ist,  einer  rationalen  Differenzengleichung.  Ist  diese  integriert,  so  genügt 
die  Adjunktion  eines  ihrer  Integrale  zur  Reduktion  der  Transformations- 
gruppe  auf  G^,  Ist  die  (Gruppe  auf  G^  reduziert,  so  fahrt  man 
ebenso  fort. 

Die  Tragweite  dieser  Methode  ergibt  sich  aus  dem  Satze:  Wenn 
die  Integration  einer  rationalen  HiKsgleichung  die  Oruppe  G  reduziert, 
so  reduziert  sie  sie  auf  eine  inyariante  Untergruppe. 

Man  schließt  hieraus  insbesondere: 

•Py«™^  ^^  dann  und  nur  dann  durch  Quadraturen  integrierbar, 
weip  ihre  Transformationsgruppe  eine  integrable  Gruppe  ist. 

Daraus  folgt,  daß  die  allgemeine  lineare  Gleichung  n^'  Ordnung 
für  n  >  1  nicht  durch  endliche  Quadraturen  integrierbar  ist. 

8.   Die  lineare  homogene  Differenzengleichung  2**'  Ordnung. 

Als  ein  Beispiel  der  in  7.  kurz  besprochenen  Integrationstheorie 
werden  wir  die  lineare  Differenzengleichung  2^'  Ordnung  betrachten. 
Die  folgende  Tabelle  stellt  die  lineare  homogene  Gruppe  in  zwei  Ver- 
änderlichen und  ihre  sämtlichen  algebraischen  Untergruppen  dar: 

(1)  yi?'-<iy<;'  +  <.j4%   »l«-<,rö'+<*!4*'; 

(2)  ri'-^!4*)+<,!d%   y<?'-<.!4'>  +  <«»i^ 

WO  ^^4—  ^^—  1  ist; 

(3)  y<?'- <!»<•',  j?<fJ  =  <i!4*^+<5»l"; 

(4)  y<i>-<iJ4",  »?^=<ij4*' +  <*»<'); 

(5)  yi«-<,!4^  »S"-<i»?'; 

(6)  yL"-Vy?',  ??>-<i*+'(y?'+<,!^.*0; 

(8)  y'i'-yi^  yi«-s4*^ +  <»!''; 

(9)  y^^-t^y^K  y<«-<'+V«- 

Die  (Gruppen  (2)  und  (7)  sind  die  einzigen  inyarianten  Unter- 
gruppen der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  (1).  Die  Grruppen 
(3)  bis  (9)  sind  alle  integrabel. 

Betrachten  wir  die  allgemeine  lineare  Differenzengleichung 
2*"  Ordnung: 
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SO  entspricht  ihr  die  allgemeine  lineare  Gruppe  (1).  Die  (Jruppe  (2) 
hat  nun  die  Invariante 

die  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.     Die  Gruppe  (3)  hat  die  Invariante 

WO  tt,  durch  die  Gleichung 

(t>)  ^*x^x  +  l +!>,«*, +  ?x=0 

bestimmt  ist. 

Wird  nun  die  Gleichung  (a)  gelöst,  so  reduziert  sich  die  Gruppe 
der  Gleichung  (I)  auf  die  spezielle  lineare  Gruppe.  Wird  nun  gleich- 
zeitig die  Gleichung  (b)  gelöst,  so  reduziert  sich  diese  neue  Gruppe 
auf  die  identische  Gruppe,  die  Gruppe  (2)  ist  ja  einfach.  Die  Glei- 
chung (I)  muß  daher  jetzt  gelöst  sein.  Das  ist  auch  der  Fall.  Denn 
es  seien  u^,  u^^),  t<(f>  3  Lösungen  der  Gleichung  (b);  es  gibt  dann 
3  Lösungen  der  Gleichung  (I),  so  daB  wir  haben: 

ist;  denn  die  2  ersten  Formeln  definieren  y^^^  und  y^^)  bis  auf  einen 
Faktor.     Wir  erhalten  dann: 

und  daher  Sd'¥/>(«?>- «i»)  -  <, 

Das  Wurzelzeichen  kommt  daher,  daB  die  Gruppen  von  d^,  u^,  u^^^ 
und  u^^^  die  gemeinsame  Transformation 

besitzen.  y«  "^      Vx  y    Vx  ^^      Vx 

Um  nun  zum  Schluß  die  durch  endliche  Quadraturen  integrierbaren 

Gleichungen  zu  erhalten,  bemerken  wir,  daß  der  Ausdruck  ^^^  zu  der 

Gruppe  (3)  gehört,  welche  Gruppe  aber  sämtliche  folgenden  Gruppen 
enthält,  d.  h.  alle  integrablen  (Gruppen.  Wir  haben  somit  den  Satz: 
Soll  eine  lineare  Differenzengleichung  2^  Ordnung  durch  endliche 
Quadraturen  integrierbar  sein,  so  muß  für  irgend  eines  ihrer  Integrale  ^^) 

der  Ausdruck  ^^  rational  sein. 

11* 


Zur  Geometrie  der  ZaMen. 

(Mit  Projektionsbildem  auf  einer  Doppeltafel.) 

Von 

H.  Minkowski  aus  Gtöttiiigeii. 

Im  folgenden  mochte  ich  yersuchen^  in  kurzen  Zügen  einen  Be- 
richt über  ein  eigenartiges,  zahlreicher  Anwendungen  fähiges  Kapitel 
der  Zahlentheorie  zu  geben,  ein  Kapitel,  von  dem  Charles  Hermite 
einmal  als  der  ,,introduction  des  yariables  continues  dans  la  th^rie 
des  nombres''  gesprochen  hat.  Einige  hervorstechende  Probleme  darin 
betreffen  die  Abschätzung  der  kleinsten  Betrage  kontinuierlich  ver- 
änderlicher Ausdrücke  fdr  ganzzahlige  Werte  der  Yariabeln. 

Die  in  dieses  Gebiet  fallenden  Tatsachen  sind  zumeist  einer  geo- 
metrischen Darstellung  ßUiig,  und  dieser  umstand  ist  ftlr  die  in  letzter 
Zeit  hier  erzielten  Fortschritte  derart  maßgebend  gewesen,  daß  ich 
geradezu  das  ganze  Gebiet  als  die  Geometrie  der  Zahlen  be- 
zeichnet habe. 

(Fig.  1.)  Die  erste  Figur  illustriert  ftlr  die  Ebene  dasjenige 
Theorem,  welches  mit  Recht  als  das  Fundamentaltheorem  der  Geo- 
metrie der  Zahlen  bezeichnet  werden  kann,  weil  es  fast  in  jede  Unter- 
suchung auf  diesem  Gebiete  hineinspielt. 

In  der  Ebene  denken  wir  uns  irgendwelche  Parallelkoordinaten  x,  y 
eingeführt,  wobei  noch  für  jede  Achse  der  EinheitsmaBstab  beliebig 
gewählt  sein  kann.  Die  Punkte  mit  ganzzahligen  Koordinaten  Xy  y 
bilden  das  Zahlengitter  in  Xy  y..  Dieses  Gitter  kann  auf  mannig- 
faltige Weise  durch  ein  Gerüst  von  kongruenten  homothetischen 
Parallelogrammen  gestützt  werden,  welche  die  Ebene  lückenlos  über- 
decken und  als  deren  Ecken  die  Punkte  des  Gitters  erscheinen.  Bei 
einer  vollständigen  und  einfachen  Überdeckung  der  Ebene  kommt 
danach  sozusagen  auf  jeden  Gitterpunkt  ein  homologes  Gebiet  von 
einem  Flächeninhalt  Jfdxdy  =  1. 

Nun   denken    wir   ims    irgend   eine   geschlossene   konvexe   Kurve, 
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welche  im  Nullpunkt  einen  Mittelpunkt  haben  soU;  sie  darf  auch  gerad- 
linige Stücke  aufweisen.  Das  von  ihr  umschlossene  Gebiet  dilatieren 
wir  vom  Nullpunkte  aus  (bezw.  wir  ziehen  es  zusammen)  nach  allen 
Richtungen  in  gleichem  Verhältnisse  zu  einer  solchen  homothetischen, 
d.  h.  ahnlichen  und  ähnlich  gelegenen^  der  grün  umrandeten  Figur^ 
welche  im  Inneren  den  Nullpunkt  als  einzigen  Gitterpunkt  enthalten, 
ihren  Rand  aber  durch  wenigstens  einen  weiteren  Gitterpunkt  schicken 
soU.  Ziehen  wir  weiter  diese  grüne  Figur  vom  Nullpunkte  aus  im 
Verhältnisse  1 : 2  zusammen  und  konstruieren  um  jeden  anderen  Gitter- 
punkt das  homologe  Gebiet ,  so  erhalten  wir  offenbar  lauter  solche 
Gebiete,  die  nicht  ineinander  eindringen.  Da  nun  bei  lückenloser  Über- 
deckung  der  Ebene  im  Durchschnitt  auf  einen  Gitterpunkt  ein  Flächen- 
inhalt »  1  kommt,  so  muß  der  Flächeninhalt  eines  solchen  rot  um- 
grenzten Gebiets  <  1  bezw. »  1  sein,  falls  diese  roten  Gebiete  ebenfalls 
die  Ebene  lückenlos  ausfüllen.  Das  von  der  grünen  Kurve  umschlossene 
Gebiet  hat  daher  einen  Inhalt  ^  4.  Treiben  wir  es  endlich  zu  einem 
homothetischen  Gebiete  genau  vom  Inhalte  4  auf,  so  kommen  wir  zu 
dem  Fundamentaltheoreme: 

Ein  konvexes  Gebiet  mit  einem  Mittelpunkt  im  Null- 
punkt vom  Flächeninhalt  4  enthält  stets  wenigstens  einen 
weiteren  Qitterpunkt. 

Die  Formeln  in  der  Figur  geben  den  analytischen  Ausdruck  dieses 
Theorems.  Genügt  eine  Funktion  f(x,y)  den  Bedingungen  (1) — (4) 
und  ist  J  der  F^cheninhalt  des  Gebiets  f^ly  so  kann  man  stets 
solche  ganze  Zahlen  x,  y,  die  nicht  beide  Null  sind,  finden,  wofür  die 
Funktion/*^ 2 J"^  ausfällt.  (1)  besagt,  daß  /'wesentlich  positiv,  (2), 
daß  es  homogen  von  der  ersten  Dimension  ist,  (3),  daß  das  Gebiet 
^<  1  einen  Mittelpunkt  hat,  und  wird  die  Länge  der  Verbindungs- 
strecke  zweier  Punkte  mit  den  relativen  Koordinaten  x,  y  durch  f{Xy  y) 
definiert,  so  besagt  (4),  daß  in  einem  Dreiecke  die  Summe  zweier 
Seitenlängen  niemals  kleiner  als  die  Länge  der  dritten  Seite  sein  soll. 

(Fig.  2.)  Eine  ausgezeichnete  Anwendung  dieses  Satzes  erläutert 
die  nächste  Figur.  Bekanntlich  tragen  die  gewöhnlichen  Kettenbruch- 
entwickelungen  für  Funktionen  einer  Variabein  einen  einfacheren 
Charakter  als  die  analogen  Entwickelungen  für  reelle  Größen.  Eine 
Funktion  f(js),  die  für  5  =  oo  einen  Pol  hat,  läßt  sich  in  einen  Ketten- 
bruch (1)  entwickeln,  worin  Fq(js)  und  die  Nenner  Fi{e),  -^j(^);  •*  * 
ganze  rationale  Funktionen  sind.  Die  Näherungsbrüche  dieses  Ketten- 
bruchs lassen  sich  von  vornherein  charakterisieren,  ohne  daß  es  nötig 
vrare,  sie  erst  sukzessive  durch  die  Entwickelung  ausfindig  zu  machen. 
Als  Naherungsbruch  tritt  hier  jeder  solche  Quotient  P{ss)IQ{z)  zweier 
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teilerfremden  ganzen  Funktionen  auf^  f{ir  welchen  der  Ausdruck  (2), 
nach  fallenden  Potenzen  von  js  entwickelt,  mit  einer  Potenz  yon  nega- 
tivem Exponenten  beginnt.  Während  eine  sehr  weitgehende  Ana- 
logie zwischen  den  Eigenschaften  der  ganzen  Funktionen  und  der 
ganzen  Zahlen  besteht ,  schien  zu  dem  genannten  Satze  ein  ent- 
sprechender in  der  Arithmetik  zu  fehlen.  Dieses  Analogen  finden 
wir  darin,  daß  für  eine  beliebige  reelle  Oroße  a  die  sämtlichen  ge- 
kürzten Brüche  x/y,  welche  die  Ungleichung  (3)  erfüllen,  für  welche 
also  {x-'ay)y  in  den  Ghrenzen  —\  und  \  liegt,  sich  als  die  Näherungs- 
brüche einer  bestimmten  Eettenbruchentwickelung  (4)  mit  ganzzahligem 
g^  und  lauter  positiven  ganzzahligen  gi,  g%,  -  -  *  anordnen.*) 

Sind,  um  etwas  allgemeinere  umstände  zu  betrachten,  g,  17  zwei 
binäre  lineare  Formen  in  :r,  y  mit  beliebigen  reellen  Koeffizienten  und 
einer  Determinante  «-  1  (im  speziellen  würden  wir  6  =  0?  —  ay,  1?  =  y 
annehmen),  so  besteht  ein  sehr  anschaulicher  Zusammenhang 
zwischen  den  sämtlichen  möglichen  Auflösungen  der  Un- 
gleichung ||i7|<l  in  ganzen  Zahlen  x,  y  ohne  gemeinsamen 
Teiler.**)  Wir  zeichnen  die  Geraden  |  =  0,  iy  ==  0,  etwa  rechtwinklig 
zueinander,  und  die  beiden  Hyperbeln  6^  =  ^  und  61?  =  —  -i-.  Wir 
legen  eine  beliebige  Tangente  an  den  Hyperbelast  im  ersten  g,«]- Qua- 
dranten und  konstruieren  dazu  die  Spiegelbilder  in  den  drei  anderen 
Quadranten,  so  daß  wir  ein  Tangentenparallelogramm  mit  den  Dia- 
gonalen 6^0,  17  =  0  erhalten.  Ein  solches  Parallelogramm  enthält 
nun  stets  wenigstens  eine  primitive  (d.  h.  aus  ganzen  relativ  primen 
Zahlen  o;,  y  -4»  0, 0  bestehende)  Lösung  der  Ungleichung  l^i^j  <  ^,  und 
es  enthält  höchstens  zwei  verschiedene  solcher  Lösungen,  wobei  dann 
die  Determinante  aus  den  Koordinaten  x^  y  dieser  Lösungen  stets  ±  1 
ist.  Zwei  entgegengesetzte  Systeme  x,  y  und  —  x,  —y  betrachten  wir 
hier  nicht  als  verschieden.  Umgekehrt  gibt  es  zu  jeder  primitiven 
Lösung  X,  y  eine  solche  Form  jenes  Tangentenparallelogramms,  wobei 
es  nur  diese  Lösung  (und  ^  x,  —  y)  enthält,  und  andererseits,  wofern 
dafCLr  nicht  |  »  0  ist,  auch  eine  solche  Form,  wobei  es  diese  und  außer- 
dem noch  eine  zweite  primitive  Lösung  mit  kleinerem  |||  enthält 
Deformieren  wir  nun  das  Tangentenparallelogramm  kontinuierlich,  in- 
dem wir  die  Tangenten  an  den  bezüglichen  Hyperbelästen  entlang 
gleiten  lassen,  so  erhalten  wir  abwechselnd  die  rot  und  grün  gezeich- 
neten Formen  mit  eiaer  und  mit  zwei  primitiven  Lösungen,  und  es 

*)  Wie  die  AnBsage  hier  gefaßt  ist,  darf  a  nicht  gerade  die  H&lffce  einer 
ungeraden  ganzen  Zahl  sein. 

**)  Wir  nehmen  hier  an,  daft  |i]  nicht  gerade  mit  der  Form  \{X*  —  Y*) 
arithmetisch  äquivalent  ist 
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tritt  die  Gesamtheit  der  primitiven  Auflösungen  der  diophantischen 
Ungleichung  |Si2|<^;  geordnet  nach  abnehmendem  |£|  (und  wachsen- 
dem |ij|),  —  die  zu  den  Formen  S,  ly  gehörige  Diagonalkette  — 
hervor. 

(Fig.  3.)  Mit  den  nicht  homogenen  diophantischen  Ungleichungen 
hat  sich  wohl  zuerst  Tschebyscheff  beschäftigt  und  darüber  ein 
Theorem  folgender  Art  entwickelt:  Sind  a,  b  zwei  beliebige  reelle 
OrSßen,  so  kann  man  stets  ganze  Zahlen  x,  y  finden,  wofür  die  Un- 
gleichung (1)  gilt.  Statt  des  Faktors  \  rechts  hat  Tschebyscheff  hier 
eine  etwas  ungünstigere  Eonstante.  Die  am  weitesten  führenden 
Schlüsse  in  dieser  Richtung  knüpfen  an  die  nun  folgenden  Zeich- 
nungen an: 

%y  fl  mögen  wieder  zwei  lineare  Formen  in  Xy  y  mit  beliebigen 
reellen  Koeffizienten  und  einer  Determinante  »  1  bedeuten.  Mit  HUfe 
zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  der  vorhin  besprochenen  Dia- 
gonalkette za  iy  1]  können  wir  ein  System  homologer  Parallelogramme 
um  die  einzelnen  Gitterpunkte  als  Mittelpunkte,  die  roten  Parallelo- 
gramme, konstruieren,  deren  Diagonalen  parallel  den  Linien  | » 0, 
1}  »  0  sind  und  wobei  nicht  zwei  ineinander  eindringen,  wobei  aber 
jedes  an  vier  (bei  lückenloser  Überdeckung  der  Ebene  an  sechs  oder 
acht)  andere  Parallelogramme  angrenzt.  Dabei  können  sich  noch  zwei 
verschiedene  Möglichkeiten  darbieten,  die  in  der  oberen  und  der  unteren 
Zeichnung  zur  Darstellung  gebracht  sind,  indem  ein  Parallelogramm 
entweder  mit  jeder  Seite  an  ein  benachbartes  oder  nur  mit  zwei  Seiten 
jedesmal  an  je  zwei  benachbarte  anstößt.  Die  roten  Parallelogramme 
lassen  nun  (im  allgemeinen)  noch  Lücken  zwischen  sich.  Wir  dilatieren 
sie  von  ihren  Mittelpunkten  zu  homothetischen  Parallelogrammen  in 
demjenigen  bestimmten  Verhältnis,  wobei  sie  jedesmal  über  die  Hälfte 
anstoßender  Lücken  hinauswachsen,  und  wir  erhalten  dadurch  die  grün 
gezeichneten  Parallelogramme,  welche  nun  die  ganze  Ebene  vollständig, 
aber  zum  Teil  mehrfach  überdecken.  Dabei  zeigt  es  sich,  daß 
diese  neuen  Bereiche  keine  Partie  der  Ebene  mehr  als  zweifach  über- 
decken, und  ist  infolgedessen  der  Fl&clieauihelt  ffdxdy  eines  grünen 
Parallelogramms  ^2.     Diese  Tatsache  führt  zu  folgendem  Satze: 

Sind  $0,  1^0  irgend  zwei  reelle  Werte,  so  kann  man  stets 
solche  ganze  Zahlen  x,  y  finden,  daß  die  Ungleichung  (3)  gilt. 
Der  vorhin  formulierte  Satz  über  den  Ausdruck  x  —  ay  —  b  ist  nur 
ein  Spezialfall  dieser  allgemeineren  Aussage.  — 

Das  arithmetische  Fundamentaltheorem  über  konvexe  Gebilde  läßt 
sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Raum,  sowie  auf  Mannigfaltigkeiten  be- 
liebiger Dimension  übertragen.    Eine  seiner  wertvollsten  Anwendungen 
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findet  das  Theorem  zu  einfachen  Beweisen  der  Dirichletschen  Sätze 
über  die  Einheiten  in  den  algebraischen  Zahlkörpem. 

Im  Ranme  werden  wir  so  für  das  parallelepipedische  Punktgitter 
der  ganzzahligen  Systeme  von  3  Yariabeln  x,  y,  z  den  Satz  haben: 
Ein  konvexer  Körper  mit  einem  Mittelpunkt  im  Nullpunkt 
und  von  einem  Yolumen  ff jdxdy  da  ^8  enthält  stets  wenig- 
stens einen  weiteren  Gitterpunkt. 

Auf  diesen  Satz  gründen  wir  wirklich  brauchbare  Methoden  zur 
Ermittelung  der  sämtlichen  Einheiten  in  einem  gegebenen 
kubischen  Zahlkorper. 

(Fig.  4.)  Handelt  es  sich  zunächst  um  einen  kubischen  reellen 
Körper  mit  negativer  Diskriminante^  wobei  die  zwei  konjugierten 
Körper  einander  konjugiert  komplex  sind,  so  existiert  in  dem  Körper 
eine  völlig  bestimmte  positive  Fundamentaleinheit  von  möglichst 
kleinem  Betrage  >  1.  Das  Verfahren  zur  Gewinnung  dieser  Einheit 
läßt  sich  an  der  oberen  Zeichnung  in  Figur  4  klarmachen.  Es  sei  £ 
eine  Basisform  des  gegebenen  Körpers,  i],  £  seien  die  konjugierten 
Formen  in  den  konjugierten  Körpern.  Sind  l,  ft  positive  Parameter, 
so  geben  uns  die  Gleichungen  S  ==  ±  ^  zwei  Ebenen,  |i?|  =  fi  eine 
elliptische  Zylinderfläche.  Wir  können  die  zwei  Parameter  A,  fi  derart 
bestimmen,  daß  der  begrenzte  zylindrische  Raum  (1)  (der  rote  Zylinder 
in  der  Figur)  sowohl  auf  einer  Basisfläche  einen  Gitterpunkt  A  wie 
auf  der  Mantelfläche  einen  Gitterpunkt  B  (und  natürlich  gleichzeitig 
auch  die  in  bezug  auf  den  Nullpunkt  diametral  gegenüberliegenden 
Gitterpunkte  Ä',  JB')  aufweist.  Nun  bedürfen  wir  eines  neuen  Gitter- 
punktes (7,  um  hernach  aus  den  Koordinaten  von  A,  JB,  G  eine  hier 
nützliche  lineare  Substitution  zu  entnehmen.  Wir  variieren  den  ellipti- 
schen Zylinder  (1)  als  solchen,  indem  wir  in  den  zwei  Basisflächen 
diejenigen  parallelen  Durchmesser  festhalten,  deren  Ebene  durch  B,  B' 
geht,  dagegen  die  zu  ihnen  konjugierten  Durchmesser  dilatieren  und 
entsprechend  den  ganzen  zylindrischen  Baum  ausdehnen,  bis  wir  einen 
neuen  Gitterpunkt  C  auf  seiner  Mantelfläche  auftreten  sehen.  In  diesem 
Zustande  (mit  den  schwarz  gezeichneten  Rändern)  bezeichnen  wir  den 
Zylinder  als  einen  extremen.  Wir  finden,  daß  die  Determinante  aus 
den  Koordinaten  von  A,  JB,  C  gleich  ±  1  ist,  wenn  sie  nicht  unter  be- 
sonderen Umständen  NuU  ist.  Von  jedem  extremen  Zylinder  können 
wir  nun  zu  einem  benachbarten  schmäleren  extremen  Zylinder  fort- 
schreiten. Wir  ziehen  die  ursprünglichen  Basisflächen  homothetisch 
von  der  Achse  aus  zusammen,  bis  ihre  Ränder  durch  A,  A'  gehen, 
wodurch  diese  Punkte  auf  die  Mantelfläche  treten,  und  können  dann, 
ohne  daß  Gitterpunkte  ins  Innere  des  Zylinders  eintreten,  den  Zylinder 
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ausziehen,  die  Basisflächen  parallel  mit  ihrer  Anfangslt^e  vom  Null- 
punkte  entfernen,  bis  sie  von  neuem  auf  Gitterpunkte  D,  U  stoßen, 
und  Ton  diesem  weiteren  Zustande  aus  können  wir  dann  wie  vorhin 
einen  extremen  Zylinder  herstellen.  Danach  existiert  eine  bestimmte 
Kette  von  extremen  Zylindern,  und  die  Betrachtung  der  auf  ihren 
Basisflächen  auftretenden  Gitterpunkte  fährt  mit  Sicherheit  eben  zur 
Auffindung  der  Fundamentaleinheit  in  dem  gegebenen  kubischen  Zahl- 
körper. — 

Das  allgemeine  Theorem  über  konvexe  Körper,  auf  Parallelepipede 
angewandt,  führt  zur  Folgerung:  Sind  S,i?,  5  irgend  drei  lineare 
Formen  in  x,  y^  0  mit  beliebigen  reellen  Koeffizienten  und 
einer  Determinante  ±  ^,  wobei  z^>0  ist,  so  kann  man  für 
die  Variabein  x,y,e  stets  solche  ganze  Zahlen,  die  nicht  sämt- 
lich Null  sind,  finden,  daß  dadurch  die  Beträge  aller  drei 
Formen  ^Y^  ausfallen. 

Liegt  nun  ein  kubischer  Körper  mit  positiver  Diskriminante  vor, 
dessen  konjugierte  Körper  also  sämtlich  reell  sind,  und  handelt  es  sich 
um  die  Ermittelung  aller  Einheiten  im  Körper,  so  seien  ^y^^  konju- 
gierte Basisformen  in  dem  Körper  und  seinen  zwei  konjugierten  Körpern. 
Wir  fassen  alsdann  die  Gesamtheit  aller  solchen  „extremen''  Parallel- 
epipede mit  dem  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  und  mit  Seitenflächen  par- 
allel den  Ebenen  6  =  0;  ^  —  0,  S  =  0  ins  Auge,  welche  im  Inneren 
vom  ganzen  Gitter  nur  den  Nullpunkt  enthalten,  aber  auf  allen  Seiten- 
flächen mit  besonderen  Gitterpunkten  versehen  sind.  Es  existieren  hier 
unendlich  viele  Parallelepipede  von  diesem  Charakter,  sie  besitzen  eine 
bestimmte  Verkettung  untereinander,  und  die  Kenntnis  dieser  führt  uns 
mit  Sicherheit  zur  Aufstellung  aller  Einheiten  im  gegebenen  Zahlkörper. 
Den  Übergang  von  eiaem  extremen  ParaUelepiped  zu  seinen  benach- 
barten in  der  Kette  vermittelt  ein  einfacher  Algorithmus,  der  sich  vor 
allem  nach  der  Art  richtet,  wie  die  Gitterpunkte  auf  den  Seitenflächen 
des  Parallelepipeds  in  Hinsicht  auf  deren  MitteUinien  liegen.  In  dieser 
Beziehung  bieten  sich  wesentlich  drei  Möglichkeiten  dar,  die  in  den 
Figuren  (I),  (11),  (III)  zum  Ausdruck  gebracht  siud.  In  den  Fällen  (I) 
und  (11)  erweist  sich  die  Determinante  aus  den  Koordinaten  von  Ay  By  C 
gleich  1,  im  Falle  (III)  ist  sie  Null  und  fallt  dabei  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  ABC  in  den  Nullpunkt. 

(Fig.  5.)  Ich  hebe  noch  das  folgende  anziehende  Problem  hervor, 
welches  auch  in  der  Theorie  von  der  Struktur  der  Kristalle  eine  Stelle 
findet: 

Wir  denken  uns  einen  beliebigen  Grundkörper  im  Baume 
vorgelegt.  Lauter  mit  ihm  kongruente  und  parallel  orientierte 
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Körper  in  unendlicher  Anzahl  seien  bo  angeordnet^  daß  ihire 
Schwerpunkte  ein  parallelepipedisches  Punktsystem  bilden 
und  daß  nicht  zwei  der  Körper  ineinander  eindringen.  Unter 
welchen  umständen  schließen  sich  die  Körper  so  dicht  als 
überhaupt  möglich  zusammen,  sind  also  die  zwischen  ihnen  vor- 
handenen Lücken  auf  ein  Minimum  an  Volumen  reduziert? 

Für  den  Fall,  daß  der  Grundkörper  ein  Oktaeder  ist,  gibt  Fig.  6 
die  Lösung  des  Problems  an.  In  der  fraglichen  dichtesten  gitterformigen 
Lagerung  muß  jedes  einzelne  der  Oktaeder  in  bestimmter  Weise  an  vier- 
zehn benachbarte  anstoßen.  Hier  ist,  in  eine  Ebene  umgeklappt,  das 
halbe  Netz  eines  der  Oktaeder  dai^est^llt  und  sind  in  den  vier  Seiten- 
flächen (durch  zur  Hälfte  rote  Berandung)  die  7  Partien  mit  Mittel- 
punkt angezeigt,  in  welchen  das  Oktaeder  sich  an  benachbarte  anlegt. 
Das  Minimum  des  Raumes,  welches  die  Lücken  zwischen  den  Oktaedern 
noch  darbieten,  verhält  sich  zu  dem  von  den  Oktaedern  eingenommenen 
Räume  in  diesem  Falle  der  dichtesten  Lagerung  wie  1 :  19.  Dieses 
ResxQtat  gestattet  folgende  rein  arithmetische  Einkleidung: 

Sind  9>,  Xy  ty  ^  irgend  vier  lineare  Formen  in  x^y^e  mit  be- 
liebigen reellen  Koeffizienten,  deren  Summe  identisch  Null 
ist  und  wobei  je  drei  eine  Determinante  ±4^/(^/>0)  haben, 
so  kann  man  stets  solche  ganze  Z&hlen  x^y,  js,  die  nicht  sämt- 
lich Null  sind,  finden,  daß  die  Ungleichungen  (2)  gelten. 

Von  diesem  Ergebnisse  machen  wir  noch  eine  bemerkenswerte  An- 
wendung. Es  seien  a,  b  zwei  beliebige  reelle  Größen,  t  ein  positiver 
Parameter,  so  bestimmen  die  8  Ebenen  (3)  ein  Oktaeder.  Indem  noch 
t  beliebig  groß  angenommen  werden  kann,  entspringt  hieraus  diese 
Folgerung: 

Man  kann  zwei  beliebige  reelle  Größen  a,  b  stets  durch 
Brüche  x/z  und  y/js  mit  gleichem  Nenner  beliebig  genau  und 
zugleich  derart  annähern,  daß  die  Ungleichungen  (4)  statt- 
haben. 

(Fig.  6.)  Wir  werfen  nun  die  Frage  auf:  Wie  übertragen  sich  die 
Sätze  über  die  Approximation  einer  reellen  Größe  durch  Zahlen  des 
natürlichen  Rationalitätsbereiches  auf  das  Gebiet  der  komplexen  Größen? 
Man  wird  hier  zunächst  auf  Approximationen  im  Zahlkörper  der  dritten 
oder  der  vierten  Einheitswurzel  ausgehen.  Im  Körper  der  dritten  Ein- 
heitswurzel liegen  die  Dinge  wesentlich  einfacher  und  werden  die  Sätze 
sehr  ähnlich  denen  für  reelle  Ghrößen.  Ich  will  hier  nur  die  verwickei- 
teren Beziehungen  im  Körper  der  vierten  Einheitswurzel  berühren. 

Es  seien  (,  ri  zwei  lineare  Formen  mit  beliebigen  komplexen  Koeffi- 
zienten und  zwei  komplexen  Yariabeln  x  +  ix\  y  -f-  iy'  von  einer  Deter- 
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minante  z/^^O^  so  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  diejenigen  ^^extremen'^ 
Zahlenpaare  x  +  ix\  y  +  iy'+  0,  0  im  Zahlkörper  von  i,  zu  welchen 
nicht  ein  Zahlenpaar  derselben  Art  angebbar  ist,  das  sowohl  |${  wie  li^j 
kleiner  werden  laßt.  Wir  können  die  zwei  Zahlen  eines  Paares  mit 
einer  und  derselben  Einheit  —  l^^i  mxQtiplizieren,  das  entstehende 
assoziierte  Paar  gilt  uns  hier  als  nicht  yerschieden  von  dem  ursprüng- 
lichen«. Alle  vorhandenen  extremen  Paare  lassen  sich  nun  in  eine  Kette 
nach  der  Gfroße  von  {||  (und  zugleich  von  li^j)  ordnen.  Zwei  benach- 
barte Paare  der  Kette  zusammen  sind  leicht  a  priori  zu  charakterisieren. 
Nämlich  die  zugehörige  Determinante  (2)  ist  entweder  {A)  eine  Einheit 
±1;  ±*  öder  {B)  gleich  (1  +  i),  mxdtipliziert  in  eine  Einheit.  Wir 
benutzen  diese  zwei  Paare  als  Yertikalreihen  der  Matrix  einer  auf  i,  ri 
anzuwendenden  Substitution  und  erhalten  dadurch  für  §,1^  die  Ausdrücke 
(3)^  worin  \q\,  \6\  beide  ^1  sind.  Indem  wir  das  zweite  Paar  durch  ein 
assoziiertes  ersetzen  und  eventuell  noch  i  in.  —i  umwandeln,  können 
wir  Q  auf  den  in  den  Zeichnungen  rot  markierten  Oktanten  des  Ein- 
heitskreises (bez.  l/(»  auf  den  konjugierten  Oktanten  außerhalb  dieses 
Kreises)  bringen.  Es  sind  nun  die  Fälle  {A)  und  {B)  zu  unterscheiden, 
auf  welche  sich  die  größere  bez.  die  kleinere  Zeichnung  bezieht.  Im 
Falle  {A)  wird  jener  Oktant  durch  gewisse  Kreise  vom  Radius  1  bez. 

-^  in  fünf  Stücke  zerlegt,  die  in  der  Figur  fortlaufend  mit  I — V  num- 

meriert  sind.  Wenn  ^  in  ein  bestimmtes  derselben  fällt,  kann  jedesmal 
6  nur  in  diejenigen  grünbegrenzten  Stücke  des  Einheitskreises  fallen, 
in  welche  die  nämliche  Nummer  eingetragen  ist.  Der  kleinste  Wert 
für  den  Betrag  der  Determinante  { 1  —  9<5  |  entsteht,  wenn  ^,  6  den 
scharfen  mit  kleinen  Kreuzen  bezeichneten  Ecken  der  Figur  entsprechen. 
Im  Falle  {B)  kann  q  nur  in  das  rote  Oebiet  (I)  und  6  dann  nur  in  das 
grüne  Gebiet  (I)  fallen.    Als  wichtigstes  Ergebnis  entnehmen  wir  hieraus : 

Man  kann  in  die  Formen  |,  i^  für  x  +  iXj  y  +  iy  stets  solche 
ganze  Zahlen  des  Körpers  von  i,  die  nicht  beide  Null  sind, 
setzen,  daß  dabei  die  Ungleichungen  (4)  gelten.  — 

Endlich  möchte  ich  noch  einige  Worte  über  Kriterien  für  al- 
gebraische Zahlen  hinzufügen. 

(Fig.  7.)  Durch  diese  Figur  suche  ich  dem  bekannten  Lagrangeschen 
Kriterium  für  eine  reelle  quadratische  Irrationalzahl  eine  neue 
Seite  abzugewinnen.  In  einem  Quadrat  von  der  Seitenlange  1  sind  hier 
auf  der  linken  vertikalen  Seite^  der  y-Achse,  fortgesetzt  Halbierungen 
vo]^enommen,  so  daß  sukzessive  alle  Punkte  erhalten  werden,  deren 
Ordinate  eine  rein  djadische  Zahl,  d.  h.  eine  rationale  Zahl  mit  einer 
Potenz  von  2  als  Nenner  ist.     Jedem  auf  der  y-Achse   auftretenden 
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Intervall  oder  Teilpunkt  wird  nun  ein  Intervall  bez.  ein  rationaler  Teil- 
punkt auf  der  2:-Acli8e^  der  unteren  horizontalen  Seite,  dadurch  zu- 
geordnet, daB  zunächst  den  Endwerten  y  =  0  und  y  =  1  die  Endwerte 
a;  =  0  und  x  ^1  entsprechen  soUen,  und  weiter,  so  oft  dort  ein  Inter- 
vall halbiert  wird,  hier  zwischen  die  Endpunkte  a/by  a/b'  des  zugeord- 
neten Intervalls,  a  und  &,  femer  a  und  V  als  relativ  prim  gedacht, 
ein  neuer  Teilpunkt  in  a?  —  (a  +  a)/(b  +  b")  eingeschaltet  wird.  Auf  der 
horizontalen  Seite  treten  so  als  Teilpunkte  sukzessive  alle  Punkte  mit 
rationaler  Abszisse  auf,  und  die  Zuordnung  der  gleichzeitig  konstruierten 
Abszissen  und  Ordinaten  liefert  uns  das  Bild  einer  bestandig  wachsenden 
Funktion  y=?(^),  zunächst  für  aUe  rationalen  x,  dann  durch  die 
Forderung  der  Stetigkeit  erweitert  auf  beliebige  reelle  Argumente  im 
Intervalle  0^a;^l,  während  gleichzeitig  y  dieses  Intervall  beliebig 
durchläuft.  Wenn  nun  x  eine  quadratische  Irrationalzahl  ist  und  daher 
auf  eine  periodische  Eettenbruchentwickelung  führt,  so  entspricht  da- 
durch dem  Werte  y  =  ?  (a?)  eine  periodische  Dualentwickelung  und  er- 
weist sich  infolgedessen  y  als  rational.   Wir  erhalten  dadurch  die  Sätze: 

Ist  X  eine  quadratische  Irrationalzahl,  so  ist  y  rational, 
aber  nicht  rein  dyadisch.  Ist  x  rational,  so  ist  y  rein  dya- 
disch.    Und  diese  Sätze  sind  völlig  umkehrbar. 

(Fig.  8.)  Die  letzte  Figur  zeigt  nun  eine  Verallgemeinerung  dieser 
Sätze  auf  kubische  Irrationalitäten,  welche  Herr  Louis  Eollros  in 
seiner  Dissertation  (Zürich  1904)  entwickelt  hat: 

Einerseits  wird  hier  ein  Quadrat,  in  welchem  |,  17  in  den  Grenzen 
0  und  1  laufen,  in  der  Weise  behandelt,  daß  es  zuerst  durch  die  Dia- 
gonale I  =  17  in  zwei  gleichschenklige  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt 
wird  und  in  der  Folge  jedes  einmal  entstehende  gleichschenklige  recht- 
winklige Dreieck  durch  die  Verbindung  von  der  Spitze  nach  der  Mitte 
der  Hypotenuse  in  zwei  gleichschenklige  rechtwinklige  Dreiecke  auf- 
gelöst wird.  Andererseits  erfährt  gleichzeitig  ein  zweites  Quadrat,  in 
welchem  x,  y  in  den  Grrenzen  0  und  1  laufen,  eine  gewisse  Schritt  für 
Schritt  zugeordnete  Zerfällung  in  Dreiecke:  zunächst  werden  die  vier 
Ecken  des  Quadrats  den  vier  Ecken  des  ersten  Quadrats  mit  gleich- 
wertigen Koordinaten  und  weiter  die  Linie  x=^  y  der  Linie  |  =  17  zu- 
geordnet, und  in  der  Folge  wird,  wo  dort  eine  Hypotenuse  halbiert 
und  hernach  eine  geradlinige  Verbindung  eii^eführt  wird,  hier  zwischen 
die  Endpunkte  der  zugeordneten  Strecke,  wenn  deren  Koordinaten 
o/c,  b/e  und  a/c,  b'jc  und  a,  6,  c  sowie  a',  6',  c  relativ  prime  Zahlen  sind,  als 
ein  neuer  Teilpunkt  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^{a'\'  a')l{c  +  c'), 
y  CS  ((  -f.  V)l{c  -f  c  )  eingeschaltet  und  hernach  die  entsprechende  gerad- 
linige Verbindung  vorgenommen.     Dadurch  werden  zwei  eindeutig  um- 
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kehrbare  Beziebimgeii  (1)  festgesetzt,  zunächst  für  alle  rationalen  Xy  y 
und  dyadischen  1,  i;  und  hemacli  durch  die  Forderung  der  Stetigkeit 
überhaupt  für  beliebige  Argumente  und  Funktionswerte  in  den  Ghrenzen 
0  und  1.  Dabei  findet  nun  Kollros  die  folgenden  Sätze,  welche  frei- 
lich in  einem  wesentlichen  Punkte  noch  nicht  bewiesen  sind,  deren 
Richtigkeit  aber  nach  einer  Menge  von  Beispielen  in  hohem  Grade 
plausibel  erscheint: 

Sind  l^Xyff  drei  unabhängige  Zahlen  in  einem  reellen  ku- 
bischen Körper,  so  sind  g,  )y  rational  und  ist  keine  der  Größen 
6,iy,  |  +  iy,  %  —  ri  rein  dyadisch.  Gehören  x,  y  einem  quadra- 
tischen Körper  an,  ohne  beide  rational  zu  sein,  so  sind  g,  i; 
rational  und  ist  eine  der  Größen  |,  iy,  g  +  ^>  §  —  ^  rein  dya- 
disch. Sind  Xyy  beide  rational,  so  sind  ^,17  beide  rein  dya- 
disch.    Diese  Sätze  sind  vollkommen  umkehrbar. 

Nimmt  man  y » ^',  so  erlangt  man  hierdurch  ein  Yollstandiges 
Kriterium  dafür,  daß  x  eine  reelle  kubische  Irrationalzahl  ist.  Besonders 
zu  betonen  ist,  daß  diese  Sätze  für  alle  kubischen  Körper  und  nicht 
etwa  bloß  für  solche  mit  negativer  Diskriminante,  in  welchen  nur  eine 
Fundamentaleinheit  vorhanden  ist,  zuzutreffen  scheinen. 

Diese  Au£&ählung  von  speziellen  Ergebnissen  aus  der  Geometrie 
der  Zahlen  ließe  sich  noch  weiterführen.  Aber  ich  habe  vielleicht  mein 
Ziel  bereits  erreicht  und  Sie  mögen  den  Eindruck  gewonnen  haben, 
daß  es  sich  hier  um  Fragen  handelt,  welche  die  Fundamente  der  Ghrößen- 
lehre  berühren,  welche  der  Auffassung  leicht  zugänglich  sind  und  welche 
uns  die  Disziplinen  der  Algebra,  Arithmetik,  Geometrie  in  harmonischer 
Wechselwirkung  zeigen. 


über  die  Grundlagen  der  Logik  und  der  Arithmetik. 

Von 
D.  HiLBERT  aus  Göttingen. 

Während  wir  heute  bei  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen 
der  Geometrie  über  die  einzuschlagenden  Wege  und  die  zu  erstrebenden 
Ziele  im  wesentlichen  untereinander  einig  sind,  ist  es  mit  der  Frage 
nach  den  Ghrundlagen  der  Arithmetik  anders  bestellt:  hier  stehen  sich 
gegenwartig  noch  die  verschiedensten  Meinungen  der  Forscher  schro£P 
einander  gegenüber. 

Die  Schwierigkeiten  bei  der  Begründung  der  Arithmetik  sind 
zum  Teil  in  der  Tat  anders  geartete  als  diejenigen,  die  bei  der  Be- 
gründung der  Geometrie  zu  überwinden  waren.  Bei  der  Prüfung 
der  Grundlagen  der  Geometrie  konnten  gewisse  Schwierigkeiten,  die 
rein  arithmetischer  Natur  sind,  beiseite  gelassen  werden;  bei  der  Be 
gründung  der  Arithmetik  aber  erscheint  die  Berufung  auf  eine  andere 
Grunddisziplin  unerlaubt.  Ich  werde  die  wesentlichen  Schwierigkeiten 
bei  der  Begründung  der  Arithmetik  am  deutlichsten  hervortreten  lassen, 
indem  ich  die  Anschauungen  einzelner  Forscher  einer  kurzen  kritischen 
Erörterung  unterwerfe. 

L,  Kronecker  hat  bekanntlich  in  dem  Begriff  der  ganzen  Zahl  das 
eigentliche  Fundament  der  Arithmetik  erblickt;  er  bildete  sich  die  Auf- 
fassung, daB  die  ganze  Zahl  und  zwar  als  Allgemeinbegriff  (Parameter- 
wert) direkt  und  unmittelbar  da  sei;  dadurch  wurde  er  verhindert  zu 
erkennen,  daB  der  Begriff  der  ganzen  Zahl  einer  Begründung  bedürftig 
und  fähig  ist.  Insofern  mochte  ich  ihn  als  Dogmatiker  bezeichnen: 
er  nimmt  die  ganze  Zahl  mit  ihren  wesentlichen  Eigenschaften  als 
Dogma  hin  und  blickt  nicht  weiter  rückwärts. 

H.  Helmholtz  vertritt  den  Standpunkt  des  Empiristen^  der  Stand- 
punkt der  reinen  Erfahrung  aber  scheint  mir  durch  den  Hinweis  wider- 
legt, daB  aus  der  Erfahrung,  d.  h.  durch  das  Experiment^  niemals  die 
Möglichkeit  oder  die  Existenz  einer  beliebig  großen  Zahl  entnommen 
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werden  kann.  Denn  die  Zahl  der  Dinge^  die  (Gegenstand  unserer  Er- 
fahnmg  sind^  li^;  wenn  sie  auch  groß  ist^  doch  unterhalb  einer  end- 
lichen Grenze. 

E.  B.  Christoffel  und  alle  diejenigen  Gegner  Eroneckers,  die  von 
dem  richtigen  GefQhl  geleitet^  dafi  ohne  den  BegrifF  der  Irrationalzahl 
die  gesamte  Analysis  zur  Unfruchtbarkeit  verurteilt  bliebe,  durch  Auf- 
findung ^positiver^^  Eigenschaften  dieses  Begriffes  oder  durch  ähnliche 
Mittel  die  Existenz  der  Irrationalzahl  zu  retten  suchen,  möchte  ich  als 
Opportunisten  bezeichnen.  Eine  sachliche  Widerlegung  des  Kronecker- 
schen  Standpunktes  aber  wurde  durch  dieselben  meiner  Meinung  nach 
nicht  erreicht. 

unter  den  Gelehrten,  welche  tiefer  in  das  Wesen  der  ganzen  Zahl 
eingedrungen  sind,  nenne  ich  die  folgenden: 

G,  Frege  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Gesetze  der  Arithmetik  durch 
die  Mittel  der  Logik,  diese  in  hergebrachtem  Sinne  aufgefaßt,  zu  be- 
gründen. Er  hat  das  Verdienst,  die  wesentlichen  Eigenschaften  des 
Begriffes  der  ganzen  Zahl  sowie  die  Bedeutung  des  Schlusses  der  voll- 
standigen  Induktion  richtig  erkannt  zu  haben.  Indem  er  aber  seinem 
Plane  treu  unter  anderem  auch  dies  als  Grundsatz  hinnimmt,  daß  ein 
B^priff  (eine  Menge)  definiert  und  unmittelbar  verwendbar  sei,  wenn  nur 
für  jeden  Gegenstand  bestimmt  ist,  ob  er  unter  den  Begriff  falle  oder 
nieht,  und  auch  den  Begriff  ,jeder''  dabei  keiner  Einschiunkung  unter- 
wirft, setzt  er  sich  gerade  denjenigen  mengentheoretischen  Paradoxien 
aus,  die  beispielsweise,  in  dem  Begriffe  der  Menge  aller  Mengen  liegen 
und  die,  wie  mir  scheint,  zeigen,  daß  die  Auffassungen  und  TJntei^ 
suchungsmittel  der  Logik,  im  hergebrachten  Sinne  aufgefaßt,  nicht  den 
strengen  Anforderungen,  die  die  Mengenlehre  stellt,  gewachsen  sind. 
Die  Vermeidung  solcher  Widersprüche  und  die  Klärung  jener 
Paradoxien  ist  vielmehr  bei  den  Untersuchungen  über  den 
Zahlbegriff  von  vornherein  als  ein  Hauptziel  ins  Auge  zu 
fassen. 

ü.  Dedekind  hat  die  mathematischen  Schwierigkeiten  bei  der  Be- 
gründung des  Zahlbegriffes  klar  erkannt  und  in  äußerst  scharfsinniger 
Weise  zuerst  einen  Aufbau  der  Theorie  der  ganzen  Zahlen  geliefert. 
Ich  möchte  aber  seine  Methode  insofern  als  eine  transzendentale  be- 
zeichnen, als  er  den  Nachweis  für  die  Existenz  des  Unendlichen  auf  einem 
Wege  führt,  dessen  Grundidee  wohl  in  ähnlicher  Weise  von  philoso- 
phischer Seite  benutzt  wird  —  ein  Weg  freilich,  den  ich  wegen  des 
unvermeidlichen  Widerspruches  des  dabei  zur  Verwendung  kommenden 
Begriffes  der  Gesamtheit  aller  Dinge  als  gangbar  und  sicher  nicht  an- 
erkennen kann. 
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G.  Cantor  hat  den  genannten  Widersprach  empfanden  und  diesem 
Empfinden  dadurch  Ausdruck  verliehen,  daß  er  ^^konsistente''  und  ^nicht- 
konsistente''  Mengen  unterscheidet.  Indem  er  aber  meiner  Meinung  nach 
für  diese  Unterscheidung  kein  scharfes  Kriterium  aufstellt^  muß  ich 
seine  Auffassung  über  diesen  Punkt  als  eine  solche  bezeichnen,  die 
dem  subjektiven  Ermessen  noch  Spielraum  läßt  und  daher  keine  ob- 
jektive Sicherheit  gewährt. 

Ich  bin  der  Meinung,  daß  alle  die  berührten  Schwierigkeiten  sich 
überwinden  lassen  und  daß  man  zu  einer  strengen  und  völlig  befrie- 
digenden Begründung  des  Zahlbegriffes  gelangen  kann,  und  zwar  durch 
eine  Methode^  die  ich  die  axiomatische  nennen  und  deren  Grundidee 
ich  im  folgenden  kurz  entwickeln  möchte. 

Man  bezeichnet  wohl  die  Arithmetik  als  einen  Teil  der  Logik  und 
setzt  meist  bei  der  Begründung  der  Arithmetik  die  hergebrachten  logi- 
schen Ghrundbegriffe  voraus.  Allein  bei  aufmerksamer  Betrachtung 
werden  wir  gewahr,  daß  bei  der  hergebrachten  Darstellung  der  Gesetze 
der  Logik  gewisse  arithmetische  (Grundbegriffe,  z.  B.  der  Begriff  der 
Menge,  zum  Teil  auch  der  Begriff  der  Zahl  bereits  zur  Verwendung 
kommen.  Wir  geraten  so  in  eine  Zwickmühle  und  zur  Vermeidung  von 
Paradoxien  ist  daher  eine  teilweise  gleichzeitige  Entwicklung  der  Ge- 
setze der  Logik  und  der  Arithmetik  erforderlich. 

Wie  ich  mir  diesen  gemeinsamen  Aufbau  denke,  kann  ich  in  der 
Kürze  eines  Vortrages  nur  andeuten.  Ich  bitte  daher  zu  entschuldigen, 
wenn  es  mir  nur  gelingt,  Ihnen  eine  ungefähre  Vorstellung  davon  zu 
geben,  in  welcher  Richtung  meine  Untersuchungen  sich  bewegen.  Auch 
werde  ich  mich  der  leichteren  Verständlichkeit  wegen  mehr  der  ge- 
wohnten Sprache  „in  Worten"  und  der  darin  mittelbar  zum  Ausdruck 
kommenden  Gesetze  der  Logik  bedienen,  als  bei  einem  exakten  Aufbau 
wünschenswert  wäre. 

Ein  Gegenstand  unseres  Denkens  heiße  ein  Gedankending  oder 
kurz  ein  Ding  und  werde  durch  ein  Zeichen  benannt. 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  zunächst  ein  Gedankending  1  (eins) 
zugrunde.  Die  Zusammenfassungen  dieses  Dinges  mit  sich  zu  je  zwei, 
drei  oder  mehr  Malen,  wie: 

11,     111,     1111 

bezeichnen  wir   als  Kombinationen   des  Dinges  1    mit  sich;   ebenso 
heißen  irgendwelche  Kombinationen  dieser  Kombinationen,  wie: 

(i)(ii),  (11)  (11) (11),  ((11) (11))  (11),  ((iii)(i))(i) 

wieder  Kombinationen  jenes   Dinges  1    mit   sich.     Die  Kombinationen 
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TRerden  ebenfalls  schlechtweg  als  Dinge  und  dem  gegenüber  dann  das 
zugrunde  gelegte  Gedankending  1  als  einfaches  Ding  bezeichnet. 

Wir  fügen  nun  ein  zweites  einfaches  Gedankending  hinzu  und  be- 
nennen dasselbe  mit  dem  Zeichen  ^  (gleich).  Alsdann  bilden  wir 
die  Kombinationen  dieser  zwei  Gedankendinge,  wie: 

1  -,  11=, ...  (1)(=1)(= ),  ((11)(1)(H)( ),  1  =  1,  (11)  =  (1)(1). 

Wir  sagen,  die  Kombination  a  der  einfachen  Dinge  1,  =  differiere 
mit  der  Kombination  b  jener  Dinge,  wenn  sie,  was  die  Art  und  Reihen- 
folge der  Kombination  oder  die  Wahl  und  das  Eingehen  der  Dinge 
1,  =  selbst  anbetrifft,  irgendwie  voneinander  abweichen,  d.  h.  wenn  a 
und  b  nicht  miteinander  identisch  sind. 

Jetzt  denken  wir  uns  die  Kombinationen  jener  zwei  einfachen 
Dinge  in  zwei  Klassen,  die  Klasse  der  Seienden  und  die  der  Nicht- 
seienden  verteilt:  jedes  Ding,  das  der  Klasse  der  Seienden  angehört, 
differiert  mit  jedem  Dinge,  das  der  Klasse  der  Nichtseienden  angehört. 
Jede  Kombination  der  zwei  einfachen  Dinge  1,  =  gehört  einer  dieser 
beiden  Klassen  an. 

Wenn  a  eine  Kombination  der  zwei  zugrunde  liegenden  Dinge 
1,  =  ist,  so  bezeichnen  wir  mit  a  auch  die  Aussage,  daB  a  der  Klasse 
der  Seienden  angehört,  und  mit  ä  die  Aussage,  daß  a  der  Klasse  der 
Nichtseienden  angehört.  Wir  bezeichnen  a  als  eine  richtige  Aussage, 
wenn  a  der  Klasse  der  Seienden  angehört;  dagegen  heiße  ä  eine 
richtige  Aussage,  wenn  a  der  Klasse  der  Nichtseienden  angehört. 
Die  Aussagen  a  und  ä  bilden  einen  Widerspruch. 

Der  Inbegriff  zweier  Aussagen  A^  JH,  in  Zeichen 

Ä\B, 

in  Worten:  „aus  Ä  folgt  JB^  oder  „wenn  Ä  richtig  ist,  ist  auch  B 
richtig^*  heißt  ebenfalls  eine  Aussage  und  zwar  heißt  A  dann  die  Vor- 
aussetzung, B  die  Behauptung.  Voraussetzung  und  Behauptung 
können  selbst  wiederum  aus  mehreren  Aussagen  A^,  A^  bez.  B^^,  B^, 
B^  usw.,  bestehen  in  Zeichen: 

Ai  n.  A^  I  Bi  o.  B^  o.  B^y 

in  Worten:  „aus  A^  und  A^  folgt  B^  oder  -B,  oder  B^^'  usw. 

Wegen  des  Zeichens  o.  (oder)  wäre,  da  die  Negation  bereits  ein- 
geführt ist,  das  Zeichen  |  zu  vermeiden  möglich;  ich  benutze  es  in 
diesem  Vortw^e  lediglich,  um  mich  an  die  gewohnte  Wortsprache 
möglichst  anzuschließen. 

Wir  wollen  unter  -4^,  -4^,  •  •  •  bez.  diejenigen  Aussagen  verstehen, 
die  —  kurz  ausgedrückt  —   aus  einer  Aussage  A(x)  hervorgehen,   in- 
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dem  wir  an  Stelle   der  ,^Willkürlichen'^  x  die  Gedankendinge  1^  » 
und  die  Kombinationen  derselben  nehmen;  dann  schreiben  wir  die  Aus- 


A^  o.  Ä^  o.  A^y  •  •  •    bez.    -4.1,  n.  ^  u.  A^j  •  •  • 
auch  wie  folgt 

A(x^^^),    in  Worten  „wenigstens  för  ein  af^ 
bez.    -4(iC^"0,     in  Worten  ;,fÖr  jedes  einzelne  oc^, 

hierin  erblicken  wir  lediglich  eine  abkürzende  Schreibweise. 

Wir  bilden  nun  aus  den  zugrunde  gelegten  zwei  Dingen  1^  «  die 
fönenden  Aussagen: 

1.  x^  X 

2.  [x^fj  VL  w{x)]\  to(y). 

Dabei  bedeutet  x  (im  Sinne  von  a^"^)  jedes  der  zwei  zugrunde  ge- 
legten Gedankendinge  und  jede  Kombination  derselben;  in  2.  ist  y  (im 
Sinne  von  y^**))  ebenfaUs  jedes  jener  Dinge  und  jede  Kombination^  femer 
tv(x)  eine  „willkürliche^'  Kombination,  die  die  ^^Willkürliche''  x  (im 
Sinne  yon  rr^**))  enthalt;  die  Aussage  2.  lautet  in  Worten:  Aus  x^  y 
und  tv(x)  folgt  w(y). 

Die  Aussagen  1.,  2.  bilden  die  Definition  des  Begriffes  = 
(gleich)  und  werden  insofern  auch  Axiome  genannt. 

Wenn  man  an  Stelle  der  Willkürlichen  o:,  y  in  den  Axiomen  1.,  2. 
die  einfachen  Dinge  1,  «=  oder  besondere  Kombinationen  derselben  setzt, 
so  entstehen  besondere  Aussagen,  welche  Folgerungen  jener  Axiome 
heißen  mögen.  Wir  betrachten  eine  Reihe  gewisser  Folgerungen  von 
der  Art,  daß  die  Voraussetzungen  der  letzten  Folgerung  der  Reihe 
mit  den  Behauptungen  der  yoranstehenden  Folgerungen  identisch  sind. 
Nehmen  wir  dann  die  Voraussetzungen  der  yoranstehenden  Folgerungen 
als  Voraussetzung  und  die  Behauptung  der  letzten  Folgerung  als  Be- 
hauptung, so  entsteht  eine  neue  Aussage,  die  wiederum  als  Folgerung 
aus  den  Axiomen  bezeichnet  werden  möge.  Dureli  Fortsetzung  dieses 
Schlußyerfahrens  können  wir  weitere  Folgerungen  erhalten. 

Wir  wählen  nun  aus  diesen  Folgerungen  diejenigen  aus,  die  die 
einfache  Form  der  Aussage  a  (Behauptung  ohne  Voraussetzung)  haben, 
und  fassen  die  so  entstehenden  Dinge  a  in  der  Klasse  der  Seienden 
zusammen,  während  die  yon  diesen  differierenden  Dinge  zu  der  Klasse 
der  Nichtseienden  gehören  mögen.  Wir  erkennen,  daß  aus  1.,  2.  immer 
nur  Folgerungen  yon  der  Form  a  »  a  entstehen,  wo  a  eine  Kombi- 
nation der  Dinge  1,  »  ist.  Die  Axiome  1.,  2.  sind  auch  ihrerseits 
gegenüber  der  getroffenen  Verteilung  der  Dinge  in  die  zwei  Klassen 
erfüllt,    d.  h.    richtige   Aussagen,    und    wegen    dieser  Eigenschaft    der 
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Axiome  1.^  2.  bezeichnen  wir  den  durch  dieselbe  definierten  Begriff  » 
(gleich)  als  einen  widerspruchsfreien  Begriff. 

Ich  möchte  darauf  aufmerksam  machen,  daß  die  Axiome  1.^  2.  eine 
Aussage  von  der  Form  äy  d.  h.  eine  Aussage,  wonach  eine  Kombination 
in  der  Klasse  der  Nichtseienden  vorkommen  soll,  überhaupt  nicht  ent- 
halten. Wir  würden  also  auch  den  Axiomen  genügen  können,  indem 
wir  die  Kombinationen  der  zwei  einfachen  Dinge  sämtlich  in  die  Klasse 
der  Seienden  aufiiehmen  und  die  Klasse  der  Nichtseienden  leer  ließen. 
Die  vorhin  gewählte  Verteilung  in  die  zwei  Klassen  zeigt  jedoch  besser, 
wie  man  in  den  späteren  schwierigeren  Fällen  zu  verfahren  hat. 

Wir  führen  jetzt  den  Bau  der  logischen  Ghrundlagen  des  mathema- 
tischen Denkens  weiter,  indem  wir  zu  den  zwei  Gedankendingen  1,  = 
die  drei  weiteren  Gedankendinge  u  (unendliche  Menge,  Unendlich), 
f  (Folgendes),  f  (begleitende  Operation)  hinzufttgen  und  für  dieselben  die 
folgenden  Axiome  festsetzen: 

3.  f  (ua?)  -  u(f  o;) 

4.  f(uip)  =-  f (uy)  {nx^ny 

5.  f(ua?)  =  ui 

Dabei  bedeutet  die  Willkürliche  x  (im  Sinne  von  x^"^)  jedes  der  fünf 
jetzt  zugrunde  liegenden  Gedankendinge  und  jede  Kombination  derselben. 
Das  Gedankending  u  werde  kurz  unendliche  Menge  und  die  Kombina- 
tion MX  (z.  B.  ul,  U(ll),  uf)  ein  Element  dieser  unendlichen  Menge  u 
genannt.  Das  Axiom  3.  drückt  dann  aus,  daß  auf  jedes  Element  nx  ein 
bestimmtes  G^dankending  f  (ux)  folgt^  welches  einem  Element  der  Menge 
Vif  nämlich  dem  Element  Vi{\'x)  gleich  ist,  d.  h.  ebenfalls  der  Menge  u 
angehört.  Das  Axiom  4.  spricht  die  Tatsache  aus,  daß,  wenn  auf  zwei 
Elemente  der  Menge  u  das  gleiche  Element  folgt,  jene  Elemente  eben- 
falls einander  gleich  sind.  Nach  Axiom  5.  gibt  es  in  u  kein  Element, 
dem  das  Element  ul  folgt;  dieses  Element  ul  heiße  daher  das  erste 
Element  in  u. 

Wir  haben  nun  die  Axiome  1.  —  5.  der  entsprechenden  Unter- 
suchung zu  unterwerfen,  wie  vorhin  die  Axiome  1.,  2.;  dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  jene  Axiome  1.,  2.  zugleich  eine  Erweiterung  ihrer  Gültig- 
keit erfahren,  insofern  nunmehr  die  Willkürlichen  x,  y  beliebige  Kom- 
binationen der  fünf  zugrunde  liegenden  einfachen  Dinge  bedeuten. 

Wir  fragen  wiederum,  ob  gewisse  Folgerungen  aus  den  Axiomen 
1.  bis  5.  einen  Widerspruch  bilden  oder  ob  im  Gegenteil  die  zu- 
grunde gellten  fünf  Gedankendinge  1,  -«,  u,  f,  f  und  deren  Kom- 
binationen sich  in  die  Klasse  der  Seienden  und  die  Klasse  der  Nicht- 
seienden verteilen  lassen  derart,  daß  die  Axiome  1. — 5.  dieser  Klassen- 
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einteilang  gegenüber  sich  erfüllen,  d.  h.  jede  Folgerung  aus  jenen 
Axiomen  zu  einer  richtigen  Aussage  gegenüber  jener  Klasseneinteilung 
wird.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  berücksichtigen  wir,  daß  das 
Aidom  5.  das  einzige  ist,  welches  zu  Aussagen  von  der  Form  ä,  d.  h. 
daß  eine  Kombination  a  der  fünf  zugrunde  liegenden  Gtedankendinge 
zur  Klasse  der  Nichtseienden  gehören  soll,  Anlaß  gibt.  Aussagen,  die 
mit  5.  einen  Widerspruch  bilden,  müssen  daher  jedenfalls  von  der  Form 

6.    f(ua;<«))==ul 
sein;   eine  solche  Folgerung  aber  kann  aus  den  Axiomen   1. — 4.  auf 
keine  Weise  entstehen. 

um  dies  einzusehen,  bezeichnen  wir  die  Gleichung,  d.  h.  das  Ge- 
datikending  a^b  als  eine  homogene  Gleichung,  wenn  sowohl  a  wie  b 
Kombinationen  von  je  zwei  einfachen  Dingen  sind,  ebenso  wenn  a  und 
b  beide  irgendwelche  Kombinationen  von  je  drei  oder  beide  irgend- 
welche Kombinationen  von  je  yier  oder  mehr  einfachen  Dingen  sind; 
beispielsweise  heißen 

(11) -(fu),  (ff-(uf'),  (fll)-(ttl-), 
(fl)(fl)  =  (llll),  (f(ffu))-(lnttl), 
((ff)(lll))  -  ((1)(11)(11)),  (fulll-)  =  (ttUlllu) 
homogene  Gleichungen.  Aus  den  Axiomen  1.  und  2.  allein  folgen,  wie 
wir  vorhin  gesehen  haben,  lauter  homogene  Gleichungen,  nämlich  die 
Gleichungen  von  der  Form  a^  a.  Ebenso  liefert  Axiom  3.,  wenn  wir 
darin  für  x  irgend  ein  Gedankending  nehmen,  nur  homogene  Glei- 
chungen. Desgleichen  weist  Axiom  4.  in  der  Behauptung  gewiß  stets 
eine  homogene  Gleichung  auf,  sobald  die  Voraussetzung  eine  homogene 
Gleichung  ist  und  somit  können  überhaupt  nur  homogene  Gleichungen 
als  Folgerungen  aus  den  Axiomen  1. — 4.  auftreten.  Nun  ist  aber  die 
Gleichung  6.,  die  doch  bewiesen  werden  sollte,  gewiß  keine  homogene 
Gleichung,  da  man  darin  an  Stelle  von  s^^^  eine  Kombination  zu  nehmen 
hat  und  dadurch  die  linke  Seite  eine  Kombination  von  drei  oder  mehr 
einfachen  Dingen  wird,  während  die  rechte  Seite  eine  Kombination  von 
den  zwei  einfachen  Dingen  u  und  1  bleibt. 

Hiermit  ist,  wie  ich  glaube,  der  Grundgedanke,  um  die  Richtigkeit 
meiner  Behauptung  zu  erkennen,  dargelegt;  zur  vollständigen  Durch- 
führung des  Beweises  bedarf  es  des  BegrifiEes  der  endlichen  Ordnungs- 
zahl und  gewisser  Sätze  über  den  Begriff  der  Gleichzahligkeit,  die  man 
in  der  Tat  an  dieser  Stelle  schon  ohne  Mühe  aufstellen  und  ableiten 
kann:  man  hat  eben  zur  vollständigen  Durchführung  des  dargelegten 
Grundgedankens  noch  diejenigen  Gesichtspunkte  zu  berücksichtigen,  auf 
die  ich  am  Schlüsse  meines  Vortrages  (vgl.  V.)  noch  kurz  hinweisen  will. 
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Die  gewünschte  KlaBseneinteilung  ergibt  sich  also,  wenn  man  alle 
Dinge  a,  wo  a  eine  Folgerung  aus  den  Axiomen  1. — 4.  ist,  zur  Klasse 
der  Seienden  zahlt  und  alle  diejenigen  Dinge  in  die  Klasse  der  Nicht- 
seienden  aufiiimmt,  die  mit  diesen  dififerieren,  insbesondere  die  Dinge 
f(ua:)  =  ul.  Wegen  der  so  gefundenen  Eigenschaft  der  aufgestellten 
Axiome  erkennen  wir,  daß  dieselben  überhaupt  nie  zu  einem  Wider- 
spruch führen,  und  bezeichnen  daher  die  durch  dieselben  definierten 
Gedankendinge  u,  f,  f  als  widerspruchsfreie  Begriffe  oder  Opera- 
tionen oder  als  widerspruchsfrei  existierend.  Was  insbesondere 
den  Begriff  des  unendlichen  u  anbetrifft,  so  erscheint  durch  die  oben 
angedeutete  Darlegung  die  Behauptung  der  Existenz  des  unend- 
lichen u  gerechtfertigt;  denn  sie  erhält  jetzt  eine  bestimmte  Bedeu- 
tung und  einen  später  stets  anzuwendenden  Inhalt. 

Die  eben  skizzierte  Betrachtung  bildet  den  ersten  Fall,  in  dem 
es  gelingt,  den  direkten  Nachweis  für  die  Widerspruchslosigkeit  von 
Axiomen  zu  führen,  während  die  sonst  —  inbesondere  in  der  Geo- 
metrie —  für  solche  Nachweise  übliche  Methode  der  geeigneten  Spe- 
zialisierung oder  Bildung  von  Beispielen  hier  notwendig  versagt. 

Daß  dieser  direkte  Nachweis  hier  gelingt,  ist,  wie  man  sieht^ 
wesentlich  dem  umstände  zu  verdanken,  daß  eine  Aussage  von  der 
Form  a,  d.  h.  eine  Aussage,  wonach  eine  gewisse  Kombination  der 
Klasse  der  Nichtseienden  angehören  soll,  nur  an  einer  Stelle  als  Be- 
hauptung, nämlich  in  Axiom  5.,  auftritt. 

Indem  wir  die  bekannten  Axiome  für  die  vollständige  Induktion 
in  die  von  mir  gewählte  Sprache  übertragen,  gelangen  wir  in  ähn- 
licher Weise  zu  der  Widerspruchsfreiheit  der  so  vermehrten  Axiome, 
d.  h.  zum  Beweise  der  widerspruchsfreien  Existenz  des  sogenannten 
kleinsten  Unendlich*)  (d.  h.  des  Ordnungstypus  1,  2,  3,  •  •  •). 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  den  Begriff  der  endlichen  Ordnungs- 
zahl nach  den  oben  aufgestellten  Prinzipien  zu  begründen;  es  geschehe 
dies  auf  Ghrund  des  Axioms,  daß  jede  Menge,  die  das  erste  Element 
der  Ordnungszahl  und,  falls  ihr  irgend  eines  angehört,  auch  das  diesem 
folgende  enthält,  gewiß  stets  das  letzte  Element  enthalten  muß.  Der 
Beweis  der  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  erfolgt  hier  sehr  leicht 
durch  Heranziehung  eines  Beispiels,  etwa  der  Zahl  zwei.  Es  kommt  dann 
darauf  an  zu  zeigen,  daß  eine  Anordnung  der  Elemente  der  endlichen 
Ordnungszahl  möglich  ist,  so  daß  jede  Teilmenge  derselben  ein  erstes 

*)  Vgl.  meinen  auf  dem  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  zu  Paris  1900 
gehaltenen  Vortrag:  Mathematische  Probleme,  2.  Die  Widersprachslosigkeit  der 
arithmetiach^ii  Axiome. 


182  n.  Teil:  Wisaenschaftliche  Vorisrage. 

und  ein  letztes  Element  besitzt  —  eine  Tatsache^  die  wir  dadurch  be- 
weisen^ daß  wir  ein  Gedankending  <  durch  das  Axiom 

{x<y  u.  y<0)\x<z 

definieren  und  dann  die  Widerspruchsfreiheit  der  aufgestellten  Axiome 
unter  Hinzufügung  dieses  neuen  Axiomes  erkennen^  sobald  x^  y,  z 
willkürliche  Elemente  der  endlichen  Ordnungszahl  bedeuten.  Mit  Be- 
nutzung der  Tatsache  der  Existenz  des  kleinsten  Unendlich  folgt  dann 
auch  der  Satz^  daß  zu  jeder  endlichen  Ordnungszahl  eine  noch  größere 
Ordnungszahl  gefunden  werden  kann. 

Die  Prinzipien^  die  für  den  Aufbau  und  die  weitere  Ausführung 
der  Gesetze  des  mathematischen  Denkens  in  der  beabsichtigten  Weise 
maßgebend  sein  müssen,  sind  kurz  folgende: 

I.  Auf  einem  bestimmten  Standpunkt  in  der  Entwicklung  der 
Theorie  angelangt  darf  ich  eine  weitere  Aussage  als  richtig  bezeichnen, 
sobald  erkannt  worden  ist,  daß  sie  als  Axiom  zu  den  bisher  als  richtig 
befundenen  Aussagen  hinzugefügt,  keinen  Widerspruch  ergibt,  d.  h. 
zu  Folgerungen  fQhrt,  die  gegenüber  einer  gewissen  Verteilung  der 
Dinge  in  die  Klasse  der  Seienden  und  die  der  Nichtseienden  sämtlich 
richtige  Aussagen  sind. 

n.  In  den  Axiomen  vertreten  die  Willkürlichen  —  als  Ersatz  für 
den  Begriff  „jedes''  oder  „alle^  in  der  üblichen  Logik  —  nur  die- 
jenigen Gedankendinge  und  deren  Kombinationen  untereinander,  die 
auf  jenem  Standpunkt  zugrunde  gelegt  sind  oder  neu  definiert  werden 
sollen.  Bei  der  Herleitung  von  Folgerungen  aus  den  Axiomen  dürfen 
daher  die  Willkürlichen,  die  in  den  Axiomen  auftreten,  nur  durch 
solche  Gedankendinge  und  deren  Kombinationen  ersetzt  werden.  Auch 
ist  in  gehöriger  Weise  zu  berücksichtigen,  daß  durch  die  ZufÜgung 
und  Zugrundelegung  eines  neuen  Gedankendinges  die  bisherigen  Axiome 
eine  Erweiterung  ihrer  Gültigkeit  erfahren  bez.  einer  sinngemäßen  Ab- 
änderung zu  unterwerfen  sind. 

m.  Die  Menge  ist  allgemein  als  ein  Gedankending  m  definiert 
und  die  Kombinationen  mx  heißen  die  Elemente  der  Menge  m,  so  daß 
also  —  im  Gegensatz  zu  der  üblichen  Auffassung  —  der  Begriff  des 
Elementes  einer  Menge  erst  als  späteres  Erzeugnis  des  Mengenbegriffes 
selbst  erscheint. 

Genau  so  wie  der  Begriff  ^Menge'^  sind  auch  „Zuordnung^',  „Trans- 
formation^, „Beziehung^,  „Funktion^'  Gedankendinge,  für  die,  genau  wie 
Torhin  mit  dem  Begriff  „Unendlich'^  geschehen  ist,  die  passenden  Axiome 
in  Ansatz  zu  bringen  sind  und  die  dann  im  FalTe  der  Möglichkeit  der 
Verteilung  der  betreffenden  Kombinationen  in  die  Klasse  der  Seienden 
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und  die  der  Nichtseienden  als  widersprachslos  existierend  erkannt 
werden  können. 

In  L  kommt  das  schöpferische  Prinzip  zum  Ausdruck^  das  uns  im 
freiesten  Gebrauch  zu  immer  neuen  Begriffsbildungen  berechtigt  mit 
der  einzigen  Beschrilnkung  der  Vermeidung  eines  Widerspruchs.  Die 
zu  Anfang  dieses  Vortrages  erwähnten  Paradoxien  werden  durch  11.  und 
in.  unmöglich;  insbesondere  gilt  dies  von  dem  Paradoxon  der  Menge 
aller  sich  nicht  selbst  als  Element  enthaltenden  Mengen. 

Um  die  weitgehende  inhaltliche  Übereinstimmung  des  in  III.  de- 
finierten Mengenbegriffes  mit  dem  üblichen  Mengenbegriffe  erkennen 
zu  lassen,  beweise  ich  folgenden  Satz: 

Es  seien  auf  einem  bestimmten  Standpunkte  in  der  Entwicklung 
1,  •  •  • ,  a,  •  •  ^  I  die  zugrunde  liegenden  Gedankendinge  und  a(S)  eine 
Kombination  derselben,  die  die  Willkürliche  £  enthalt;  femer  sei  a(cc) 
eine  richtige  Aussage  (d.  h.  a{a)  in  der  Klasse  der  Seienden):  alsdann 
existiert  gewiß  ein  Gedankending  m  von  der  Art,  daß  a(mx)  für  die 
Willkürliche  x  lauter  richtige  Aussagen  darstellt  (d.  h.  a{mx)  immer 
in  der  Klasbe  der  Seienden  sich  befindet)  und  auch  umgekehrt  jedes 
Ding  I,  für  welches  a(S)  eine  richtige  Aussage  darstellt,  einer  Kom- 
bination mofi*^  gleich  wird,  so  daß  die  Aussage 

richtig  ist,  d.  h.  die  Dinge  |,  für  die  a(g)  eine  richtige  Aussage  wird, 
büden  die  Elemente  einer  Menge  m  im  Sinne  obiger  Definition. 

Zum  Beweise  stellen  wir  das  folgende  Axiom  auf:  es  ist  m  ein 
Gedankending,  für  welches  die  Aussagen 

7.  a(i)\mi^i 

8.  a(5)  I  mj  «  « 

richtig  sind,  d.  h.  wenn  |  ein  Ding  ist,  derart,  daß  a(g)  zur  Klasse  der 
Seienden  gehört,  so  soll  mg  »  S,  sonst  m^  =»  a  gelten,  fügen  dieses 
Axiom  zu  den  Axiomen  hinzu,  die  für  die  Dinge  l,--,  a,-««,  I 
gelten,  und  nehmen  dann  an,  daß  dadurch  ein  Widerspruch  zustande 
komme,  d.  h.  daß  für  die  Dinge  1,  •  •  • ,  a,  •  •  • ,  I,  m  etwa  die  Aussagen 

p{m)     und    p{m) 

zugleich  Folgerungen  seien,  wo  p(fn)  eine  gewisse  Kombination  der 
Dinge  1,  •*•,(,  m  ist.  Dabei  bedeutet  8.  in  Worten  die  Festsetzung 
m^^a,  wenn  a(|)  zur  Klasse  der  Nichtseienden  gehört.  Überall,  wo  in 
p{fn)  das  Ding  m  in  der  Kombination  mi  auftritt,  ersetze  man  den 
Axiomen  7.  und  8.  entsprechend  und  mit  Rücksicht  auf  2.  die  Kom- 
bination mi  durch  |  bez.  a;  aus  p(m)  entstehe  auf  diese  Weise  q(m)  (wo 
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nun  g(m)  das  Ding  m  nicht  mehr  in  einer  Kombination  mx  enthält), 
dami  müßte  q(m)  eine  Folgerung  aus  dem  ursprünglicli  zugrunde  liegen- 
den Axiome  für  1;  •  •  • ,  a,  •  •  • ,  f  sein  und  mithin  auch  richtig  bleiben, 
wenn  wir  für  m  irgend  eines  dieser  Dinge  etwa  das  Ding  1  nehmen. 
Da  die  nämliche  Überlegung  auch  für  die  Aussage  p(m)  gilt,  so  wäre 
also  auch  auf  dem  ursprünglichen  Standpunkte  bei  Zugrundelegung  der 
Dinge  1,  •  •  • ,  a,  •  •  • ,  I  der  Widerspruch 

g(l)     und    7(1) 

vorhanden,  was  nicht  sein  kann  —  vorausgesetzt,  daß  die  Dinge  1,  •  *  • ,  f 
widerspruchsfrei  existieren.  Wir  müssen  also  unsere  Annahme,  daß  ein 
Widerspruch  zustande  komme,  verwerfen,  d.  h.  m  existiert  widerspruchs- 
frei, was  zu  beweisen  war. 

IV.  Wenn  man  ein  bestimmt  vorgelegtes  System  von  Axiomen 
nach  den  obigen  Prinzipien  untersuchen  will,  so  hat  man  die  Kom- 
binationen der  zugrunde  liegenden  Dinge  in  die  zwei  Klassen,  die  der 
Seienden  und  die  der  Nichtseienden  zu  verteilen,  wobei  den  Axiomen 
die  RoUe  von  Vorschriften  zufällt,  denen  die  Verteilung  genügen  muß. 
Die  Hauptschwierigkeit  wird  darin  bestehen,  die  Möglichkeit  der  Ver- 
teilung aller  Dinge  in  die  zwei  Klassen,  die  der  Seienden  und  die  der 
Nichtseienden,  zu  erkennen.  Die  Frage  nach  der  Möglichkeit  dieser 
Verteilung  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  Frage,  ob  die  Fede- 
rungen, die  man  aus  den  Axiomen  durch  Spezialisierung  und  Verbindung 
in  dem  früher  erläuterten  Sinne  gewinnen  kann,  zu  einem  Widerspruch 
führen  oder  nicht,  wenn  man  noch  die  bekannten  logischen 
Schlußweisen  wie 

Ka|6)».  (ä|&)}|& 

{ (a  o.  6)  u.  (a  o.  c)]\{a  o.  (6  u.  c) ) 

hinzunimmt.  Die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  kann  dann  ent- 
weder so  erkannt  werden,  daß  man  zeigt,  wie  ein  etwaiger  Widerspruch 
sich  schon  auf  einem  früheren  Standpunkt  in  der  Entwicklung  der 
Theorie  zeigen  müßte,  oder  indem  man  die  Annahme  macht,  es  gäbe 
einen  Beweis,  der  aus  den  Axiomen  auf  einen  bestimmten  Widerspruch 
führt,  und  alsdann  dartut,  daß  ein  solcher  Beweis  nicht  möglich  ist, 
nämlich  in  sich  einen  Widerspruch  enthielte.  So  lief  ja  auch  der  vor- 
hin skizzierte  Beweis  für  die  widerspruchsfreie  Existenz  des  Unendlichen 
darauf  hinaus,  zu  erkennen,  daß  ein  Beweis  für  die  Gleichung  6.  aus 
den  Axiomen  1. — 4.  nicht  möglich  ist. 

V.  Wenn  im  Bisherigen  von  mehreren  Gedankendingen,  Kombina- 
tionen, Kombinationen  mehrfacher  Art  oder  mehreren  Willkür- 
lichen die  Rede  war,  so  sollte  dabei  stets  eine  b^renzte  Anzahl  solcher 
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Dinge  gemeint  sein.  Nach  Aufstellung  der  Definition  der  endlichen 
Zahl  sind  wir  imstande^  jene  Ausdrucksweise  in  ihrer  allgemeinen  Be- 
deutung zu  fassen.  Auch  die  Bedeutung  der  ^^beliebigen'^  Folgerung 
und  des  ^^ifferierens^'  einer  Aussage  mit  allen  Aussagen  von  gewisser 
Art  ist  nunmehr  auf  Grund  der  Definition  der  endlichen  Zahl  —  der 
Idee  der  vollständigen  Induktion  entsprechend  —  durch  ein  rekur- 
rentes Verfahren  einer  exakten  Beschreibung  fähig.  So  ist  dann  auch 
die  vollständige  Durchfährung  des  vorhin  angedeuteten  Beweises  zu 
denken^  daß  die  Aussage  f(uaK**))  =  iil  von  jeder  Aussage  differiert,  die 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  als  Folgerung  aus  den 
Axiomen  1. — 4.  entsteht:  man  hat  eben  den  Beweis  selbst  als  ein 
mathematisches  Gebilde^  nämlich  eine  endliche  Menge  zu  betrachten, 
deren  Elemente  durch  Aussagen  verbunden  sind^  die  zum  Ausdruck 
bringen,  daß  der  Beweis  aus  1. — 4.  auf  6.  flihrt,  und  man  hat  dann  zu 
zeigen,  daß  ein  solcher  Beweis  einen  Widerspruch  enthält  und  also 
nicht  in  unserem  definierten  Sinne  widerspruchsfrei  existiert. 

Ähnlich  wie  die  Existenz  des  kleinsten  Unendlich  bewiesen  werden 
kann,  folgt  die  Existenz  des  Inbegriffs  der  reellen  Zahlen:  in  der  Tat 
sind  die  Axiome,  wie  ich  sie  für  die  reellen  Zahlen  aufgestellt  habe*), 
genau  durch  solche  Formeln  ausdrückbar,  wie  die  bisher  aufgestellten 
Axiome.  Was  insbesondere  dasjenige  Axiom  betrifft,  das  ich  das  Voll- 
ständigkeitsaxiom  genannt  habe,  so  bringt  dasselbe. zum  Ausdruck,  daß 
der  Inbegriff  der  reellen  Zahlen  im  Sinne  der  umkehrbar  eindeutigen 
elementweisen  Beziehbarkeit  jede  andere  Menge  enthält,  deren  Elemente 
ebenfalls  die  vorangehenden  Axiome  erfüllen;  in  dieser  Auffassung  wird 
auch  das  Yollständigkeitsaxiom  eine  durch  Formeln  von  obiger  Bauart 
ausdrückbare  Forderung  und  die  Axiome  für  den  Inbegriff  der  reellen 
Zahlen  unterscheiden  sich  qualitativ  in  keiner  Hinsicht  etwa  von  den 
zur  Definition  der  ganzen  Zahlen  notwendigen  Axiomen.  In  der  Er- 
kenntnis dieser  Tatsache  liegt,  wie  ich  meine,  die  sachliche  Wider- 
legung der  von  L.  Kronecker  vertretenen  und  zu  Anfang  meines  Vor- 
trages als  dogmatisch  bezeichneten  Auffassung  der  Grundlagen  der 
Arithmetik. 

In  gleicher  Weise  zeigt  sich,  daß  den  Grundbegriffen  der  Gantor- 
schen  Mengenlehre,  insbesondere  den  Cantorschen  Alefs  die  wider- 
spruchsfreie Existenz  zukommt. 

*)  Grundlagen  der  Geometrie,  zweite  Auflage,  Leipzig  1908,  S.  24 — 26 


Sur  une  propriete  du  discriminant  des  fonctions  entiferes. 

Von 
G.  VoRONoi  aus  Warschau. 

Gonsiderons  une  fonction  F(x)  eiitiere  rationnelle  du  degre  n 

F(x)  -^3f*  +  a^x"""^  H h  a^^^x  +  a^ 

ä   coefficients   entiers   ciiy  <h)  '  '  '  ^n   ^^   ^   discriminant   D   qui   n'est 
pas  nul. 

Prenons  un  nombre  premier  quelconque  p  qui  n'est  pas  un  divi- 
seur  du  discriminant  D  et  supposons  qu'on  ait  d^compose  la  fonction 
F{x)  en  facteurs  irreductibles  par  rapport  au  module  p. 

Gemme  tons  ces  £Eu;teurs 

9i(a;),  9j(a7),  .••  fp,{x) 

sont  diff^rents  par  rapport  au  module  pj  en  vertu  de  la  supposition 
faite^  on  aura  la  congruence 

(1)  F{x)  =  tp^{x)  <jt),(a?)  . . .  fpXx)        (mod.  p). 

Le  nombre  v  des  facteurs  irreductibles  de  la  fonction  F{x)y  par 
rapport  an  module  p^  jonit  dWe  propriete  remarquable.  . 

Theoreme.  Le  nombre  v  des  facteurs  irreductibles  de 
la  fonction  F{x)  par  rapport  au  module  p  yerifie  l'equation 

(?)-(-')■-. 

oü  (— j  est  le  Symbole  de  Legendre. 

Examinons^  en  premier  lieu^  le  cas  1/ »  1.    Dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion F{x)  est  irreductible  par  rapport  au  module  p, 
Soit  p  une  racine  quelconque  de  F^uation 

(2)  F{x)  «  0. 

Enyisageons  le  domaine  des  nombres  entiers  algebriques  d^pendant 
de  la  racine  choisie  (f  de  cette  ^qnation. 
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Gomme  on  sait,  les  nombres  entiers  alg^riques 

9,  9'',  ■•■9'"' 

presentent  les  racines  diff^rentes  de  la  congruence 

F{x)^0        (mod.  p), 

dans  le  domaine  considere  des  nombres  entiers  algebriques. 
Designons 


-1 


(3)  9  =-  Qoy     P^  =*  Pi7  •  •  •  9^"   =  P«-i 
et  considerons  une  fonction   entifere   rationnelle  ä  coefficie^ts    entiers 
^(Po;  9i}'"  9n^i)f  sym^trique  par  rapport  aux  variables  p^,  Pi,  •  •  •  P«_ i  • 

En  rempla9ant  dans  la  fonction  (j{9o,  9i}  ' ' '  9n^i)  ^^  nombres 
algebriques  Po?  Pi;  * ' '  Pi»-i  P^^  ^^®  racines  de  Tequation  (2),  on  ob- 
tiendra  une  fonction  sym^trique  de  ces  racines  dont  la  valeur  est  un 
nombre  entier.    En  d^signant  ce  nombre  par  a,  on  aura  une  congruence 

(4)  <y(po;  9i,-'  9n^i)  =  ^        (mod.  p), 
ce  qui  est  ais^  ä  demontrer. 

Gela    pose^    considerons    la    fonction    symetrique    des    variables 

P07  9u'"  P— 1  ^  X  /  V, 

^(Po.  Pi;  •  •  •  P«-i)  -  n{(f^  -  (fjy, 
oü 

i«0,  1,  2,  ...n-1,    i  =  0,  1,  2,  ...n-1     et    i<j. 

En  rempla9ant  dans  la  fonction  consid^ree  les  variables  Po;  Pi; * "  p».! 
par  les  racines  de  l'^quation  (2)^  on  obtiendra  une  fonction  symetrique 
dont  la  valeur  est  ^gale  au  discriminant  D  de  la  fonction  F(x)]  il  en 
r^sulte^  en  vertu  de  (4)^  la  congruence  suivante: 

(5)  n(if,-Qjy^D        (moä.p). 
En  observant  qu'en  vertu  de  (3)  le  produit 

presente  un  nombre  entier  algebrique  d^pendant  de  la  racine  choisie  p 
de  r^uation  (2)^  designons 

(6)  «>(p)--nf(p<-Pi)    oü   i<j. 

En  elevant  les  deuz  parties  de  cette  egalite  ä  la  puissance  p^  on 
obtient 

(7)  [cD(p)]p=iiI(p^-p/). 

Gomme  ä  cause  de  (3) 

9f  ^  9i+i    t*'!*'  q^ö    t  <  n  —  1 
et 

Pi;-.i-p'"  =  P         (mod.i>), 
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de  Fegalite  (7)  il  sidt 

[«(<•)]'  =  (-  1)"-'  n(if,  -  (f,)        (mod.  p)  (i<j), 

et  il  en  r^sulte  ä  cause  de  (6) 

D'autre  part,  en  yertu  de  (5)^  on  a 
p-i 

et  par  cons^quent 

2)~»"-(-l)»-S 
ou  autrement 

(?)-(-•)■-= 

donc,  le  iheoreme  enonce  est  demontr^  dans  le  cas  t/  =»  1. 
Abordons  maintenaiit  le  cas  general. 
D^signons 

(8)  F<'^(x)  =  ip,(x)ip,(x)...ipXx) 

et  soit  ly^^  le  discriminant  de  la  fonction  F^^\x). 
En  vertu  de  la  congruence  (1)^  on  aura 

(9)  IX«)  =  D        (mod.  p\ 

D^ignons  par  d^  d^j-  -  -  d^  les  discriminants  des  fonctions  q>i{x), 

En  vertu  de  (8),  on  peut  poser 

(10)  2)(«)=.dirf,  ...rf.AS 
oü  &  est  un  nombre  entier. 

De  (9)  et  (10)  ü  suit 

(")        (f)-(f)©-&)- 

Designons   par  m^,  m^,  ^  -  m^  les   degr^s   des   fonctions   q>i{x)y 
y»(^);  * '  *  VyC^);  ^^  ^^^^ 
(12)  Wi  +  w,  +  •    •  +  Wy  =»  n. 

En  vertu  de  ce  qui  a  ^t^  dit  precedemment,  on  aura  les  ^galites 

(f )  -  (-  i)""-S  (f )  -  (-  i^-s  •  •  •  (f )  =  (-  i)"'-S 

et  ä  cause  de  (11)  et  (12)  il  vient 

Le  th^r^me  d^montr^  est  susceptible  d'applications  nombreuses 
et  importantes. 
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1.  En  posant  n  =»  2,  on  anra  denx  cas  a  distinguer:  i/  =»  1  ou 
V  —  2 ;  dans  le  premier  cas  (—\  =>  —  1  et  dans  le  second  cas 
( —  j  =  +  1 ;  donc  la  congruence  du  second  degr^ 

x^  +  a^x  +  o,  =  0         (mod.  p) 

n'a  pas  de  racines  r^Ues  tant  que  (— j  »  —  1  et  poss^de  deux  racines 
r^Ues  tant  que  (—\  =  +  1 . 

Ce  sont  des  resultats  bien  connus. 

2.  En  posant  n»3^    on   aura   trois   cas   k  distinguer:    i/ »  1, 

2  ou  3;  dans  les  premier  et  troisieme  cas  (— j  =  +  1,  dans  le  second 
cas  (—)—  —  1;  donc  la  congruence  du  troisifeme  degr^ 
a^  +  a^x^  +  a^x  +  Oj  =  0        (mod.  p) 

n'a   qu'une  seule  racine  r^lle  tant   que   i-A  » —  1  et  possede  trois 

racines  r^Ues  ou  n'en  a  aucune  tant  que  i-A  »  +  1  • 

J'ai  obtenu  ces  resultats  d'une  autre  maniöre  dans  mon  M&noire 
intitul^:  Sur  les  nombres  entiers  alg^riques  d^pendant  des  racines  de 
r^uation  cubique^  P^tersbourg  1894  (en  russe). 

An  demier  moment,  j'ai  re^u  une  lettre  de  M.  E.  Hensel  qui 
a  bien  youlu  m'annoncer  de  ce  que  la  formule 

a  ^te  communiqu^e  par  M.  L.  Stickelberger  en  1897  au  premier  con- 
gr^s  international  des  math^maticiens  ä  Zürich. 


Die  metazyklischen  Gleichungen  9.  Grades. 

Von 
A.  WiMAN  ans  Upsala. 


In  den  größeren  Handbüchern  der  Algebra  wird  bekanntlich  stets 
den  metazykhschen  Gleichungen  neunten  Grades  ein  besonderes  Kapitel 
gewidmet.  Man  findet  dort  insbesondere  die  schönen  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  den  Wurzeln  auseinandergesetzt,  wie  sie  in  der  gegen- 
seitigen Lage  der  neun  Wendepunkte  einer  Kurre  3.  Ordnung  einen 
geometrischen  Ausdruck  finden.  Wie  man  aber  die  neun  Wurzeln  wirk- 
lich darstellt,  d.  h.  wie  ein  algebraischer  Ausdruck  zu  bilden  ist,  der 
nur  die  Werte  der.  neun  Wurzeln  und  keine  anderen  Werte  annehmen 
kann,  darüber  ist  meines  Wissens  noch  nichts  veröffentlicht  worden. 
Diese  Aufgabe  stellen  wir  uns  hier,  wobei  wir  uns  auf  primitive 
Gleichungen  beschranken  wollen.  Die  fragliche  Aufgabe  ist  bis  jetzt 
nur  für  die  metazyklischen  Gleichungen  von  Primzahlgrad,  sowie  fär 
diejenigen  achten  Grades  gelöst  worden. 

Es  gibt  sieben  verschiedene  Typen  von  primitiven  meta- 
zyklischen Gleichungen  9.  Grades,  indem  die  Galoissche  Ghnippe 
der  Gleichung  sich  auf  sieben  verschiedene  Weisen  gestalten  kann.  Man 
kann  ja  den  Wurzeln  x  in  solcher  Weise  zwei  ganze  Zahlen  ^i,  jer,  als 
Indizes  beifügen,  welche  nach  dem  Modul  3  genommen  werden,  daß 
die  Substitutionen  der  Gruppe  durch  lineare  Kongruenzen 

ihren  Ausdruck  finden.  Es  sei  G  die  Galoissche  Gruppe  der  Gleichung. 
Diese  Gruppe  besitzt  eine  ausgezeichnete  Unteifpiippe  6rj,  welche  die 
Substitutionen  von  den  beiden  Typen 

(S)  V  =  ^x  +  «i 

^8  =  ^a  +  ^8 
und 
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(S.) 

-«1  + 

«1 

«»  =• 

-*'»  + 

«8 

enthalt 

Die 

Faktorgroppe 

G 

-5, 

ist  nun  mit  einer  Vertauschungsgruppe  von  vier  Dingen  holoedrisch  iso- 
morph. Dieser  Zusammenhang  mit  den  Vertauschungsgruppen  von  vier 
Dingen  findet  darin  seine  Erklärung,  daß,  falls  die  Gruppe  der  Gleichung 
durch  Adjunktion  von  Irrationalitäten  auf  G^  reduziert  wird,  vier  ver- 
schiedene Imprimitivitätssysteme  auftreten,  welche  ja  beim  Wendepunkts- 
probleme in  den  vier  Wendepunktsdreiecken  eine  geometrische  Veran- 
schaulichung  finden.  Damit  die  Gleichung  primitiv  sei,  muß  die  der 
Gruppe  H^  zugeordnete  Vertauschungsgruppe  von  vier  Dingen  kein  Ele- 
ment invariant  lassen.  Da  es  nun  solcher  Vertauschungsgruppen  von 
vier  Dingen  sieben  verschiedene  Typen  gibt,  so  bekommt  man  auch 
für  die  Gruppe  G  sieben  verschiedene  Typen. 

Als  Lagrangesche  Resolventen  bezeichnen  wir  hier  die  Größen 

wo  die  ganzen  Zahlen  t^,  t^  nach  dem  Mo^ul  3  genommen  werden  und 
nicht  beide  verschwinden.  Man  hat  also  acht  solche  Resolventen.  Setzen 
wir  noch  _^ 

so  bekommen  wir  die  Wurzeln  in  der  Gestalt 

Hier  hat  man  aber  zunächst  rechts  einen  algebraischen  Ausdruck, 
welcher  eine  überzählige  Anzahl  von  Werten  annimmt.     Die  Größen 

[(^>^X,J  =  (>.,.*. 
sind  ja  die  Wurzeln  einer  metazyklischen  Gleichung  achten  Grades,  deren 
Gruppe  sich  leicht  aufstellen  läßt.  Die  Größen  p^^^  gehören  dem  Körper 
R(Xf6)  an,  und  man  kann  direkt  die  Vertauschungen  dieser  Größen 
aufstellen,  welche  bewirkt  werden,  wenn  man  die  Substitutionen  des 
fraglichen  Körpers  ausführt.  Dabei  sind  zwar  zwei  Fälle  besonders  zu 
berücksichtigen,  je  nachdem  J?(f)  als  Unterkörper  von  R(x)  auftritt 
oder  nicht.  In  beiden  Fällen  findet  man  aber,  daß  die  Gruppe  dieser 
Gleichung  achten  Grades  mit  der  Faktorgruppe 


192  n.  Teil:  WissenBchaitliche  Yorfcr&ge. 

holoedrisch  isomorph  ist,  wo  G^  die  durch  die  Substitutionen  S  erzeugte 
ausgezeichnete  Untergruppe  von  G  bezeichnet.  In  fünf  von  den  sieben 
Hauptfällen  ist  die  Gruppe  der  Gleichung  achten  Grades  transitiv,  so 
daß  keine  von  den  Lagrangeschen  Resolventen  gleich  Null  sein  kann. 
In  den  beiden  übrigen  Hauptfällen  zerfällt  aber  die  Gleichung  achten 
Grades  in  zwei  Gleichungen  vierten  Grades,  und  von  den  Lagrangeschen 
Resolventen  können  vier  identisch  verschwinden;  ja  es  lässt  sich  sogar 
durch  rationale  Transformation  immer  bewirken,  daß  letztere  Eigenschaft 
eintritt.  Bei  dem  folgenden  Verfahren  setzen  wir  aber  voraus,  daß  sämt- 
liche Resolventen  von  Null  verschieden  sind.  In  den  Fällen,  wo  dies 
nicht  zutrifft,  lassen  sich  die  Wurzeln  in  noch  einfacherer  Weise  dar- 
stellen; wir  wollen  aber  der  Kürze  halber  darauf  nicht  eingehen. 

Wollte  man  nun  die  Lagrangeschen  Resolventen  durch  die  dritten 
Wurzeln  aus  den  Größen  q^^^  ersetzen,  so  bekäme  man  für  x,^^^  einen 
Ausdruck,  welcher  die  überzählige  Anzahl  von  3^  Werten  annehmen 
könnte.  Um  diesem  Übelstande  zu  entgehen,  führen  wir  acht  neue  Größen 


ein.  Man  findet  leicht,  daß  auch  die  Größen  <y„^  ,^  einer  Gleichung 
achten  Grades  genügen,  der%n  Gruppe  mit  der  Gruppe  H^  holoedrisch 
isomorph  ist.    Das  Produkt 

der  Lagrangeschen  Resolventen  bleibt  bei  den  Substitutionen  des  Körpers 
R(Xf£)  ungeändert  und  ist  also  eine  rationale  Größe.  Schreiben  wir 
noch 

SO  läßt  sich  der  eben  gegebene  Ausdruck  für  x^^^^  in  die  folgende  Ge- 
stalt umformen 

Man  bekommt  alle  Werte,  welche  dieser  Ausdruck  annehmen  kann, 
wenn  Tq  ^  und  r^  ^  unabhängig  voneinander  alle  ihre  Werte  durchlaufen 
und  die  anderen  Größen  r„^  „^  beliebig  fixiert  werden.  Aus  der  Gestalt 
von  (I)  ersieht  man  unmittelbar,  daß  man  dieselbe  Wirkung  bekommt, 
falls  man  t^^^^  den  Faktor  €  oder  t^^  den  Faktor  «"»  und  Tq^  den 
Faktor  «"»  zufügt.  In  beiden  Fällen  bekommt  ja  das  zu  den  Indizes 
^1,^  gehörige  Summenglied  den  Faktor  £'i«i +*««».    Der  zuletzt  gefundene 
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Ausdruck  nimmt  also  nur  neun  Werte  an^  d.  h.  die  Werte  der  neun 
Wurzeln. 

Vielleicht  wird  man  jetzt  die  Frage  stellen:  Wie  steht  denn  die 
Sache  mit  den  primitiven  metazyklischen  Gleichungen  im  allgemeinen? 
Hierzu  will  ich  nur  bemerken,  daß  ich  schon  1901  (in  der  Öfversigt  der 
Schwedischen  Akademie  d.  Wissenschaften)  einen  Ausdruck  für  die  Wurzeln 
von  entsprechender  Form  (nur  anscheinend  etwas  allgemeiner)  aufgestellt 
habe.  Inwieweit  aber  die  Wurzeln  sich  wirklich  immer  in  der  dort 
angegebenen  Weise  darstellen  lassen,  um  dies  zu  entscheiden,  dürften 
sehr  tief  gehende  Untersuchungen  erforderlich  sein. 

Nur  noch  ein  Paar  Worte  über  d  ie  Realität  der  Wurzeln.  Aus  dem 
Wendepunktsprobleme  kennt  man  ja  schon  einen  Fall,  wo  3  Wurzeln  reell 
und  die  übrigen  imaginär  sind.  Man  scheint  aber  noch  nicht  zu  wissen,  ob 
es  in  dem  natürlichen  Rationalitätsbereiche  metazyklische  Gleichungen  gibt, 
welche  entweder  neun  reelle  Wurzeln  oder  eine  relle  und  acht  imaginäre 
Wurzeln  besitzen.  Diese  Fragen  können  wir  jetzt  entscheiden.  Sind  näm- 
lich die  Größen  6^^  sämtlich  reell,  so  bekommt  man  eine  reelle  und  acht 
imaginäre  Wurzeln.  Dagegen  hat  man  neun  reelle  Wurzeln,  falls  je  zwei 
Gh^ßen  tf^  ,^  und  <^Stt^,)tt,  konjugiert  imaginär  sind.  Daß  diese  beiden 
Möglichkeiten  bezüglich  der  Größen  u^  ,^  wirklich  stattfinden,  erkennt 
man  leicht.  Es  genügt  z.  B.  den  Fall  zu  betrachten,  wo  die  zugehörige 
Gleichung  achten  Grades  zyklisch  ist,  durch  welche  Eigenschaft  einer 
der  sieben  Hauptfälle  charakterisiert  wird. 
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über  reduzible  Gruppen   linearer   homogener  Substitutionen. 

Von 
A.  LoEWY  aus  Freiburg  i.  B. 


Während  die  Theorie  der  endlichen  Gmppen  linearer  homogener 
Substitutionen  seit  Cauchys  und  Galois'  Zeiten  ein  von  den  Mathema- 
tikern eifrig  gepflegtes  Gebiet  darstellt,  befindet  sich  die  allgemeine 
Theorie  der  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  noch  in  ihren 
ersten  Stadien.  Unter  einer  Gruppe  ®  linearer  homogener  Substitutionen 
verstehen  wir  hierbei  eine  Gesamtheit  linearer  homogener  Substitutionen 
von  der  Yollsiändigkeit^  daß  das  Produkt  irgend  zweier  sowie  die 
reciproke  zu  jeder  in  ®  enthaltenen  Substitution  der  Gesamtheit  ® 
angehört.  Die  bei  endlichen  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen 
für  den  Ghnippencharakter  bereits  für  sich  allein  ausreichende  Abge- 
schlossenheit in  bezug  auf  die  Produktbildung  genügt  bei  allgemeinen 
Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  nicht.  Die  Substitutions- 
koeffizienten von  &  sollen  keiner  Annahme  unterworfen  sein;  die 
Gruppe  kann  also  kontinuierlich  oder  diskontinuierlich  sein^  jedoch 
soU  durch  die  Voraussetzung,  daß  die  Gruppe  @  stets  das  wirkliche 
Produkt  irgend  zweier  ihr  angehöriger  Substitutionen  enthält,  aus- 
geschlossen sein,  daß  @  eine  Kongruenzgruppe  ist.  Im  folgenden  will 
ich  mir  erlauben,  über  meine  Untersuchungen  in  bezug  auf  die  Re- 
duzibilität  der  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  zu  berichten. 

Eine  Grruppe  @  linearer  homogener  Substitutionen  in  n  Variablen 
heißt  reduzibel,  wenn  man  t/  <  n  lineare  homogene  Kombinationen  der 
Variablen  mit  konstanten  Koeffizienten  finden  kann,  die  durch  jede 
Substitution  von  @  nur  untereinander  transformiert  werden.  Anders 
ausgedrückt,  eine  Gruppe  @  linearer  homogener  Substitutionen  in 
n  Variablen  heißt  reduzibel,  wenn  man  eine  konstante  Matrix  T  von 
nicht  verschwindender  Determinante  finden  kann,  so  daß  die  Matrix  einer 
jeden  Substitution  der  zu  ®  ähnlichen  Grruppe  ?l  =*  r@T~*  von  der 
besonderen  Form: 
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(a) 


.   «,,        0                 0 
.   O,,        0                 0 

•  0 
■•  0 

a„     0            0 

•  0 

«»1        ««« 

•    ««»       «»,»  +  1       «»,*  +  » 

•    ««« 

wird. 

Lassen  sich  alle  Substitutionen  von  ®  in  die  Form  (a)  überführen^ 
so  drücken  wir  dies  auch  kurz  so  aus:  @  läßt  sich  in  die  Form 

«11 0 

bringen;  hierbei  bedeutet  Sl^i  ein  Quadrat  mit  v  Zeilen  und  v  Kolonnen^ 
^i  ein  Rechteck  mit  n  —  v  Zeilen  und  v  Kolonnen,  ^^  ein  Quadrat 
mit  n  —  V  Zeilen  und  n  —  v  Kolonnen.  Ist  eine  (Jruppe  von  der  be- 
sonderen Form: 

«11 0 

80  bilden  die  ersten  v  Variablen  für  sich  eine  zu  der  ursprünglichen 
Gruppe  isomorphe  Gruppe;  sie  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Matrizes 
^11  gegeben.  Ebenso  bilden  auch  die  Substitutionen  inn  —  v  Variablen, 
deren  Matrizes  durch  ^^  bestimmt  werden,  eine  mit  der  ursprünglichen 
isomorphe  Gruppe.  Als  einfachstes  Beispiel  einer  reduziblen  Gruppe 
sei  irgend  eine  Permutationsgruppe  angeführt;  denn  bei  ihr  wird  die 
Summe  der  Variablen  in  sich  transformiert. 

Eine  jede  reduzible  Gruppe  @  linearer  homogener  Substitutioneii 
läßt  sich  durch  wiederholte  Einführung  linearer  homogener  Funktionen 
der  Variablen  mit  konstanten  Koeffizienten  stets  derartig  in  eine  ähn- 
liche Gruppe  ^  =  R&R"^  transformieren,  wobei  B  eine  Matrix  von 
nicht  verschwindender  Determinante  ist,  daß  jede  Matrix  einer  Sub- 
stitution von  Sl  oder,  wie  ich  statt  dessen  kurz  sage,  die  Ghnippe  9 
von  der  besonderen  Form: 


QiiO    0    0 


w 


.  0 

Oji  Oj,  0   0    ...  0 
0,1  a„  0,3  0    ...  0 


^xi^xi^xa^ki 


^iX 


13* 
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wird;  üj^^  bedeutet  hierbei  (A;  ^  i)  ein  Rechteck  mit  f^  Zeilen  und 
ff  Kolonnen^  /i  +  /i  +  •  •  •  +  /i  —  w.  Sind  die  A  mit  @  •  isomorphen 
Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen^  die  durch  die  Matrizes  a^^y 
^)  "  '}  ^xx  definiert  werden,  was  stets  zu  erreichen  und  worauf  für 
das  Folgende  besonderes  Gewicht  zu  legen  ist;  irreduzible  Gruppen,  so 
sagen  wir:  @  ist  unter  Hervorhebung  seiner  irreduziblen  Be- 
standteile oder  Teilgruppen  in  eine  ähnliche  Gruppe  trans- 
formiert; die  irreduziblen  Gruppen  a^j,  0,3,  •  •  •,  a^  heißen  die  ir- 
reduziblen Bestandteile  oder  Teilgruppen  von  @;  die  sich 
bei  der  Darstellung  von  @  in  der  Form  Sl  ergeben. 

Für  die  irreduziblen  Bestandteile  von  &  gilt  der  auch  für  die 
Theorie  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  wichtige  Satz, 
daß,  wie  auch  immer  die  (Jruppe  @  unter  Hervorhebung  ihrer  irredu- 
ziblen Bestandteile  in  eine  ähnliche  Gruppe  transformiert  wird,  die 
irreduziblen  Bestandteile  von  ®,  falls  man  ähnliche  Gruppen  als  nicht 
verschieden  ansieht,  bis  auf  die  Reihenfolge  eindeutig  bestimmt  sind. 
(Über  die  Reduzibüität  der  Ghnippen  linearer  homogener  Substitutionen. 
Transactions  of  the  American  Math.  Society,  Vol.  4,  S.  44.) 

Unter  den  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  verdienen 
diejenigen  eine  besondere  Aufinerksamkeit,  die  ich  nach  einem  brief- 
lichen Vorschlage  von  Herrn  W.  Burnside*)  als  vollständig  reduzi- 
bel  bezeichne.  Eine  Ghuppe  &  linearer  homogener  Substitutionen  heißt 
vollständig  reduzibel,  wenn  man  wenigstens  eine  konstante  Matrix  B 
von  nicht  verschwindender  Determinante  finden  kann,  so  daß  die  zu  ® 
ähnliche  Gruppe  jR^jR"^  von  der  besonderen  Form: 

OiiO  0  0  -..  0 
0  0^0  0  ...  0 
0   0    o„0  .    .  0 


0   0  0   0 


"^xx 


wird,  also  außer  in  der  Diagonale  lauter  Nullmatrizes  enthält.  Eine 
vollständig  reduzible  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  ist  mit- 
hin auf  folgende  Art  charakterisiert:  Man  kami  durch  Einführung  neuer 
Variablen  stets  erreichen,  daß  die  Variablen  nach  der  Transformation 
in  Systeme  zerfallen,  die  Variablen  eines  jeden  Systems  sich  nur  unter- 
einander   transformieren    und    die   Gruppen  linearer    homogener   Sub- 


*)  Vgl.  wegen  dieses  Begriffes  auch  W.  Bnrnsides  Aufs&tze  in  den  Acta 
mathematica,  Bd.  28,  S.  369  und  in  den  Proeeedings  of  the  London  Math.  Society 
(2)  Vol.  1,  8.  117  (Jahrg.  1908). 
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stitutionen^  die  jedes  Yariablensystem  für  sich  allein  definiert^  irreduzibel 
sind.  In  der  Bezeichnung  „vollständig  reduzibel"  sollen  auch 
die  irreduziblen  Gruppen  eingeschlossen  sein;  bei  den  irredu- 
ziblen  Ghruppen  ist  in  dem  zuletzt  hingeschriebenen  Schema  A  »  1. 

Bei  einer  großen  Anzahl  von  Gruppen  folgt  aus  ihrem  Charakter 
unmittelbar  ihre  YoUsländige  Reduzibilitat.  Eine  derartige  Slasse  von 
Gruppen  habe  ich  in  den  Transactions  of  the  American  Math.  Society^ 
Vol.  4,  S.  171^  mitgeteilt^  und  Herr  L.  E.  Dickson  hat  im  Anschluß  an 
meine  Untersuchungen  das  von  mir  erhaltene  Resultat  ebendort^  S.  434, 
sehr  weitgehend  verallgemeinert.  Bei  mir  handelt  es  sich  um  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  mit  reellen  Eoeffizienten,  bei  Herrn 
Dickson  um  solche  mit  Koeffizienten  aus  einem  gewissen  unendlichen 
Zahlkörper. 

Zu  den  vollständig  reduziblen  Gruppen  gehören^  wie  man 
beweisen  kann^  alle  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen, 
die  eine  definite  Hermitesche   Form   in  sich  transformieren. 

Nach  einem  von  Herrn  Moore  und  mir  in  der  gleichen  Woche 
veröffentlichten  Satze  gehört  zu  jeder  endlichen  Gruppe  linearer  homo- 
gener Substitutionen  eine  invariante  definite  Hermitesche  Form.  Aus 
dem  mitgeteilten  Theoreme  folgt  daher  der  von  Herrn  Frobenius  im 
Verlaufe  seiner  tiefgehenden  Untersuchungen  über  die  endlichen  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  erhaltene  und  auch  hiervon  imabhängig 
von  Herrn  Maschke  (Math.  Annalen  Bd.  52)  gefundene  Fundamental- 
satz: Jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen 
ist  vollständig  reduzibel. 

Während  jede  endliche  Ghuppe  linearer  homogener  Substitutionen 
vollständig  reduzibel  ist,  trifft  dies  nicht  für  jede  unendliche  zu.  Ea 
gilt  folgender  Satz: 

Zu  jeder  Gruppe  ®  linearer  homogener  Substitutionen 
gehören  ft  vollständig  reduzible  Gruppen  linearer  homogener 
Substitutionen;  diese  sind  ebenso  wie  die  irreduziblen  Be- 
standteile von  &y  wenn  man  ähnliche  Gruppen  als  nicht  ver- 
schieden ansieht^  völlig  eindeutig  bestimmt.  Die  (i  voll- 
ständig reduziblen^  zu  &  gehörigen  Oruppen  sind^  was  für 
die  irreduziblen  Bestandteile  von  @  nicht  zutrifft,  auch  ihrer 
Reihenfolge  nach  eindeutig  festgelegt.  Man  kann  also  von 
der  ersten,  zweiten  usw.  bis  fiten  vollständig  reduziblen  zu 
&  gehörigen  Gruppe  sprechen.  Die  Gesamtzahl  der  Variablen 
der  fi  Gruppen  ist  gleich  der  Variablenzahl  von  &.  Ist  ft^-l, 
80  ist  &  vollständig  reduzibeL 

Die  vorstehenden  Sätze  sind  niöht  nur,  wie  ich  glaube,  insofern 
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von  Wert;  als  sie  über  die  Stellung  der  endlichen  Qrappen  linearer 
homogener  Substitutionen  in  der  allgemeinen  Theorie  Aufschlufi  geben, 
sie  lieferten  mir  auch  neue  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Re- 
duzibilität  der  linearen  .homogenen  Differentialgleichungen. 

Der  Begriff  der  Reduzibilitat  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung erfordert  die  Fixierung  eines  Rationalitatsbereiches  2J.  Der 
Einfachkeit  wegen  sei  2J  ein  unendlicher  Zahlkörper  Sl  oder  ein  System 
rationaler  Funktionen  einer  Variablen  mit  Koeffizienten  aus  einem  Zahl- 
körper A.  Alle  auftretenden  Differentialgleichungen  sollen  ausnahms- 
los Koeffizienten  aus  2J  haben.  Im  Anschlufi  an  Herrn  Frobenius 
nennen  wir  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  Koeffizienten 
aus  £  irreduzibel  oder  reduzibel,  je  nachdem  sie  mit  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  mit  Koeffizienten 
aus  £  kein  oder  ein  Integral  gemeinsam  hat.  Eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  F»  0  mit  Koeffizienten  aus  £  heißt  yo  11  st  and  ig 
reduzibel;  wenn  man  voneinander  verschiedene  irreduzible  lineare 
homogene  Differentialgleichungen  J^  =  0,  e^,  =»  0,  •  •  •,  eT"^  =  0  mit  Ko- 
effizienten aus  2  finden  kann,  so  daß  die  Ordnung  der  vorgelegten 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  F »  0  gleich  der  Summe  der 
Ordnungen  von  eTj «=  0,  J^^O,  . . .,  eT"^  =  0  wird  und  F=  0  unter  allen 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  diejenige  niedrigster  Ord- 
nung ist,  die  durch  die  Integrale  aller  Differentialgleichungen  J^^O, 
eTi«  0,  •  •  •,  e7^=«  0  gleichzeitig  erfttUt  wird.  Von  der  vollständig  re- 
duziblen  linearen  homogenen  Differentialgleichung  F » 0  sagen  wir 
auch:  sie  ist  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  irredu- 
ziblen  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  J^ « 0^ 
Jf^O,  '",  J^^O.  Eine  vollständig  reduzible  lineare  homogene 
Differentialgleichung  F  =-  0  kann  auch  auf  folgende,  mit  der  obigen 
gleichwertige  Weise  charakterisiert  werden:  für  sie  existiert  wenigstens 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen,  so  daß  ein  jedes  Element  dieses 
Fundamentalsystems  auch  Integral  einer  irreduziblen  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  wird.  Die  irreduzible  lineare  homogene 
Differentialgleichung  soll  als  Spezialfall  der  vollständig  reduziblen 
Linearen  homogenen  Differentialgleichung  angesehen  werden. 

Man  kann  dann  beweisen:  Existiert  fOr  eine  vollständig  reduzible 
lineare  homogene  Differentialgleichung  F»0;  die  kleinstes  gemein- 
sames Vielfaches  der  irreduziblen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen «7i=»0,  e/j  — 0,  •  •  •,  e7^«0  ist,  nur  noch  eine  von  den 
angegebenen  verschiedene  irreduzible  lineare  homogene  Differential- 
gleichung, die  mit  F=0  ein  Integral  gemeinsam  hat,  so  wird  F»0 
durch   die   Integrale   von   unendlich   vielen   verschiedenen   irreduziblen 
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linearen  homogenen  Differentialgleichungen  befriedigt;  eine  vollständig 
reduzible  lineare  homogene  Differentialgleichung  ist  nur  auf  eine  ein- 
zige oder  auf  unendlich  viele  Weisen  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 
irreduzibler  linearer  homogener  Differentialgleichungen. 

Nicht  jede  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  =  0  mit 
Koeffizienten  aus  U  ist  vollständig  reduzibel.  Zu  jeder  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  D  =^  0  mit  Koeffizienten  aus  U  gebort 
eine  eindeutig  bestimmte  vollständig  reduzible  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung höchster  Ordnung  mit  Koeffizienten  aus  2Jy  deren 
sämtliche  Integrale  der  Gleichung  D  »  0  genügen.  Notwendig  und  hin- 
reichend, damit  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  =  0 
mit  unendlich  vielen  irreduziblen  linearen  homogenen  Differentialglei- 
chungen Integrale  gemeinsam  hat,  ist,  daß  die  zu  D » 0  gehörige 
vollständig  reduzible  lineare  homogene  Differentialgleichung  höchster 
Ordnung  sich  wenigstens  auf  zwei  und  daher  auf  unendlich  viele 
Arten  als  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches  irreduzibler  linearer  homo- 
gener Differentialgleichungen  auffassen  läßt.  Hieraus  folgt  als  spe- 
zieller Fall  der  Satz: 

Wird  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  »  0  mit  Ko- 
effizienten aus  2J  nur  durch  die  Integrale  einer  endlichen  Anzahl 
verschiedener  irreduzibler  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
befriedigt,  so  muß  die  Summe  der  Ordnungen  dieser  irreduziblen 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  stets  kleiner  oder  höchstens 
gleich  der  Ordnung  von  D  »  0  sein. 


Sur  une  catögorie  d'^quations  fonctioDnelles.*) 

Von 
K.  Stephanos  ans  Athen. 

Monsieur  Stephanos  part  de  la  proposition  suivante: 

La  condition   n^cessaire  et  süffisante   ponr  qu'une  fonc- 

tion   de   deux  variables  F(x,y)  soit  exprimable   par  une  for- 

mnle  teile  que: 

F{x,  y)  -  Sip,{x)i,,(3,\         (i  «  1,  2,  . . .  m) 
cousiste  dans  r^yanouissement  identique  du  determinant 


^        dx     • 

(TF 
dar 

BF     d*F 

dy     dxdy 

daTdy 



d*^F 

diT  SxdiT 

ds^d^T 

et  ezpose  les  resultats  de  Tapplication  de  cette  proposition  ä  Fexamen 
des  qnestions  suivantes: 

1.  Quelles   sont  les   fonctions  f{x)   donnant   lieu  a  une  formule 
d'addition  teile  que: 

f(x  +  y)  -  2]g>,{x)i;M         (}  -=  1,  2,  '  •  •  ^). 

2.  Quelles   sont  les   fonctions  f(x)   donnant  lieu   ä  une  formule 
teile  que: 

^^|E^  -  £Vii<»)tM         (»  -  1,  2,  •  •  •  m). 

*)  Une  exposition  plus  d^ill^  de  cette  oommunication  sera  ins^r^e  dans 
le  Tol.  XVin  (1904)  des  Bendiconti  del  Gircolo  Matematico  di  Palermo. 
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3.  Quelles   sont   les   fonctionB  f{x)   donnant  lieu  ä  une   formale 
teile  que: 

^M5^)»£^,(^)^^(y)(^_yy-x,         (»  =  1,2,...«,). 

4.  Dans  quel  cas  le  developpement  de       ^'~j^^  p^j.  l^  fonnule 
de  Lagrange  condoit  ä  nne  expression  a  m  termes: 

oü: 


On  Products  in  Additive  Fields. 

Von 
E.  B.  Wilson  aus  New  Haven. 


1.  Introdnctory.  —  That  to  which  I  ask  your  attention  at  this 
time  is  intimately  related  to  vector  analysis^  but  the  treatment  here 
followed  will  be  from  a  far  broader  point  of  view  than  that  usually 
adopted  in  discussing  a  geometrical  or  physical  analysis  and  every 
attempt  will  be  made  to  avoid  the  numerous  petty  disputes  over  ques- 
tions  of  mere  notation.  To  indicate  the  present  viewpoint  the  general 
title  y;products  in  additive  fields"  has  been  chosen^  and  that  which 
foUows  may  be  considered  as  belonging  to  the  subject  of  multiple 
algebra  in  its  most  extended  sense  rather  than  to  any  one  special 
multiple  algebra. 

As  it  is  not  our  purpose  in  this  communication  to  discuss  the 
foundation  of  Multiple  Algebra  whether  upon  a  System  of  logical  con- 
cepts  or  upon  a  set  of  postulates,  we  merely  state  —  what  is  probably 
subject  to  no  mistaken  interpretation  —  that  the  members  of  the  fields 
considered  may  be  added  (and  subtracted)  according  to  the  ordinary 
rulös  of  algebraic  Operation^  and  that  in  particular  any  two  members 
of  the  field,  say  a  and  bj  may  be  expressed  by  means  of  numerical 
coefficients  a^  and  h^  in  terms  of  the  same  finite  number  of  funda- 
mental Clements  e^,  called  units.    Thus 


2.  Historical.  —  It  would  be  ungracious  to  begin  wiihout  first 
acknowledging  that  all  which  I  have  to  say  draws  its  immediate  in- 
spiration  from  the  late  J.  Willard  Gibbs^  and  that  the  more  important 
part  of  what  I  here  offer  must  be  attributed  directly  to  him.  Yet^  to 
determine  exactly  whether  or  not  he  might  have  agreed  to  all  that 
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foUows  is  impossible.  Thus  while  giving  to  him  all  that  may  be 
valuable  and  broad-minded,  I  wish  distinctly  to  reserve  for  myself 
whatever  is  narrow-minded  or  miBtaken. 

A  litÜe  history  may  be  pardoned.  In  the  early  eighties  Gibbs 
printed^  for  private  distribntion  and  especially  for  the  nse  of  bis  pupile 
in  matbematical  physics^  a  small  pampblet  entitled  Elements  of  Vedor 
AnaJysis.^)  Twenty  years  later  when  it  was  desired  that  a  more  formal 
publication  of  the  matter  should  be  made^  the  author  put  forward  two 
strong  objections.  In  the  first  place  he  contended  that  there  was  not 
enough  of  originality  in  what  he  had  accomplished  in  vector  analysis. 
Although  the  method  resembles  to  a  large  extent  that  of  Grassmann 
and  although  the  ideas  that  underlie  it  are^  as  we  shali  see^  yet  more 
closely  aUied  to  those  of  the  author  of  the  Ausdeknimgslehre,  neverthe- 
less  whoever  is  acquainted  with  Gibbs 's  treatment  of  the  potential  and 
of  dyadics  with  especial  reference  to  that  which  concems  double  multi- 
plication  will  readily  attribute  this  first  objection  to  the  author's  well 
known  modesty.**)  In  the  second  place  he  feit  convinced  that  few, 
if  any^  could  understand  the  import  of  bis  views  in  the  smaller  field  of 
vector  analysis  if  the  Vector  AncUysis**^)  was  published  apart  from  a 
more  general  work  on  Multiple  Algebra.  Although  the  criticisms 
adverse  or  favorable,  which  have  been  passed  on  the  Vector  Analysis 
have  quite  substantiated  this  prophetic  conviction  of  Gibbs^  one  may 
be  permitted  not  so  much  to  regret  the  publication  of  that  work  as 
to  lament  the  fact  that  death  came  before  it  was  possible  to  publish 
the  Multiple  Algebra, 

In  1886  Gibbs^  then  vice-president  of  the  American  Association 
for  the  Advancement  of  Science ,  delivered  an  address  on  Multiple 
Algä>ra.  This  was  published  in  the  Proceedings  of  the  Associationf  )^ 
where  unfortunately  it  has  shared  to  a  large  extent  the  oblivion  so 
long  suffered  by  the  more  famous  papers  on  thermodynamics.  Like 
them^  too,  it  is  written  in  a  very  general  and  none  too  dear  style. 
Although  written  more  than  fiffceen  years  before  the  author's  death, 
this   address   is   bis   most  important  publication  on  multiple   algebra^ 


•)  Elements  of  Vector  Analysis  arra/nged  for  the  tw«  of  students  in  Physies  by 

J.  Willard  Gibbs.    New  Haven.    88  pp.  1881—4.    No  longer  to  be  obtained. 

**)  His  use  of  ideas  other  than  Grassmann 's  was  considerable.   See  §§  4—7. 

*^)  Vector  Analysis:  a  text-hook  for  the  use  of  students  of  mathematics  and 

physies:  fonnded  npon  the  lectores  of  J.  Willard  Gibbs,  by  Edwin  Bidwell 

Wilson.    New  York,  Charles  Scribner's  Sons,  Xin  +  486  pp.     1901. 

t)  Proceedings  of  the  American  Association  for  the  Advancement  of  Science, 
vol.  36,  pp.  37—66  (1887);  hereafter  cited  as  Access. 
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and  SS  such  it  deserves  careful  study  not  alone  for  what  it  states 
precisely  but^  like  the  works  of  otlier  great  men  such  as  Maxwell  and 
Grassmann,  for  what  it  suggests.  In  his  lectures  on  multiple  algebra, 
Gibbs  spent  so  much  of  his  time  in  developing  the  more  restricted 
geometrical  algebras  of  Grassmann,  whose  work  he  so  much  admired, 
that  he  frequently  did  not  get  far  beyond  the  content  of  this  address 
and  it  is  to  be  feared  that  the  manuscript  which  he  left  behind  contains 
but  an  inconsiderable  part  of  what  he  had  in  a  state  of  füll  develop- 
ment  in  his  mind. 

3.  The  formal  prodnct.  —  In  ihe  first  Ausdehnungslehre  Grass- 
mann,  the  great  philosopher  of  algebra  whose  real  successor  in  many 
ways  was  Gibbs,  wrote  as  foUows:*) 

Die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition  haben  wir  dahin 
bestimmt,  daß 

ist;  und  dadurch  war  uns  der  Begriff  der  Multiplikation  festgestellt. 

In  1897  Whitehead^  states  the  definition  more  explicitly,  poin- 
ting  out  that  the  two  multiple  quantities  which  are  multiplied  need 
not  belong  to  the  same  field  and  that  the  product  need  not  possess 
the  associatiye  property.  It  may  incidentally  be  noted  that  the  pro- 
duct does  not  necessarily  belong  to  the  field  of  either  factor  or  to  a 
field  constructed  from  the  combined  fields  of  both  factors. 

If  equations  (1)  and  these  alone  are  taken  as  the  complete  definition 
of  the  product  of  multiple  quantities,  the  product  becomes  purely 
formal.    Let 

n  m 

1  1 

then  ab  —  ^  ^  <^i^j^i^j  (2) 

This  is  a  new  multiple  quantity  with  nm  units  e^ej.  It  may  further 
be  noted  that  the  product] 

i^n    J=m    k=H 
i^i    yai    tsl 

of  three  factors  is  necessarily  associatire  proyided  that  no  other  con- 
ditions  than  equations  (1)  are  imposed.    For  then  the  units  e^eje^ 

*)  Autdümimgaekre  (1844)  8  lO,  p.  11,  Edition  of  1878. 
**)  A  Trea^ise  <m  Universal  Al^a,  vol.  1,  pp.  86—27. 
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are  merely  symbols  or  keys  (to  use  the  expression  of  Cauchy).  The 
introduction  of  other  conditions  may  or  may  not  render  the  prodnct 
non-as80ciative.  Thus  in  the  case  of  vectors^  the  vector  product  is 
non-associatiye^  the  scalar  prodnct  does  not  admit  the  association  of 
&ctor8^  whereas  the  qnatemion  prodnct  and  the  exterior  prodnct  of 
Grassmann  are  associative.  The  eqnality  ab  »  a'b'  of  two  formal 
prodncts  evidently  implies  the  eqnality  of  the  corresponding  factors, 
except  for  the  possible  transference  of  a  scalar  mnltiplier  from  one 
fietctor  to  another.  That  iS;  if  ab  =  a'b',  then  a  »  xa'  and  b  »  ifb\ 
where  xy  =  1.  Thns  the  knowledge  of  the  value  of  the  formal  pro- 
dnct affords  as  mnch  information  conceming  the  individnal  factors  as 
conld  be  expected.*) 

The  case  which  arises  almost  nniversally  in  practice  is  that  in 
which  the  two  multiple  quantities  occurnng  in  a  prodnct  belong  to 
fields  constmcted  from  the  same  number  of  fundamental  units.  And 
this  is  the  case  which  we  shall  consider  from  this  point  on.  The 
formal  prodnct  is^  then^  a  mnltiple  qnantity  in  a  field  of  n'  nnits. 
If  the  nnits  e^Cj  be  considered  as  denoting  the  position  of  the  terms^ 
the  formal  prodnct  ab  becomes  in  a  certain  manner  equivalent  to  the 
matricnlar  array 


««^    «A    •••    »A- 

The  mnltiple  qnantity  formed  by  adding  together  a  number  of  terms 
afbj,  that  is  a  dyadic  polynomial 

msj  evidently  be  expressed  in  the  same  manner.  It  is  the  possibility 
of  developing  a  theory  of  dyadic  polynomials  which  shall  inclnde  the 
theory  of  matrices  that  makes  the  study  of  the  formal  prodnct  or 
dyad  of  especial  importance.  The  definition  (see  below)  of  a  product 
which  has  a  scalar  value  and  which  may  be  denoted  by  a*b,  imme- 
diately  suggests  the  use  of  the  dyadic  polynomial  to  express  a  linear 
transformation.     If  r  be  the  vector  of  a  point  in  space, 

r'  =  OsT  =  ZCia^(bi»r)  =  £Cf(b^sr)ai 
and  the  multiplication  of  matrices 

0*  0'  =  (Uc^afi^M^JSc/ajb/)  =  Sc^cjib^^aDafil. 
Thus  if  one  but  stops  to  consider  the  formal  product  before  passing 

*)  Compare  VecUyr  Andlysia,  pp.  272—3. 
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on  to  the  detailed  theory  of  special  producta^  he  can  see  at  a  glance 
that  Ulis  product  not  only  has  logical  precedence  oyer  all  others  bat 
maj  naturally  serve  the  end  of  giying  expression  to  the  closely  related 
and  important  snbjects  of  matrices  and  linear  transformations. 

4.  Special  Prodncts.  —  The  introduction  of  the  special  products 
may  be  made  from  several  points  of  yiew.  To  follow  the  method 
used  by  Grass  mann,  let  there  be  assamed  certain  supplementary 
eqnations  of  condition  of  the  form 

Ea,,e,e.^^  (r,  5=  1,  2, . . .,  n) 
between  the  units  e^^  e^ .  Let  it  further  be  assumed  that  the  equations 
(1)  are  nnchanged  when  for  the  units  e^,  e^  there  be  substituted  any 
quantities  in  their  field.  These  assumptions  lead  to  örassmann's 
linecil*)  product,  of  which  there  are  two  types,  called  algebraic  and 
combinatory,  defined  by  the  relations 

e^e^  -  e^e^  algebraic,  ,g. 

and  e^e^  =  —  e^e^        combinatory.  ^  ^ 

The  first  of  these  is  of  utmost  importance  in  the  theory  of  invariants. 
But  far  greater  attention  is  usually  bestowed  upon  the  second,  out  of 
which  is  built  the  theory  of  the  progressive  and  regressive  products 
and  all  the  geometric  interpretations  so  intimately  connected  with  them. 
It  may  well  be  doubted  if  there  is  any  more  elegant  and  natural 
method  of  treating  the  ordinary  geometric  properties  of  n-dimensional 
Space  than  by  foUowing  the  method  of  Grassmann.  It  was  this  that 
Gibbs  was  accustomed  to  do  in  the  first  part  of  his  course  on  multiple 
algebra;  using,  however,  the  formal  product  rather  than  Grassmann's 
fraction  to  represent  the  linear  function. 

It  is  to  be  noticed  that  when  following  this  method  of  procedure 
the  product  of  two  factors  does  not  belong  to  the  field  of  the  factors, 
but  is  of  the  second  kind.  In  the  same  way,  the  product  of  three 
factors  is  in  a  new  field,  a  field  of  the  third  kind;  and  so  on.  This 
constitutes  a  radical  departure  from  the  ordinary  ideas  of  algebra  in 
which  the  product  belongs  to  the  field  of  the  factors.  Moreover,  the 
restriction  to  lineal  products  cuts  out  a  large  number  of  important 
algebras.  For  instance,  in  quatemions  and  biquatemions  the  product 
of  two  factors  foUows  neither  of  the  rules  (3).  Thus  there  is  suggested 
a  second  general  point  of  yiew  which  in  its  origin  seems  to  be  purely 
algebraic,  whereas  the  System  of  Grassmann  was  in  its  origin  (though 
not  in  all  the  subsequent  development)  geometric. 

*)  8ur  les  differenU  genres  de  fnuUipUcatum,  Grelles  Journal,  vol.  49, 
pp.  123—141  (1865).     Ausdehnungslehre  (1862),  §  87,  pp.  20—21. 
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Following  Benjamin  Peirce,  it  may  be  assnmed  that  the  pro- 
duct  belongs  to  the  field  of  the  factors.*)  The  value  of  the  produet 
is  then  detetminable  by  setting  up  a  multiplication  table  for  the  units. 
Thus  if  e^e^  ^  ^i^j  ^^^  if  ^^  ^^  ^®  considered  equal  when  their  in- 
dices  differ  by  a  multiple  of  n^  multiplication  is  the  same  as  algebraic 
multiplication  in  a  cyclotomic  body.  In  thie  case  multiplication  is  as- 
sociative.  If  there  are  three  units  and  if  e<e^  =  ±  e^  according  as  i,  j,  /c 
are  in  the  cyclic  order  123  or  132,  multiplication  is  the  same  as  that 
of  the  yector  produet.  Here  multiplication  is  not  associative.  The 
Problem  of  determinrng  all  the  linear  associative  algebras  which  possess 
a  modulus  has  recently  been  exhaustively  treated  by  H.  E.  Hawkes**). 
The  corresponding  problem  for  non- associative  algebras  has  not  been 
treated,  so  far  as  I  am  aware.  Yet  the  restriction  of  association  can- 
not  always  be  imposed  upon  the  algebras  with  which  it  is  convenient 
to  work:  witness^  the  various  vector  algebras  in  current  use  among 
physicists.  Moreover,  the  restriction  that  the  products  belong  to  the 
field  of  the  factors  may  readily  be  abandoned. 

Thus  it  is  Seen  that  neither  the  points  of  view  and  developments 
of  Orassmann  nor  those  of  Peirce  are  in  themselves  so  all-inclusive 
as  to  render  the  others  unworthy  of  consideration.  As  a  fiirther  cor- 
roboration  of  this  may  be  mentioned  the  fact  that  the  Encydopaedie 
der  McUhemaHschen  Wissenschaften,  Bd.  1***),  contains  a  report  on 
the  latter,  while  it  is  reserved  for  another  volume  to  present  the 
former.  Evidently  the  multiple  algebra  of  to-day,  if  it  would  be  com- 
plete,  must  treat  both  sides  of  the  matter. 

5.  Vectop  Algebra,  t)  —  These  two  points  of  view  and  the  pos- 
sibility  of  combining  them,   coupled  with  the  desire  to   create  some- 

*)  The  germ  of  the  idea  certainly  goes  back  to  Hamilton,  but  Peirce*a 
memoir  on  Linear  Associative  Algebra  was  the  first  to  give  anything  approaching 
a  satisfactory  treatment  of  the  general  problem. 

••)  The  enmneration  of  non-quatemion  numher- Systems^  Mathematische  An- 
nalen,  vol.  68,  pp.  361^389  (1904).  Other  references  to  the  literature  will  be 
found  there. 

***)  Theorie  der  gemeinen  und  höheren  komplexen  Größen  von  E.  Study. 
pp.  147—183.  Compare  foot-note  13 :  „Bei  den  verwandten  Begriffsbildnngen  Grass- 
mann's  fehlt  ein  wesentliches  Moment,  nämlich  die  Znrückleitung  der  Produkte 
auf  die  Größen  des  Systems  selbst."  And  foot-note  6:  „In  allgemeinerem  Sinne 
noch  als  in  der  Theorie  der  Systeme  komplexer  Größen  werden  die  Worte  Pro- 
dukt und  Multiplikation  von  H.  Grassmann  und  anderen  verwendet." 

t)  This  fifth  section  may  be  regarded  more  particularly  than  the  rest  of  the 
communication  as  a  reply  to  R.  Mehmke's  Vergleich  der  Vectoranalysis  ameri- 
kanischer  Richtung  und  derjenigen  deutsch-italienischer  Richtung,  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  vol.  13,  pp.  217—228  (1904). 
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thing  which  should  be  simple  and  nsefol  for  the  physicist  rather  than 
for  ihe  geometer,  were  the  elements  Ühat  Gibbs  had  in  mind  in  con- 
stnicting  bis  vector  analysis.  Taking  tbe  general  standpoint  of  Grass- 
mann  the  formal  product  was  regarded  as  the  fundamental  product. 

ab  ^  a^bj^H  +  a^b^ij  +  a^b^ik 

+  (z^b^ki  +  a^b^kj  +  a^b^kk, 
if  a^a^i  +  a^j  +  a^k 

and  b=b^i+  b^j  +  6,fc. 

From  this  the  scalar  prodnct  may  be  obtained  by  means  of  the  multi- 
plication  table 


i 

j 

k 

i 

1 

0 

0 

j 

0 

1 

0 

k 

0 

0 

1 

and  the  yector  product  by  means  of 


i 

J 

k 

i 

0 

k 

-j 

J 

-* 

0 

i 

k 

J 

-i 

0 

Thus*) 
and 


a^b'^ 


i  + 


J  + 


w 


k. 


In  this  way  the  point  of  yiew  taken  by  Peirce  comes  in  as  an  es- 
sential  idea  in  the  System  —  but  broadened  so  as  to  indude  the  pos- 

*)  Gibbfl  osed  a  •  6  and  axb  where  we  use  a«6  and  a«6.  We  haye  in- 
troduced  the  change  here  merely  for  tbe  convenience  of  the  reader  who  may  not 
be  Bafficientlj  familiär  with  the  •  and  the  x  to  remember  which  it  is  that  denotes 
the  scalar  product  and  which  the  yector  prodnct.  The  nse  of  the  dot  and  the 
crosB  has  been  criticised  on  the  gronnd  that  they  are  Separators  in  ordinary  al- 
gebra  but  are  used  to  unite  the  factors  rather  than  to  separate  them  in  vector 
algebra.  This  objection  is  hardlj  valid.  For,  were  it  not  for  the  Separation  im- 
.plied  by  the  dot  and  the  cross,  the  factors  would  come  together  and  make  ihe 
formal  product  ab. 
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sibility  of  the  product  being  not  of  the  field  of  the  factors.  Regarding 
the  matter  firom  a  purely  theoretical  and  philosophical  point  of  yiew 
I  fail  to  find  in  any  other  system  of  yector  algebra  ideas  so  broad 
and  instractive,  so  in  accord  with  that  liberal  attitade  which  must  be 
taken  now-a-days  in  dealing  with  multiple  algebra  as  a  whole. 

As  there  is  considerable  divergence  of  opinion  in  regard  to  the 
relations  between  the  products  of  Grassmann  and  those  of  G-ibbs^  it 
may  be  permitted  to  go  into  some  detail  as  to  the  ideas  nnderlying 
the  combinatory  product  [ah]  which  is  of  the  second  kind,  its  index 
{[ab]  which  is  of  the  first  kind^  and  the  interior  product  [a|6]  — 
contrasting  them  with  the  products  a«6  and  a^b. 

The  numerical  value  of  [a6]  does  not  differ  from  that  of  a>&. 
But  there  are  vital  differences  between  the  products.  When  the  direc- 
tions  of  the  axes  are  reversed  [ab']  does  not  change  sign,  whereas  a^b 
does/  Moreover,  analytically  [ab]  is  a  quantity  of  the  second  kind 
and  is  not  in  the  field  of  the  factors^  whereas  a«6  is  of  the  first  kind 
and  is  in  the  field  of  its  factors:  geometricaUy  speaking,  the  former 
represents  a  plane,  the  latter  a  directed  line.  The  conceptions  are 
different  and  each  seems  equally  yalid.  Why  anybody  should  wish  to 
deny  the  utility  of  either  one  is  not  easy  to  see,  For  the  deyelopment 
of  projectiye  geometry  in  three  or  in  n  dimensions  and  for  ezhibiting  the 
law  of  duality,  the  combinatory  product  [ab]  has  undoubted  adyantages 
oyer  the  yector  product.  For  these  purposes  Qibbs  used  it  to  the 
exdusion  of  the  latter.  But  for  use  in  the  ordinary  branches  of  physics 
he  discarded  it.  The  physicist  cares  little  for  the  principle  of  pro- 
jectiye duality,  little  for  n  dimensions.  Moreoyer  he  has  to  do  with  so 
many  radically  different  sorts  of  yector  quantities  —  displacements, 
couples,  plane  areas,  forces,  fiuxes  —  that,  if  he  is  to  haye  any  yec- 
tor analysis  at  all,  he  must  regard  the  elements  which  are  common 
to  all  these  directed  quantities  rather  than  those  which  are  different  in 
the  different  quantities.  And  of  the  differences  the  nice  geometric 
question  of  distinguishing  between  directed  lines  and  oriented  planes 
is  among  the  least  noteworthy.  Long  before  any  yector  method  became 
widely  used  the  physicist  was  accustomed  to  look  upon  an  element  of 
surface  as  a  directed  quantity,  directed  along  the  normal  to  the  surface. 

The  index  |  [ab]  of  the  product  [ab]  is  numerically  equal  to  the 
yector  product  a^b;  and  it  suffers  the  same  change  of  sign  when  the 
directions  of  the  axes  are  reyersed.  But  when  it  is  introduced  in  the 
manner  chosen  by  Qrassmann  it  appears  more  as  a  fonction  of  the 
product  [ab]  than  as  a  product  itself,  existing  by  its  own  right.  Once 
the  point  of  yiew  be  changed  and  the  combinatory  product  be  aban- 
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doned  in  defining  the  yector  product,  the  method  becomes  essentially 
that  of  Gibbs  and  the  notation  of  tbe  index  had  best  be  abandoned^ 
or  rather  reserved  for  its  proper  uses  —  for  it  has  important  uses.*) 
I  wonld  by  no  means  belittle  the  value  of  the  index.  I  would  merely 
point  ont  that  there  are  other  points  of  yiew  which  are  equally  pos- 
sible  and  which  for  some  purposes  may  be  preferred. 

With  respect  to  the  scalar  produet  a*b  and  the  interior  product 
[ajb];  mach  the  same  line  of  argament  may  be  applied.  So  different 
are  they  in  point  of  view  that  nothing  but  their  common  numerical 
yalue  could  eyer  for  a  moment  haye  led  to  their  confasion.  The  first, 
a*b,  deab  directly  with  two  yector  quantities,  whether  they  represent 
lines  or  planes  or  a  line  and  a  plane,  in  mach  the  same  way  as  the 
formula 

cos  ö  «"  ll'+  mm'+  nn 

deals  with  the  direction-cosines  l,  m,  n  and  l\  m,  n  without  stopping 
to  enqoire  whether  they  be  the  direction-cosines  of  a  straight  line  or 
of  the  normal  to  a  plane.  The  product  [a|ft]  multiplies  the  yector  a 
and  the  index  of  the  yector  b,  This  is  an  indirect  method  of  band- 
ling  the  yector  b  and  cannot  appeal  yery  strongly  to  the  physicist. 
Moreoyer,  it  should  be  pointed  out  that  the  product  [a|&]  is  in  no 
sense  a  scalar  product  except  by  accident,  and  then  not  always.  The 
product  is  in  reality  the  combinatory  product  of  a  and  the  index 
of  6.**)  Now  if  a  and  b  both  represent  lines,  the  index  of  6  is  a 
plane  and  the  product  [a\b]  becomes  a  scalar  quantity  by  yirtue  of 
the  assumption  that  in  a  three-dimensional  System  the  product  of  the 
three  independent  units  is  a  scalar.  K  on  the  other  band,  b  repre- 
sents  a  plane  (is  a  biyector  in  the  sense  of  Mehmke);  the  index  of  b 
is  a  line  and  the  product.  [a\b]  is  a  vector  quantity.  In  similar 
manner  if  a  represents  a  plane,  and  b  a  line,  the  product  (by  the 
theory  of  regression)  is  a  vector.  Finally  if  a  is  a  plane  yector  and  b 
also  a  plane  yector,  the  product  again  takes  on  a  scalar  yalue. 

Two  illustrations  of  this  difference  can  be  obtained  from  mechanics. 
In  the  System  of  Oibbs  the  work  is  always  expressed  as 

In  the  case  of  the  motion  of  a  particle  the  force  is,  apart  from  its 
dimensions,  a  directed  line.  So  is  also  the  displacement.  But  to  re- 
present  the   work  in   Grassmaun's  system   it  becomes   necessary   to 

*)  Gibbs  made  constant  use  of  the  index  in  his  course  on  multiple 
algebra. 

♦♦)  Äuadehnungslehre  (18Ü2),  §  137,  p.  107. 
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regard  either  the  displacement  or  the  force  as  a  plane  rector.  Thas 
in  this  case 

dW^[F\dr]^[dr\F]. 

In  tbe  theory  of  continuous  media  the  force  is  pressural.     It  may  be 
represented  as  the  product  of  a  surface  into  a  scalar;  F^fdS,    Then 
the  work,  in  the  System  of  Grassmann^  becomes 
dW^[Fdr]^f[d8dr]. 

Now  it  is  certainly  permissible  and  prohably  reasonable  for  the  physi- 
cist  to  sacrifice  the  distinction  between  line  vectors  and  plane  yectors, 
which  is  less  than  other  distinctions  between  the  directed  quantities 
which  he  employs,  and  to  g^ye  up  the  geometiic  principles  of  dnality 
and  of  n  dimensions,  which  he  rarely  wants,  rather  than  to  haye  two 
different  notations  for  the  scalar  prodnct.*)  Precisely  the  same  re- 
mark  applies  in  the  case  of  the  index  and  the  yector  prodnct.  The 
index  of  the  combinatory  product  is  not  a  yector  product  and  the  in- 
terior  product  is  not  a  scalar  product.  The  yalues  of  the  interior  pro- 
duct and  of  the  index  of  the  combinatorial  product  depend  on  what 
sort  of  factors  haye  been  multiplied  together. 

This  is  not  a  distinction  without  a  difference.  And  I  haye  gone 
into  the  matter  to  such  an  extent  merely  to  indicate  in  some  measure 
why  and  how  Qibbs^  who  was  as  enthusiastic  in  bis  admiration  of 
Orassmann  as  anyone  could  be  and  who  spent  much  of  bis  course 
on  multiple  algebra  in  deyeloping  the  method  of  orassmann^  did 
neyertheless  deliberately  depart  from  that  method  and  draw  somewhat 
on  the  method  of  Peirce  in  constructing  the  yector  analysis  which 
he  thought  most  apt  for  use  in  physics. 

6.  Double  Products.**)  —  After  this  long  digression  into  the 
special  field  of  yector  algebra  it  isnecessary  to  retum  to  the  general 
subject  of  multiple  algebra  and  take  up  the  consideration  of  the  pro- 
ducts  of  dyads  and  dyadic  polynomials.  Grassmann's  y^point  analysis'' 
will  serye  as  an  iUustration.  Let  A^  B,  C,  D  he  four  points  not  lying 
in  the  same  plane.  Let  a^  b,  c,  d  be  four  scalars  so  chosen  that  their 
sum  is  unity.  Then  any  point  X  may  be  expressed  in  one  and  only 
one  way  as 

X^aÄ  +  bB+cC+dD, 

Then,  if  the  open  product  of  orassmann***)  be  employed,  the  linear 

*)  Compare  L.  Prandtl:  Über  die  physikalische  Richtung  in  der  Vektoranalysis, 
Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigong,  vol.  13,  pp.  436— 449  (1904). 
•^  Compare  Gibbs'  Address^  p.  60.    And  Vedar  Analysis,  pp.  306—821. 
•^)  Ausdehnungslehre  (1844),   §  172,   pp.  264—272,  Edition  of  1878.     The  de- 
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transformation  of  the  space  of  tbe  points  X  into  Uiat  of  the  points 
X'  is  g^yen  by 

where*) 

{ABCI))9^a,,Ä>0\Ä  +  a,,Ä.()\B  +  a,,A-0\C+a,,A^()\D 
+  0,,^.  01^ +  a„B.()|J5+a,3J5.()|C  + 0,4^8.  ()|D 
+  a,,C.  01^  +  03,(7.  ()|5+a«,C.()|C  +  a^C.()|D 
+  a^D.  01^ +  a^D.  Ol  J5+a^2).()|C  +  a^D.()|D 

and  where  the  sum  of  the  coefficients  in  the  colamns  is  in  each  case 
unity.  The  plane  at  infinity  is  lefl;  inyariant  by  such  a  transformation. 
The  dyadic  9,  therefore^  represents  the  most  general  affine  trans- 
formation of  Space.  The  product  of  two  such  transformations  is  re- 
presented  by  the  prodnct  of  their  dyadic  polynomials,  the  product  of 
the  indiTidual  dyads  being  indicated  by 

(J5.  ()|C)  {Ä  .  ()|D)  ^B.[Ä\C\ .  ()|D  -  [A\C\  -  J5.  ()|D. 
The  parenthesis  which  indicates  where  the  letter  is  to  be  inserted  in 
forming  the  product  may  be  dispensed  with  if  the  sign  of  the  index 
be  placed  between  the  dyadic  and   the  letter  into  which  it  is  to  be 
multiplied.     Thus 

X^9\X, 
where 

(ABCD)  <^^ai^AA  +  a,^A'B  +  a^^A'C  +  a^^A'D 

a^^B'A  +  a^B'B  +  a^^BC  +  a^^B'D 
a^^C'A  +  a^C'B  +  a^^C'C  +  a^C'D 
a^DA  +  a^^D'B  +  a^D'C  +  a^D  -  D. 

The  multiplication  of  two  dyads  is  now  indicated  as 

B'C\A'D^\C\Ä\B'D. 
The  product  of  two  transformations  will  now  be  represented  by  0\W. 
The  difference  in  the  notations  amounts  in  reality  to  little  more  than 
a  question  whether  the  sign  of  multiplication  shall  be  introduced  into 
the  body  of  the  dyad  or  placed  between  the  dyads.**) 

velopments  in  the  second  ÄusdehnungsMire  (1862),  §§  353— S63,  pp.  228—233,  where 
more  tban  one  opening  is  allowed  are  more  general. 

*)  If  AB  CD  »»  1,  tfais  factor  can  be  omitted.     Otherwise  it  must  be  re- 
tained  to  keep  the  „dimensionB^*  right. 

**)  It  is,  of  coiuree,  possible  to  write  the  first  expression  for  ^  in  such  a 
manner  that  the  opening  comes  on  the  end.  This  is  the  form  in  which  Qibbs 
nsed  the  dyadic.  The  individual  dyads  i^peared  as  the  formal  product  of  a 
point  and  a  plane.  In  the  form  we  have  given  second  the  dyads  are  products 
of  points. 
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The  second  method  of  notation  lends  itself  readily  to  expressing  a 
double  product*)  which  has  a  scalar  value  and  which  is  defined  by 
equations  like 

IiC\A'D^[B\A]lC\Dl 

This  double  product  corresponds  to  a  multiplication  of  two  matrices 
performed  bj  multiplying  the  terms  in  corresponding  places  in  the 
matrices  and  adding  the  products. 


«11  o«  •• 

«11  «M    •  • 

•  «1» 

•  «». 

=  Ol,  in  +  o„  ft„  +  . . 

•  +«1.6,» 
■  +  «»,6»« 

«»1  «»»    •  • 

•    «.« 

KiK,  ■ 

■Kn 

+  »,1^,1  +  «,»&»»  +  •  • 

+  «««^»- 

In  a  similar  manner  a  double  product  founded  on  the  combinatory  in- 
stead  of  the  interior  product  may  be  formed.  As  the  exterior  product 
has  been  denoted  by  bracketing  the  letters^  the  double  product  will 
be  denoted  by  placing  two  brackets  around  the  dyads.     The  defining 

equations  are  like 

[[B'C,A'D]]^[BÄ]'[CD]. 

This  is  again  a  dyad^  but  of  a  different  sort  firom  the  original  dyads. 
If  a  dyadic  be  multiplied  into  itself  by  this  double  multiplication  and 
if  the  result  be  divided  by  2,  the  dyadic  thus  obtained  gives  the 
transformation  not  of  points  into  points  but  of  segments  into  segments.^) 

*,=i  [[**]],      rr- [0,1X7]. 

In  like  manner,  if  the  dyadic  9^  be  multiplied  into  itself  by  double 
combinatory  multiplication  and  if  the  result  be  diyided  by  3,  the  dyadic 

represents  the  transformation  of  planes  into  planes  —  thus 
Garrying  the  process  one  step  farther  it  yields  a  scalar  quantity 

which  is  equal  to  the  ratio  of  volumes  in  the  transformed  and  original 
Space.     The  identical  transformation  is  represented  by  the  dytulic 

{ABCD)J ^  A^  A  +  B  B  +  C '  C  +  D   D-,        X'-J|X 

The  successive  products  J^y  J^j  J^j  formed  as  aboyC;  are  the  idem- 
fiactors  for  segments,  planes,  and  volnmes.    The  last  is  the  scalar  1. 

*)  For  the  uaea  of  this  product  in  physicB  see  Frandtl,  loc.  cit. 
**)  If  ABCD'^l,  80  that  \XY^  |X|r,  the  dyadic  «,  nrnst  be  multiplied 
by  ÄBCD.    The  same  remark  applies  to  4^,  and  <P^. 
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The  multiple  qaantities  9^,  9^y  ^4  may  be  regarded  as  a  sort  of 
series  of  powers  of  9;  and  on  thifi  a  considerable  analytic  theory  may 
be  founded.*)     The  formula  for  the  expansion  of  a  binomial  is 

Another  fundamental  relation  is 

where  the  subscrit  C  denotes  that  the  Order  of  the  factors  in  the 
dyads  has  been  interchanged.  From  this  relation  may  be  proved  the 
Hamilton- Cayley  eqnation 

which  any  dyadic  satisfies.**)  Bat  the  development  of  these  questions 
cannot  be  taken  up  here.  Enongh  has  been  said  to  indicate  how 
Gibbs  introduced  and  used  double  producta  between  dyads.***) 

7.  Conelnsion.  —  In  concludii^  we  may  say  that  Gibbs^  as  an 
ardent  admirer  and  independent  follower  of  Grassmann,  went  back, 
as  was  always  his  wont,  to  the  earliest  and  most  elemental  parts  of  his 
predecessor's  theories.  He  took  the  formal  product  and  made  it  the 
fundamental  starting  point  of  his  whole  System  of  multiple  algebra. 
In  this  he  was  but  developing,  in  somewhat  changed  form,  the  early 
idea  of  the  open  product.  Instead  of  representing  the  linear  function 
as  a  firaction  foUowing  the  method  of  Grassmannf),  he  used  the 
formal  product  —  partly  because  he  was  thus  freed  from  introducing 
the  new  idea  of  a  fraction«  partly  because  products  are  generaUy  more 
easy  to  manipulate  from  the  purely  analytic  point  of  view.  He  took 
the  ideas  of  exterior  and  interior  multiplication^  but  not  content  to 
stop  there  he  went  on,  guided  by  geometry  on  the  one  hand  and  by 

*)  The  theoiy  of  matrices  and  the  quadrate  algebraa  of  C.  S.  Peirce  were 
among  the  subjects  treated  by  Gibbs. 

**)  The  coefficients  in  this  eqnation  are  scalar  quantities  and  are  evidently 
inyariants.  See  Vector  Analysis  §  122,  pp.  319—320.  The  dyadic  ^  is  the  pro- 
duct i^l^l*  •   {^  taken  to  p  terms.    If  ^  were  written  in  the  form  generally  em- 

A.SC 
ployed  by  Gibbs,   where  the  dyads  are  of  the  form  C-    .  -opTk^   "^  tbat  the 

„dimensions^^  take  care  of  themselves  the  prodnct  ^  is  merely  ^^  •  •  •  ^  to 
p  ÜEustors. 

***)  Gompare  also  a  short  article  by  F.  F.  Smith  on  /.  WiOard  Gihbs:  Ä 
ihort  skeUh  and  an  appreciatian  of  hia  wark  in  pure  maihemaiHcs^  Bulletin  of  the 
American  Mathematical  Society,  toI.  10,  pp.  34—39  (1903). 

t)  Äuadehnwngslehre  (18G2),  §  377,  p.  241,  et  «e^.  It  is  to  be  mentioned  that 
Gibbs  frequenüy  did  use  the  notion  of  a  fraction  —  especially  in  refisrence  to 
differentiation.    This  usage,  however,  was  incidental  rather  than  fundamental. 
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ihe  theory  of  matrices  on  the  other^  to  develop  a  theory  of  double 
products.  In  this  way  he  acquired*)  ^a  great  wealth  of  multiplica- 
tive  relations  between  these  multiple  quantities.  I  say  ^^wealth  of 
multiplicative  relations'*  designedly,  for  there  is  hardly  any  kind  of 
relations  between  things  which  are  the  objects  of  mathematical  study^ 
which  add  so  mueh  to  the  resources  of  the  student  as  those  which  we 
call  multiplicative,  except,  perhaps  the  simpler  class,  which  we  call  addi- 
tive, and  which  are  presupposed  in  the  multiplicative.  This  is  a  truth 
quite  independent  of  our  using  any  of  the  notations  of  multiple  al- 
gebra,  althongh  a  suitable  notation  for  such  relations  will  of  course 
increase  their  value." 

Passing  to  the  ideas  of  Peirce,  from  whom  he  had  borrowed  a 
number  of  technical  terms  for  use  in  his  theory  of  dyadics,  he  gained 
other  points  of  view.  In  particular  he  drew  from  all  sides  the  ideas 
upon  which  to  found  his  vector  analysis.  The  perception  of  differen- 
ces  between  the  scalar  and  vector  products  and  the  products  of  Grass- 
mann led  to  the  introduction  of  a  specific  notation  avoiding  confusion 
among  things  so  easy  to  confiise.  This  special  multiple  algebra  was 
for  him  but  one  of  many.  Indeed  each  group  of  problems  would  have 
its  own  multiple  algebra  chosen  with  especial  reference  to  its  particu- 
lar needs.  With  his  broad  view,  however,  this  variety  of  the  individual 
did  but  bring  out  more  clearly  the  unity  of  the  whole  System.  He 
says**):  „But  I  do  not  so  much  desire  to  call  your  attention  to  the  di- 
versity  of  the  applications  of  multiple  algebra,  as  to  the  simplicity  and 
unity  of  its  principles.  The  student  of  multiple  algebra  suddenly 
finds  himself  freed  from  various  restrictions  to  which  he  has  been  ac- 
customed.  To  many,  doubtless,  this  liberty  seems  like  an  invitation 
to  license.  Here  is  a  boundless  field  in  which  caprice  may  riot.  It 
is  not  stränge  if  some  look  with  distrust  for  the  result  of  such  an  ex- 
periment  But  the  farther  we  advance^  the  more  evident  it  becomes 
that  this,  too,  is  a  realm  subject  to  law.  The  more  we  study  the 
subject,  the  more  we  find  all  that  is  most  useful  and  beautifiil  attaching 
itself  to  a  few  central  principles.  We  begin  by  studying  multiple  aJr 
gdjras:  we  end,  I  think,  by  studying  multiple  cdgebraJ^ 


*)  The  following  qnotation  comes  from  his  Address,  p.  62. 
**)  Address,  p.  66. 


Mitteilungen  über  die  Herausgabe  von  E.  Schröders  Nachlaß. 

Von 
E.  Müller  aus  Konstanz. 

Es  war  'beabsichtigt,  den  zweiten  Teil  des  zweiten  Bandes  der 
,,Algebra  der  Logik"  von  Ernst  Schröder  dem  Kongreß  vorzulegen.  Ist 
dies  nun  zwar  infolge  einer  Verzögerung  in  der  Drucklegung  nicht  mehr 
möglich,  so  bitte  ich  doch  um  die  Ehre,  auf  die  bevorstehende  und 
noch  weiterhin  fortzusetzende  Herausgabe  Schröderscher  Werke  aus 
seinen  zahlreichen  hinterlassenen  Manuskripten  mit  kurzen  Worten  hin- 
zuweisen. 

Von  der  „Algebra  der  Logik"  gab  der  Verfasser  den  ersten  Band 
im  Jahre  1890  heraus,  im  folgenden  Jahre  sodann  die  erste  Abteilung 
des  zweiten  Bandes.  Die  zweite  Abteilung  desselben  sollte,  dem  Vor- 
wort zufolge,  noch  im  gleichen  Jahre  nachfolgen  und  den  Schluß  des 
Werkes  bilden;  ein  Inhaltsverzeichnis  dazu  war  schon  dem  ersten  Band 
vorgedruckt.  Der  hiemach  in  Aussicht  genommene  StofF  des  letzten 
Halbbandes  schwoll  indessen  bei  der  Detailbearbeitung  in  unerwarteter 
Weise  derart  an,  daß  dafür  ein  besonderer  dritter  Band  bestimmt  wurde, 
dessen  „erste  Abteilui^'  1895  in  einer  Starke  von  über  700  Seiten  im 
Drucke  erschienen  ist. 

Eine  zweite  Abteilung  hat  Schröder,  wie  zum  zweiten,  so  auch 
zum  dritten  Band  nicht  mehr  herausgegeben.  Er  starb  im  Jahre  1902. 
Bezüglich  seines  Lebensganges  und  seiner  mathematischen,  insbesondere 
mathematisch-logischen  Veröffentlichungen  darf  ich  wohl  auf  zwei  in 
letzter  Zeit  erschienene  Arbeiten  des  Herrn  Lüroth  in  den  Jahres- 
berichten der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung*)  hinweisen.  Im 
Aufii*ag  dieser  Vereinigung  habe  ich  es  übernommen,  aus  den  hinter- 
lassenen Papieren  das,  was  sich  auf  die  „Algebra  der  LogiF',  Schröders 
Haupt-  und  Lebenswerk,  bezieht  und  noch  von  ihm  hinreichend  aus- 

*)  „Ernst  Schröder  f",  Bd.  Xu,  1903,  Heft  ö,  S.  249flF.,  und  „Aub  der 
Algebra  der  Eelative",  Bd.  XIH,  1904,  Heft  2,  S.  73  ff. 
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gef&hrt  erBcheint^  im  Dmck  herauszugeben.  Ich  ergreife  die  Gelegen- 
heity  der  Vereinigung  zu  danken  für  den  mich  ehrenden  Auftrag^  sowie 
ich  auch  Herrn  Lüroth  für  mehrfache  tatige  Unterstützung  zu  be- 
sonderem Dank  yerbunden  bin. 

Es  fand  sich  zunächst  ein  ziemlich  vollständig  ausgearbeitetes  Ma- 
nuskript zu  einem  zweiten  Teil  des  zweiten  Bandes  Tor,  worin  nun 
freUich  größtenteils  ganz  andere  Gegenstände  behandelt  sind,  als  die  in 
dem  früher  beigedruckten  Inhaltsyerzeichnis  angegebenen.  An  Stelle 
nämlich  der  dem  neu  hinzutretenden  dritten  Band  zugewiesenen  Algebra 
der  Relative  (oder  Beziehungsbegriffe)  geben  die  beiden  ersten  Para- 
graphen eine  Reihe  von  Verbesserungen  und  Ergänzungen  zum  ersten 
Band,  und  der  dritte  einen  kritischen  Überblick  über  die  gesamte  bis  hier- 
her vorliegende  Disziplin  und  über  neuere  einschlägige  Literatur.  Zwei 
weitere  Abschnitte  greifen  einzelne  strittige  Punkte  der  bisherigen  Theorie 
heraus,  um  sie  von  allen  Seiten  gründlichst  zu  beleuchten.  Sodann  fragt 
ein  folgender  Abschnitt  nach  den  allgemeinsten  Ealkuln  und  Knüpfungen 
mit  bestimmten  formalen  Eigenschaften,  z.  B.  der  Eommutativität  oder 
der  Assoziativität.  Es  sind  dies  Probleme,  die  sich  berühren  mit  solchen 
aus  dem  schon  1873  erschienenen  ersten  Band  des  Lehrbuches  der  Arith- 
metik und  Algebra.  Der  letzte  Abschnitt  endlich  —  der  einzige  aus 
dem  ursprünglichen  Plane  noch  übernommene  —  handelt  von  der  Mo- 
dalität der  Urteile  und  weist  zuletzt  noch  auf  eine  wichtige  Aufgabe 
der  algebraischen  Logik  hin:  Aus  den  einzeln  irgendwie  gegebenen 
Wahrscheinlichkeiten  der  Prämissen  zu  deduktiven  Schlußfolgerungen 
nach  allgemeinen  Methoden  abzuleiten  die  Wahrscheinlichkeit  einer  jeden 
Art  von  Konklusion,  die  sie  zu  liefern  vermögen,  ja  auch  einer  jeden 
Aussage,  die  zu  den  Prämissen  nur  überhaupt  in  gegebener  Beziehung 
steht.  „Ich  hoffe,  dasjenige,  was  in  dieser  Hinsicht  bereits  geleistet 
erscheint,  samt  dem,  was  mir  selbst  darin  zu  erreichen  möglich,  spä- 
testens im  dritten  Bande  meines  Lehrbuches  der  Arithmetik  und  Algebra 
systematisch  darzustellen,  wofern  es  mir  vergönnt  sein  wird,  auch  dieses 
von  mir  begonnene  Werk  noch  seiner  Vollendung  entgegenzuführen.'^ 
Diese  Hoffiiung,  mit  deren  Ausdruck  der  Band  schließen  sollte  —  und 
nun  auch  schließen  wird  — ,  hat  sich  nicht  erfüllt;  von  jenem,  der  Ab- 
sicht nach  vierbändigen,  arithmetisch -algebraischen  Werke  ist  außer 
dem  ersten,  schon  früher  vom  Verfasser  herausgegebenen  Band  nichts 
mehr  erschienen. 

Es  erübrigt  noch,  zweier  Anhänge  zu  gedenken,  die  beide  ver- 
schiedenartige Anwendungen  des  Logikkalkuls  zum  Gegenstand  haben. 
Der  eine  Anhang  bescluLftigt  sich  mit  der  Ermittelung  der  neuen  Ghrenzen 
beliebig  vielfacher  Integrale  bei  Abänderung  der  Integrationsfolge  und 
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gibt  dafür  eine  allgemein  anwendbare^  logisch -rechnerische  Methode, 
welche,  von  McColl  gefunden,  von  Schröder  in  einem  wesentlichen 
Punkte  verbessert  und  ei^änzt  wird.  Im  zweiten  Anhang  wird  —  im 
Anschlufi  an  Eempe  —  gezeigt,  daß  und  wie  die  geometria  sitns  ledi- 
glich mittels  Rechnung  nach  den  Gesetzen  des  Logikkalkols  begründet 
werden  kann;  es  besteht  zwischen  gewissen  Relationen  dieses  Kalküls 
und  der  Beziehung  der  Eollinearität  von  Punkten  im  Raum  eine  weit- 
gehende Analogie;  ein  geniales  Aper9u  Eempes,  welches,  wie  Schröder 
meint,  ahnen  laßt,  daß  dieser  Kalkül  eine  Fundgrube  auch  noch  für 
andere  Theorien  verschiedenen  Charakters  bilden  wird. 

Während  der  besprochene  Halbband  binnen  kurzem  erscheinen  wird, 
ist  es  mir  dagegen  leider  nicht  möglich,  über  die  beabsichtigte  Voll- 
endung des  dritten  Bandes  genauere  Angaben  zu  machen.  Es  ist  dazu 
viel  handschriftliches  Material  vorhanden;  doch  besteht  dasselbe  großen- 
teils aus  nur  wenig  ausgeführten  Entwürfen  zu  verschiedenen  einzehien 
Teilen,  die  vielleicht  auch  getrennt  nacheinander  veröflfentlicht  werden 
könnten. 

Bei  dem  Umfang  des  ganzen  Werkes  mag  es  von  Interesse  sein, 
daß  ich  auch  einen,  allerdings  nur  andeutenden,  Entwurf  zu  einem 
kurzen  Abriß  der  gesamten  Disziplin  (zunächst,  soweit  dieselbe  in  den 
ersten  zwei  Bänden  behandelt  ist)  vorfand  und  sogleich  nach  Fertig- 
stellung des  zweiten  Bandes  in  Angriff  zu  nehmen  gedenke 


n.  Sektion. 

Über  das  Kiemannsche  Fragment  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen und  daran  anschließende  neuere  Arbeiten. 

Von 
L.  Schlesinger  aus  Klausenburg. 

1.  Als  im  Jahre  1876  in  der  ersten  Ausgabe  von  Biemanns  ge- 
sammelten Werken  das  Fragment  ^^Zwei  allgemeine  Lehrsätze  über 
lineare  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Eoeffi- 
zienten^'  aus  Riemanns  Nachlasse  zum  erstenmal  veröffentlicht  wurde, 
war  ein  ansehnlicher  Teil  der  in  diesem  Fragmente  enthaltenen  Re< 
sultate  durch  die  seit  1866  Ton  Fuchs  und  seinen  Mitarbeitern  ge* 
schaffene  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  yorweggenommen 
und  überholt.  —  Die  Klasse  yon  Differentialgleichungen,  deren  Inte- 
grale keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen  und  die  wir  heute  als 
die  Fuchssche  bezeichnen,  hatte  sich  dem  Begründer  der  neueren 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  als  die  naturgemäße  Ver- 
allgemeinerung der  Differentialgleichung  der  Gaußschen  Reihe  in  der 
Weise  dargeboten,  daß  für  sie  einerseits  jede  der  Differentialgleichung 
formal  genügende  Potenzreihe  auch  konvergiert  und  andererseits  die 
Art  des  Verhaltens  der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  singulären 
Stelle  aus  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  mit  algebraischen 
Hilfsmitteln  abgeleitet  werden  kann.  Riemann  war  von  seinem  Stand- 
punkte aus  ebenso  natui^emäß  zu  derselben  Klasse  geführt  worden, 
weil  die  Koeffizienten  der  linearen  Differentialgleichung,  welcher  die  von 
ihm*)  postulierten  Funktionssysteme  mit  gegebenen  Verzweigungspunkten 
und  gegebenen  Fundamentalsubstitutionen  genügen,  nur  dann  mit  Sicher- 
heit als  algebraische  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  erBchienen, 


•)  Werke  (ü.  AnfL,  1892),  S.  879. 
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wenn  er  diesen  Funktionssystemen  die  Bedingung  auferlegte^  an  keiner 
Stelle  von  unendlich  hoher  Ordnung  unendlich  zu  werden.*) 

Während  aber  die  Fuchs  sehe  Theorie  ihrer  Eigenart  gemäß  sich 
zunächst  der  Erforschung  der  in  der  Umgebung  singulärer  Stellen  auf- 
tretenden Besonderheiten  (Fuchs^  Hamburger  u.  a.)^  alsbald^  nament- 
lich durch  Herrn  Thome^  auch  der  Untersuchung  der  Integrale  in  der 
Umgebung  von  Unbestimmtheitsstellen  zuwandte,  in  die  Natur  der  Ab- 
hängigkeit der  Koeffizienten  der  Fundamentalsubstitutionen  von  den  in 
den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Eonstanten  ein- 
zudringen (Fuchs,  Grelle  Bd.  75,  76)  und  in  der  Behandlung  spe- 
zieller Differentialgleichungen  (für  die  Periodizitätsmoduln  der  Abelschen 
Integrale,  algebraisch  integrierbare,  L  am  ^ sehe)  sich  zu  bewähren  suchte, 
eröffiiete  sich  Riemann  durch  den  von  ihm  gewählten  und  seiner  all- 
gemeinen funktionentheoretischen  Denkweise  entsprechenden  Ausgangs- 
punkt sofort  der  Begriff  der  gleichyerzweigten  Funktionssjsteme,  die 
er  —  wie  in  seiner  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  —  in  eine 
Klasse  zusammenfaßte  und  damit  denjenigen  Gesichtspunkt  schuf,  der 
beim  Bekanntwerden  seiner  nachgelassenen  Aufzeichnungen  als  wesent- 
lich neues  —  wenn  auch  in  der  Theorie  der  6  au ß  sehen  Differential- 
gleichung (öauß,  Riemann)  vorbereitetes  —  Element  in  die  vorhan- 
dene Theorie  eintrat. 

In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale 
hatte  Riemann,  unbekümmert  um  die  Schwierigkeiten,  die  dem  von 
ihm  auf  das  Dirichletsche  Prinzip  gegründeten  Existenzbeweise  für 
eine  durch  ihre  Yerzweigungsart  gegebene  algebraische  Funktion  an- 
haften, mit  dem  Klassenbegriffe  und  den  dazu  gehörigen  Invarianten 
(p  und  Klassenmoduln)  sogleich  den  Nerv  der  ganzen  Theorie  zu 
treffen  gevmßt,  durch  dessen  Bloßlegen  ihm  selbst  der  Zugang  zu  der 
Theorie  der  allgemeinen  Abelschen  Funktionen  und  seinen  Nachfolgern, 
die  auf  den  algebraischen  Grundlagen  Abels,  Puiseux'  und  Galois' 
weiterbauen  wollten,  das  Ziel  gegeben  war,  auf  welches  losgesteuert 
werden  mußte.  In  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  die 
zur  Zeit,  als  Riemann  sich  ihrer  Bearbeitung  zuwandte,  noch  in  den 
Kinderschuhen  des  XVIII.  Jahrhunderts  stak,  vermochte  selbst  Riemanns 
genialische  Unbefangenheit  nicht,  den  Schwierigkeiten  des  Existenz- 
beweises zu  begegnen,  und  so  wurden  die  fundamentalen  Gedanken,  die 
in  dem  Fragmente  niedergelegt  waren,  durch  die  Selbstkritik  ihres  Ur- 
hebers zu  langjähriger  Unfruchtbarkeit  verurteilt.  Glücklicherweise  er- 
wuchs hieraus  für  die  Wissenschaft  kein  dauernder  Verlust;  denn  was 

•)  Werke  (ü.  Aufl.,  1892),  S.  382. 
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an  Biemanns  Gedaaken  reif  zur  Befrachtung  war  und  noch  yieles^ 
was  darüber  hinaus  ging,  hatten  Fuchs  und  seine  Mitarbeiter  unab- 
hängig von  Biemann  zutage  gefordert,  und  der  KlassenbegrifF  mit  den 
an  diesen  Begriff  sich  anschließenden  Problemen  kam  auch  1876  noch 
zu  früh.  —  In  der  Tat  macht  sich  in  der  Entwickelung  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  das  Bekanntwerden  des  Riemann- 
schen  Fragmentes  nicht  als  ein  deus  ex  machina  geltend,  diese  Ent- 
wickelung nimmt  vielmehr  ihren  stetigen  Fortgang,  bis  sie  auf  dem 
Wege  über  die  aus  jener  Theorie  entspringenden  Umkehrprobleme  zu  dem 
Punkte  gelangt,  wo  die  Betrachtung  der  gleichverzweigten  Funktions- 
systeme in  zwingender  Weise  auftritt.  Da  nämlich  diejenige  Fuchssche 
Funktion,  welche  die  unabhängige  Variable  einer  linearen  Differential- 
gleichung der  Fuchs  sehen  Klasse  als  Funktion  des  die  Integrale  in 
Fuchssche  Zetafunktionen  uniformisierenden  Parameters  liefert,  allein 
durch  die  Lage  der  Yerzweigungspimkte  und  durch  die  linearen  Sub- 
stitutionen bestimmt  wird,  die  ein  Fundamentalsystem  bei  Umkreisung 
dieser  Verzweigungspunkte  erfährt,  sah  sich  Herr  Poincar^  (Acta 
Mathem.  Bd.  5,  1885)  veranlaßt,  die  Gesamtheit  derjenigen  Differential- 
gleichungen in  Betracht  zu  ziehen,  denen  die  Verzweigungspunkte  nebst 
den  zu  diesen  gehörigen  Fundamentalsubstitutionen  gemein  sind,'  und 
wurde  dadurch  —  wie  es  scheint,  ohne  von  Biemanns  Fragment  Kennt- 
nis genommen  zu  haben  —  zu  dem  den  Biemannschen  Elassenbegriff 
umfassenden  Artbegriffe  (esp^ce)  geführt. 

Wahrscheinlich  war  es  auch  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen die  Einsieht^  daß  ein  und  dasselbe  System  von  Thetafunktionen 
die  samtlichen  algebraischen  Beziehungen  zwischen  zwei  Variabein  unifor- 
misiert,  welche  durch  birationale  Transformationen  ineinander  übergeführt 
werden  können,  die  Biemann  darauf  hingeleitet  hat,  den  Elassenbegriff 
zum  Mittelpunkte  seiner  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  zu  ma- 
chen; und  wenn  es  auch  nahe  liegt  anzunehmen,  daß  Biemann  rein 
der  Analogie  folgend,  der  von  ihm  geplanten  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  die  Lehre  von  den  gleichverzweigten  Funk- 
tionen, die  sich  bei  den  algebraischen  Funktionen  so  glänzend  bewährt 
hatte,  zugrunde  legen  wollte,  so  wird  man  doch  mit  Bücksicht  auf  ge- 
wisse Abbildungsaufgaben*),  mit  denen  sich  Biemann  besclulftigt  hat, 
femer  mit  Bücksicht  darauf,  daß  er  in  seiner  Vorlesung  über  die  hyper- 
geometrische Beihe  die  uniformisierende  Kraft  der  Modulfunktion  spielen 
läßf^),  namentlich  aber  nach  den  in  den  kleingedruckten  Sätzen  des 


*)  Werke  (1892),  Abh.  XXVI,  S.  440. 
♦♦)  Werke  (Nachträge,  t902),  III,  S.  98. 
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Pragmentes  enthaltenen  Andeutungen*)  den  Gedanken  nicht  abweisen 
können^  daß  er  auch  die  Uniformisierung  der  durch  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichung mit  algebraischen  Koeffizienten  statuierten  Beziehung 
ahnend  geschaut  haben  mag^  vielleicht  in  einer  Form  (nämlich  durch 
Funktionen  mehrerer  Variabein),  die  uns  auch  heute  noch  verborgen  ist! 

Nachdem  sich  Herr  Heun  (1887/88)  mit  den  Koeffizienten  der 
Relationen,  die  zwischen  Funktionssystemen  einer  und  derselben  Art  be- 
stehen, beschäftigt  hatte,  begegnen  wir  von  1888  ab  dem  Riemannschen 
Klassen-  (eigentlich  dem  Po incare sehen  Art-)begriffe  in  den  Unter- 
suchungen von  Fuchs  über  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Sub- 
stitutionsgruppe von  einem  in  den  Koeffizienten  auftretenden  Parameter 
unabhängig  ist.  Wenngleich  Fuchs  diese  Untersuchungen  unzweifelhaft 
in  der  Absicht  unternommen  hat,  zuiulchst  die  Theorie  der  Differential- 
gleichungen, denen  die  Periodizitätsmoduln  der  Ab  eischen  Integrale  ge- 
nügen, zu  vertiefen  und  in  der  Richtung  der  vollständig  integrabeln 
Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen  (Picard,  Appell, 
Hörn  u.  a.)  zu  verallgemeinem,  so  zeigen  dieselben  doch,  wie  ich  nach- 
gewiesen habe  (Grelle  Bd,  123,  1901),  einen  sehr  nahen  und  über- 
raschenden Zusammenhang  mit  den  von  Riemann  in  seinem  Fragmente 
formulierten  Problemen,  und  die  Erkenntnis  dieses  Zusammenhanges 
war  es  auch,  der  ich  die  Veranlassung  zum  eingehenden  Studium  des 
Riemannschen  Fragmentes  verdanke.  Ehe  ich  nun  auf  eine  Besprechung 
meiner  hierauf  bezüglichen  Versuche  eingehe,  muß  ich  noch  die  Be- 
merkungen von  Herrn  F.  Klein  (Annalen  Bd.  46,  1895)  und  die  leider 
unvollendet  gebliebene  Untersuchung  E.  Ritters  (Annalen  Bd.  47,  1896) 
„über  Riemannsche  Formenscharen  auf  einem  beliebigen  algebraischen 
Gebilde^^  erwähnen,  die  letztere  namentlich  auch  darum,  weil  Ritter 
daselbst  (S.  158,  Zeile  11 — 10  v.  u.)  etwa  gleichzeitig  mit  mir  (Hand- 
buch Bd.  n,  1,  1897,  S.  110**))  die  Möglichkeit  erwähnt,  die  Existenz 
der  von  Riemann  im  Fragmente  postulierten  Funktionssysteme  mit 
Hilfe  von  Herrn  Poincares  fonctions  zetafuchsiennes  zu  beweisen; 
allerdings  scheint  es  sich  bei  Ritter  nur  um  eine  flüchtige  Bemerkung 
zu  handeln,  da  er  ohne  Einschränkung  von  der  „Existenz  solcher 
Formenscharen  bei  beliebig  vorgegebener  Gruppe"  spricht,  während  doch 
die  series  zetafuchsiennes  nur  unter  gewissen  beschränkenden  Vor- 
aussetzungen für  die  Fundamentalsubstitutionen  der  Gruppe  konver- 
gieren (vergl.  unten). 

2.  Bei  meinen  Studien  im  Anschlüsse  an  das  Riemannsche  Frag- 

•)  Werke  (1892),  S.  386. 
*•)  Der  betreffende  Bogen  ist  im  März  t896  gedruckt. 
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ment  —  die  bis  in  das  Jahr  1895  zurückreichen*)  —  stellte  ich  mir 
die  Anfgabe^  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  —  deren 
Koeffizienten  ich  zunächst  nicht  wie  Riemann  als  beliebige  algebraische, 
sondern  als  rationale  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabeln  voraus- 
setzte —  in  der  durch  das  Fragment  gewiesenen  Richtung  und  über- 
haupt der  funktionentheoretischen  Auffassung  Riemanns  gemäß  aus- 
zugestalten, namentlich  den  Existenzbeweis  für  die  von  Riemann  postu- 
lierten Funktionssysteme  zu  erbringen,  die  Konsequenzen  zu  verfolgen, 
die  sich  aus  Riemanns  Problemstellung  für  die  allgemeine  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  ergeben,  endlich  die  Andeutungen  zu 
enträtseln  und  auf  ihren  Wahrheitsgehalt  zu  prüfen,  die  Riemann  an 
der  von  ihm  in  seinem  Manuskript  als  „nicht  richtig^^  bezeichneten, 
in  der  Edition  kleingedruckten  Stelle  des  Fragmentes**)  ausspricht. 

um  zunächst  festen  Boden  imter  den  Füßen  zu  haben,  gründete 
ich  (1898)***)  einen  Existenzbeweis  auf  Herrn  Poincar^s  Theorie  der 
Fuchsschen  Zetafanktionen,  wobei  ich  allerdings  eine  sehr  wesentliche 
Einschränkung  mit  in  den  Kauf  nehmen  mußte,  indem  zur  Sicherung 
der  Konvergenz  der  series  zetafuchsiennes  den  Fundamentalsubstitutionen, 
die  das  postulierte  Funktionssystem  erfahren  soll,  wenn  die  unabhängige 
Variable  die  vorgegebenen  Yerzweigungspunkte  umkreist,  die  Bedingung 
au&uerlegen  war,  daß  die  Wurzeln  ihrer  Fundamentalgleichungen  den 
Modul  Eins  besitzen 

Auf  Grund  des  Existenzbeweises,  also  vorläufig  unter  ständigem 
Festhalten  an  jenen  von  mir  sogenannten  Konvergenzbedingungen, 
gelang 

1)  im  engsten  Anschlüsse  an  Riemann  die  Herstellung  eines 
innerhalb  der  Klasse  eindeutig  bestimmten  Funktionssystems  mit  der 
Minimalzahl  außerwesentlich  singulärer  Stellen  (Handbuch  Bd.  II,  1, 
S.  365—393;  CreUe  Bd.  123,  S.  166 ff); 

2)  der  Nachweis,  daß  bei  unbestimmter  Lage  der  Yerzweigungspunkte 
und  willkürlichen  konstanten  Elementen  der  Fundamentalsubstitutionen 
die  so  determinierten  Fuuktionssysteme  im  wesentlichen  die  allgemeinsten 
sind,  die  durch  lineare  Differentialgleichungen  definiert  werden,  deren 
Qruppe  von  einem  in  den  Koeffizienten  auftretenden  Parameter  unab- 
hängig  ist   (Grelle   Bd.  123,    S.  173),    wodurch   der    bereits   erwähnte 

*)  Im  SonuneiBemester  1896  hielt  ich  an  der  Berliner  Universität  mit  einem 
kleinen  Kreise  von  Zuhörern  Übungen  im  Anschlüsse  an  das  R.sche  Fragment. 
**)  Werke  (1892),  S.  886,  886. 

***)  Handbuch  Bd.  II,  2  (1898),  S.  382 (f.;  Comptes  Rendus  t.  126,  S.  728;  Grelle 
Bd.  123,  S.  138. 
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Zusammenhang  zwischen  dem  Riemannschen  Probleme  und  den  Unter- 
Buchungen  von  Fuchs  (1888  flF.)  dargelegt  war; 

3)  der  Nachweis  ^  daß  eine  beliebige  lineare  Differentialgleichung 
mit  eindeutigen  Koeffizienten  und  einer  endlichen  Anzahl  von  Yer- 
Zweigungspunkten  stets  einer  Differentialgleichung  der  Fuchsschen  Klasse 
kogredient  sei,  und  daß  jede  lineare  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  durch  Adjunktion  einer  gewissen  eindeutigen  Funk- 
tion zum  Rationalitatsbereiche  den  Charakter  einer  Differentialgleichung 
der  Fuchsschkn  Klasse  erhalt*)  (CreUe  Bd.  124,  S.  47); 

4)  die  vollständige  Erledigung  der  Frage  nach  dem  analytischen 
Charakter  der  Abhängigkeit  des  in  1)  erwähnten  Funktionssystems  von 
den  unabhängig  veränderlich  gedachten  Yerzweigungspunkten,  und  im 
Zusammenhange  damit  die  allgemeinste  Definition  einer  bemerkenswerten 
Klasse  von  Funktionen  mehrerer  Variabeln,  die  als  Funktionen  jeder 
einzelnen  Yariabeln  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  in  allen 
Yariabeln  eindeutigen  Koeffizienten  und  einer  endlichen  Anzahl  von 
Yerzweigungspunkten  genügen,  einer  Klasse  von  Funktionen,  wie  sie 
wohl  Riemann  vorgeschwebt  haben  mag,  als  er  die  später  von  ihm  selbst 
verworfenen  Bemerkungen  (Werke,  S.  386,  Zeile  7 — 12)  niederschrieb, 
und  als  deren  spezieller  Fall  die  durch  eine  Tissot-Pochhammersche 
Differentialgleichung  definierten  Funktionen  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Differentiationsvariabein  und  den  Yerzweigungspunkten  erscheinen. 
(Berliner  Sitzungsberichte  1902,  S.  283;  Crelle  Bd.  124,  S.  292.) 

3.  Ein  Weg,  der  für  den  Fall  allgemeiner,  den  Konvergenzbedingungen 
nicht  genügender  Fundamentalsubstitutionen  zu  einem  Existenzbeweise 
führen  konnte,  war  durch  die  folgende  Erwägung  gewiesen. 

Nach  den  von  Riemann,  Herrn  Poincar^  u.  a.  vorgenommenen  Kon- 
stantenzählungen läßt  sich  stets  eine  Differentialgleichung  der  Fuchs- 
schen Klasse  herstellen,  die  für  die  vorgeschriebenen  Yerzweigungspunkte 
^v'"7^af  ^^  ^^^  ^^^  gegebenen  Fundamentalsubstitutionen  -4i,---,^^,-4^^i 
konkordierende  Wurzeln  der  determinierenden  Fundamentalgleichungen 
besitzt,  und  in  welcher  die  Anzahl  der  in  den  Koeffizienten  noch  auf- 
tretenden disponibeln  Parameter  mit  der  Anzahl  der  wesentlichen  Para- 
meter übereinstimmt,  von  denen  die  Fundamentalsubstitutionen  nach 
Festlegung  der  Wurzeln  ihrer  Fundamentalgleichungen  noch  abhängen. 
Um  das  letztere  zu  erreichen,  muß  jedoch  der  Differentialgleichung, 
wenn  sie  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  ist,  noch  eine  gewisse 

*)  Durch  den  ersten  Satz  ist  zagleich  ein  Weg  gewiesen,  wie  die  Poincaiäsche 
Integrationsmethode  einer  linearen  Differentialgleichang  der  Fuchsschen  Klasse 
für  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  beliebigen  eindeutigen  Koeffizienten  und 
einer  endlichen  Anzahl  von  Yerzweigungspunkten  nutzhar  gemacht  werden  kann. 
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Anzahl  außerwesentlick  singolürer  Punkte  zuerteilt  werden.  Es  handelt 
sich  dann  darum  zu  entscheiden,  ob  über  die  in  den  Koeffizienten  ver- 
bliebenen Parameter  so  disponiert  werden  kann,  daß,  bei  bestimmter 
Lage  der  von  den  Yerzweigungspunkten  aus  nach  dem  Unendlichen 
hin  gelegten  Querschnitte,  die  Fundamentalsubstitutionen,  die  ein  durch 
seine  Anfangswerte  bestimmtes  Fundamentalsjstem  erfährt,  mit  den  ge- 
gebenen Substitutionen  übereinstimmen;  die  Frage  kommt  also  auf  die 
Anwendung  der  Prinzipien  der  Klein-Poincareschen  methode  de 
continuite  hinaus.  Nun  erschwert  die  notwendige  Einführung  der 
außerwesentlich  singulären  Punkte  die  im  Sinne  jener  Prinzipien  er- 
forderlichen Vor-  und  Nebenuntersuchungen  sehr  bedeutend,  man  mußte 
demnach  auf  ein  Mittel  bedacht  sein,  durch  welches  sich  die  Einführung 
der  außerwesentlich  singulären  Punkte  umgehen  ließe.  Ein  solches 
bietet  sich  aber  in  der  denkbar  einfachsten  und  vollkommensten  Weise 
dar,  indem  man  an  die  Stelle  der  linearen  Differentialgleichung  n^®'  Ord- 
nung ein  kanonisches  System  von  n  linearen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  treten  läßt. 

Ein  Funktionssystem  der  Klasse,  dessen  Exponenten  bei  den  samt- 
lichfin  Yerzweigungspunkten  vorgeschriebene  Werte  haben,  hängt,  wie 
ich  (Handbuch  Bd.  II,  1,  S.  385  ff.)  nachgewiesen  habe,  von  gewissen 
linear  eingehenden  willkürlichen  Konstanten  ab,  deren  Anzahl  durch  die 
Summe  der  Eiponenten  bei  den  sämtlichen  Yerzweigungspunkten  be- 
stimmt wird.  Richtet  man,  was  stets  möglich  ist,  die  Exponenten  so 
ein,  daß  ihre  Summe  sich  auf  NuU  reduziert,  so  ist  diese  Anzahl  gleich  n, 
d«  L  man  hat  genau  n  linear  unabhängige  Funktionssjsteme  von  der 
gedachten  Bescliaffenheii  Faßt  man  diese  zu  einer  Funktionalmatrix  zu- 
sammen und  zwar  so,  daß  die  einzelnen  Funktionssysteme  die  Zeüen 
fOUen,  so  ist  diese,  abgesehen  von  einer  rechts  komponierenden  kon- 
stanten Matrix,  vollkommen  bestimmt.  Fixiert  man  diese  konstante 
Matrix  durch  Anfangsbedingungen,  so  bUdet  die  so  eindeutig  deter- 
minierende Funktionalmatrix  ein  Fundamentalsystem  (Integralmatrix) 
eines  linearen  Differentialsystems,  welches,  wie  man  unschwer  erkennt, 
keine  anderen  singulären  Punkte  aufweist,  wie  die  gegebenen  Yer> 
zweigungspunkte  a^,  •  •  •,  a^,  oo  und  in  der  Umgebung  jeder  dieser 
Stellen  die  sogenannte  kanonische  Form  (Hörn)  hat,  also  (vgl. 
Koenigsberger,  Lehrbuch,  1889,  S.  452)  in  der  Form 

mit  konstanten  Ä^^  erscheint.    Da  hier  die  Anzahl  der  konstanten  Para- 
meter, die  nach  Fixierung  der  Wurzeln  der  determinierenden  Funda- 

V«Th.  d.  m.  Intenutt.  Mftthem.-Kongr.  Heidelberg  1904.  15 
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mentalgleichui^en  in  den  Koeffizienten  des  DifFerentialsystenis^  ab- 
gesehen von  den  a^f'^^a^,  noch  auftreten,  genau  mit  der  Anzahl  der 
Parameter  übereinstimmt,  von  denen  die  gegebenen  Fondamentalsnbsti- 
tutionen  nach  Festlegung  der  Wurzeln  ihrer  Fundamentalgleichungen 
noch  abhangen,  so  bietet  die  Anwendung  der  methode  de  continuite 
keine  weiteren  Schwierigkeiten  mehr  dar.  Ich  habe*)  für  den  Fall,  wo 
die  Fundamentalgleichungen  der  gegebenen  Fundamentalsubstitutionen 
keine  mehrfachen  Wurzeln  haben,  die  Betrachtung  im  einzelnen  durch- 
geführt, im  allgemeinen  Falle  sind  noch  gewisse  Hilfsbetrachtungen  al- 
gebraischer Natur  erforderlich,  die  sich  aber  auch  ohne  Schwierigkeit 
erledigen  lassen. 

4.  Genau  genommen  ist  auf  diese  Weise  die  Existenz  der  von 
Biemann  postulierten  Funktionssysteme  nicht  direkt  erwiesen,  sondern 
einerseits  auf  die  Frage  der  Existenz  einer  Integralmatriz  für  ein 
lineares  Differentialsystem  mit  rationalen  Koeffizienten,  andererseits  dar- 
auf zurückgeführt,  daß  die  Lösungen  eines  linearen  Differentialsystems 
von  der  vorhin  angegebenen  kanonischen  Form  an  keiner  Stelle  un- 
bestimmt werden.  Die  klassische  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen erledigt  bekanntlich  sowohl  diese  .Existenzfrage  als  auch 
den  Nachweis  der  letzteren  Tatsache  durch  Konvergenzuntersuchungen 
von  Potenzreihen,  die  dem  Differentialsysteme  formal  genügen.  Wenn- 
gleich Riemann  selbst  in  seiner  Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
von  der  Potenzreihenentwickelung  einer  algebraischen  Funktion  Ge- 
brauch macht  und  sich  dabei  auf  Gauchy,  die  Fouriersche  Reihe 
und  Lagrange  beruft,  so  scheint  mir  doch  dieses  Hilfsmittel  in  den 
Rahmen  einer  im  Sinne  Riemanns  zu  entwickelnden  Theorie  nicht 
hineinzupassen,  da  es  die  Art  und  Weise,  wie  sich  die  postulierten 
monogenen  Funktionen  der  komplexen  Yariabeln  aus  ihren  realen  und 
imaginären  Bestandteilen  zusammenfügen,  nicht  in  Evidenz  setzt.  Ich 
suchte  darum  zimächst  nach  einer  Methode,  die  den  Beweis  für  die 
Existenz  monogener  Integralmatrizen  eines  linearen  Differentialsystems 
mit  monogenen  Koeffizienten  derart  zu  erbringen  gestattet,  daß  die  auf- 
tretenden monogenen  Funktionen  in  ihre  realen  und  imaginären  Be- 
standteile zerlegt  erscheinen,  und  ich  fand  dieselbe,  indem  ich  an  die 
schönen  Untersuchungen  anknüpfte,  die  HerrVolterra  in  den  Memorie 
della  Societa  Italiana  delle  Scienze  (detta  deiXL)  1887  und  1899 
veröffentlicht  hat. 

Zunächst  beweise  ich  für  ein  lineares  Differentialsystem 

*)  In  einer  der  Redaktion  des  Cielleschen  Journals  im  April  d.  J,  eingereichten 
Arbeit. 
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*-i'' 


'xnViy    '  (««1,2,-..,  n) 

dessen  Koe£fizienten  a^^  eindeutigß  und  —  wie  wir  der  Einfachlieit  wegen 
voranssetzen  wollen  —  stetige  Funktionen  der  realen  Variabein  x  sind, 
nach  dem  Gauchy-Lipscliitzscken  Verfahren  die  Existenz  einer  Integral- 
matrix (ffix),  die  sich  für  den  regulären  Wert  x^  x^  auf  die  Einheits- 
matrix (dj  J  reduziert,  und  setze 

Dann  betrachte  ich  ein  totales  Differentialsystem  von  der  Form 

m  m 

dessen  Koeffizienten  reale  und  innerhalb  eines  einfach  zusammenhangenden 
Bereiches  S  differentiierbare  Funktionen  der  realen  Variabein  $,  i|  sind,  die 
den  Integrabilitätsbedingungen  genügen.  Wenn  daer  durch  die  vier  Punkte 
(^>  Vo)^  (iofV)}  {iyV)}  {ifVo)  bestimmte  Rechteck  ganz  innerhalb  S  liegt, 
so  stimmen  die  beiden  Ausdrücke: 

und  *  ^* 

fe  (S,  W  di  +  *,«)  -/(«J«'  (1,1?)  dn  +  d,  j 

miteinander  überein  und  definieren  ein  Lösungssystem 

des  gegebenen  totalen  Differentialsystems.  Die  Identität  der  beiden  obigen 
Ausdrücke  kann  auch  so  ausgesprochen  werden^  daß  (r^J  erstreckt 
über  die  Begrenzung  eines  ganz  innerhalb  S  gelegenen  Recht- 
ecks gleich  der  Einheitsmatrix  (^^^)  ist. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  l^ij  innerhalb  8  erfolgt  nun  die  Defi- 
nition der  Integralmatrix  (v^J  mittelst  eines  von  (So^^o)  ^^^^  i^yV)  Ein- 
gelegten treppenförmigen  Weges^  ganz  ähnlich^  wie  es  mein  Freund 
Heffter  (Öött.  Nachrichten,  1904)  für  die  gewöhnliche  Quadratur  an- 
geben hat^  wobei  man  nur  darauf  achten  muß,  daß  sich  unsere  reale 
Integralmatrix 

16  ♦ 


ß 
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/(■ 


f&r  n  » 1  nicht  auf  das  bestimmte  Integral  selbst,  sondern  auf 

fadx 

reduziert. 

Ich  nehme  nun  m  »  2n  und  erteile  den  Eoeffizientenmatrizen  die 
^ygespaltene^^  Form: 


(•,«=1,2,    ,««)  \—  ß^^        a^J 


(♦,«  =  l,2,...,n). 


Die  Integrabilitatsbedingungen  ziehen  dann  die  Gleichungen 
nach  sich,  und  man  erkennt  leicbt,  daß  die  Integralmatrix 


m  der  gespaltenen  Form 


darstellbar  ist,  wo 

du^        dv,            du,            dv, 
i« i»  is  ^ i* 

dl       dn  '        dn  dl' 

so  daß  die  Elemente  der  Matrix 

monogene  und  innerhalb  S  holomorphe  Funktionen  von  ir=»{  +  ijy^^ 
sind.  Offenbar  stellt  dann  {y^^  eine  Int^ralmatrix  des  Differential- 
systems ^ 

Ä  -^(«''«  +y=i  A  Jyi     (x  - 1, 2,  •  •  •, «) 

dar,  und  zwar  diejenige,  die  sich  für  a;  =  5o  +  ^oV^"!  *^^  (^^x)  redu- 
ziert. Damit  ist  der  gewünschte  Existenzbeweis  erbracht;  betreffs  weiterer 
Folgerungen  verweise  ich  auf  eine  zweite  der  Redaktion  des  Crelleschen 
Journals  eingereichte  Abhandlung,  wo  auch  ein  Weg  angegeben  ist,  der 
zu  einem  Nachweise  der  oben  erwähnten  Eigenschaft  der  Lösungen  eines 
kanonischen  Differentialsjstems,  ohne  Zuhilfenahme  von  Konrergenz- 
betrachtungen  formal  aufgestellter  Reihen,  führt. 


Sur  rinterpolation  des  fonctions  continues  par  des  polynomes. 

Von 
E.  BoREL  aus  Paris. 


1.  Le  Probleme  de  rinterpolation  consiste  essentiellement  dans  la 
detennination  approchee  d\me  fonction^   dont  on  suppose  connues  les 
valenrs  pour  an  certain   nombre  de  valeurs  de  la  variable.     C*est  un* 
probl^e  qui  se   pose  freqnemment  dans  les  sciences  pkysiques;   Ton 
est  sonrent  conduit  ä  prendre  an  polynome  comme  fonction  approchee. 

Or,  Lf^prange  noas  a  appris  ä  calculer  an  polynome  de  degre  q 
qui,  ponr  q  +  1  valeurs  de  la  variable^  prend  les  mimes  valeurs  quWe 
fonction  donnee.  Supposons  que  la  fonction  f(pii)  soit  ^tudi^  dans 
Tintervalle  (0—  1);  posons^  en  d^signant  par  q  an  entier  positif  qnel- 
conque  et  par  p  un  entier  positif  ou  nul  au  plus  egal  ä  q: 

p «  i'-'-^) i-'-^')  ■  ■  ■  (-f) ('-^) i'-\)  ■  ■  ■  i'-'-^) 

-^•»«W  "-  fp_p  +  l\  /p      p  +  2\        ^  (P^l\  (^^1)  /?_1\  .  •  .  (^      ^~^)  ' 

la  formule  de  Lagrange  est  la  suivante: 

(2)  P,(^)'T''.^^'.^^'''^- 

p  =  0 

Le  caract^re  essentiel  de  cette  formale  est  de  faire  connaitre  le 
polynome  d'interpolation  P^ix)  par  une  combinaison  bilineaire  simple 
des  constantes  c^^  qui  d^pendent  de  la  fonction  etudi^e,  et  des  poly- 
nomes Pp^qi^)  qni  n'en  d^pendent  pas. 

2.  Faisons,  k  partir  de  maintenant,  Thypoth^se  que  la  fonction 
f(x)  est  continue.  On  sait  alors^  grace  ä  Weierstraß,  qu'il  est  pos< 
sible  d'en  approcher  autant  que  Ton  veut  au  moyen  de  polynomes.  II 
est  des  lors  naturel  de   se   demander  si  les  polynomes   de  Lagrange 
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fournissent  une  approximation  de  plus  an  plus  grande  ä  mesure  que 
leur  degre  q  augmente  indefiniment.  Cette  question  est  tellement 
naturelle  qu'eDe  a  dejä  du  etre  ötudi^e  et  resolue;  je  ne  counais  pas 
de  travaux  sur  ce  sujet;  mais  vous  pourrez  saus  doute  m'en  indiquer.^) 
En  tous  cas,  j'ai  pu  former  un  exemple  d'une  fonction  pour  laquelle 
la  formule  de  Lagrange  ^  loin  de  donner  une  approximation  ind^finie, 
diyerge  lorsque  le  degr^  q  augmente  indefiniment.**)  Donc^  lorsque 
Ton  applique  la  formule  (2)  ä  une  fonction  empirique,  pour  laquelle 
les  constantes  c  sont  donnees  par  Fexp^rience,  on  n'est  pas  du  tout 
certain  de  ne  pas  obtenir  un  polynome  approch^  -PyW  ^^^  ^^^' 
rent  de  la  fonction  donnee  et  meme  d'autant  plus  diff^rent  que  le 
nombre  q  +  1  des  experiences  est  plus  elev^. 

3.  n  est  d^s  lors  naturel  de  se  demander  s'il  n'est  pas  possible 
d*obtenir  une  formule 

(3)  /W-2'''.A«(*) 

analogue  ä  la  formule  (2)^  dans  laquelle  les  c^^  auraient  toujours  la 
signification  (1)  mais  oü  les  polynomes  n^^{x)  seraient  choisis  de 
mani^re  que  cette  formule  d'interpolation  (3)  donne  une  approximation 
qui  tende  uniform^ment  rers  z^ro  lorsque  q  augmente  inde- 
finiment 

Nous  allons  voir  que  cela  est  possible;  la  formule  que  nous 
obtiendrons  est,  ä  la  verit^^  plus  compliqu^e  que  celle  de  Lagrange^  car 
les  polynomes  n^^^(x)  sont  bien  moins  simples  que  les  polynomes 
Pp^qi^)\  nuds  ils  ont  ce  m^me  caractere  essentiel  de  ne  dependre  que 
des  indices  p  et  q,  c'est  a  dire  de  pouYoir  etre  calcules  indepen- 
damment  de  toute  fonction  particuliere  f(x).  Leur  calcul  e£Fectif 
ne  presente  d'ailleurs  aucune  difficulte  theorique^  mais  parait  exiger 
des  calculs  assez  longs;  c'est  lä  un  sujet  de  travail  de  nature  ä  in- 
teresser un  jeune  chercheur. 


^  En  r^ponse  ä  la  qaestioii  que  je  posais  ainsi  k  mes  anditeurs,  M.  Mittag- 
Leffler  a  bien  yoiüa  faire  connaltre,  apr^s  ma  commnnication,  qne  M.  Range  avait 
d^jä  ^tudi^  cette  question  et  foimä  plusieurs  exemples  de  fonctiona  pour  les- 
quelles  la  formule  de  Lagiange  diverge.  Le  memoire  de  M.  Runge:  Über  empi- 
rische Funktionen  und  die  Interpolation  zwischen  äquidistanten 
Ordinaten  se  trouve  dans  la  Zeitschrift  für  Math,  und  Fhys.  (Bd.  XLVI, 
1901^  p.  229).    üne  traduction  fran9aise  en  paraitra  dans  les  Acta  Maihematica. 

**)  Je  trouve  inutile  de  donner  ici  cet  exemple,  moins  simple  d*ailleurs  que 
ceux  de  M.  Runge.  On  le  trouyera  dans  mes  Le9on8  sur  les  fonctions  de 
Tariables  reelles  et  les  d^veloppements  en  s^ries  de  polynomes, 
r^digto  par  Maurice  Fr^chet.    Paris,  Gauthiar-Yillars,  1906. 
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4.  Pour  d^finir  le  polynome  n^^{x)  nous  introduirons  la  fonction 
continue  (p^^^  definie  comme  11  suit: 


pour  O^x^ 


pour  ^-~—  <x<^ 

pour  —  <x  <  ^— !— 

pour  ^--' —  ^x  ^1 


v,,,(^)  —  qx+p  +  i, 


Lorsque  p  prend  Tune  des  valeurs  extremes  0  ou  g,  il  n*y  a  pas  ä 
tenir  compte  des  interralles  qui  se  trouvent  a  Texterieur  de  Tintervalle 
(0  —  1),  la  fonction  ^>p^,^(x)  ne  devant  etre  defibaie  que  dans  cet  in- 
terraüe. 

La  fonction  V>p,q(^)  etant  continue  dans  Tinterralle  (0  -—  1)  nous 
savons^  d'aprfes  le  theoreme  fondamental  de  Weierstraß^  calculer  un 
polynome  n^^^{x)  tel  que  Tinegalite 

O^x^l 
entndne: 

(4)  \'P^M)-np,M)\<T*^ 

le  calcul  peut  §tre  fait  dWe  infinite  de  mani^res;   nous  supposerons 
qu'on  en  ait  choisie  une  bien  d^terminee. 

n  est  alors  tr^s  aise  de  demontrer  que  le  polynome  11  ^{x)  tend 
uniformement  vers  f(x)  lorsque  q  augmente  ind^finiment.*) 

5.  On  peut  deduire  de  ce  qui  prec^de  un  developpement  de  f{x) 
en    B^e  uniformement   convergente;    en   rempla9ant7   dans   le   second 

membre  de  (4),  la  quantite  -^  par  -ä,  la  sörie  convergerait  absolument. 

6.  Un  tel  developpement  ne  peut  pas,  en  generale  etre  deriy^;  mais 
il  peut  Stre  integre  terme  ä  terme.  L'integration  des  polynomes 
n^^(x)  permet  ainsi  d'obtenir  d'autres  polynomes  analogues  et  cette 
Operation  peut  etre  rep^t^e  indefiniment.  On  obtient  ainsi  des  for- 
mules  analogues  h,  la  formule  (3),  mais  susceptibles  d'etre  derivees  aussi 
Bouyent  que  Ton  reut. 

Posons,  en  effet 

ff(x)dx=^F{x), 

0 


*)  On  tronvera  la  d^monetration  dans  le  livre  cit^  plus  haut. 
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(5)  ^(^)-§V(f)M^)- 
On  a  evidemment 

(6)  ^(£±i)_f(|)_i,(|)+i      i,(*±i)  +  ^, 

les  nombres  £  et  s   tendant  vers  z^ro  avec  — 

9. 

Si,   dans  la  formule  (5),  on  remplace  /*(— )  par  la  valeur  d^duite 
de  (6)  en  negligeant  £  ou  £'  on  obtient  une  expression  de  la  forme 

P=9 


^,(*)-2'^(f)w^)' 


p  =  0 

les  ^p^qioc)  ß'exprimaiit  immediatement  au  moyen  des  (fp^q(x).  On  pren- 
dra^  par  exemple: 

car  il  est  loisible  de  se  servir  de  Tune  ou  de  Tautre  des  formales  (6) 
Bous  la  reserve  que  p  et  jp  +  1  soient  tous  deux  non  n^tifs  et  au 
plus  ^gaux  ä  q.  La  fonction  n^(x)  tendant  uniformement  vers  f(x\  11 
en  resulte  que  6^(x)  et  t^{x)  tendent  uniformement  vers  F(x), 

Je  ne  m'arreterai  pas  sur  les  gen^ralisations  aisees  de  ce  qui  pre- 
c^de  dans  de  nombreuses  directions. 


über  eine  Anwendung  der  Int^ralgleichungen  auf  ein  Problem 
der  Funktionentheorie. 

Von 
D.  HiLBEBT  aus  Göttingen. 


Unter  einer  ^^Integralgleichung^  rerstehe  ich  eine  Qleichnng 
von  der  Gestalt 

a 

oder 

6 

a 

Im  Falle  eines  symmetrischen  „Kernes''  ^(ßf^)  "teht  —  wie  ich 
in  zwei  Mitteilungen  in  den  Göttinger  Nachrichten  dieses  Jahres  aas- 
geführt habe  —  die  Theorie  der  Integralgleichungen  im  engsten  Znsammen- 
hange mit  der  „quadratischen  Integralform'' 

b  b 

Qi!»)=ff^(s,6)x(s)xiö)d8d6, 

a  a 

deren  Theorie  als  das  transzendente  Analogon  zu  der  bekannten  al- 
gebraischen Theorie  der  quadratischen  Form  mit  n  Veränderlichen  auf- 
zufassen isi  Den  besonderen  Arten  quadratischer  FormeU;  z.  B.  den- 
jenigen mit  nicht  rerschwindender  Diskriminante  oder  denjenigen,  die 
für  reelle  Variable  nur  positive  Werte  annehmen,  entsprechen  gewisse 
besondere  Arten  quadratischer  Integralformen,  nämlich  Integralformen, 
deren  Kerne  ich  in  den  genannten  Mitteilungen  als  „abgeschlossen", 
„allgemein"  bezw.  „definit"  bezeichnet  habe. 

Die  Theorie  der  algebraischen  quadratischen  Formen  mit  n  Ver- 
änderlichen wird  durch  den  Satz  beherrscht,  daß  jede  solche  Form 
stets  und  nnr  auf  eine  Weise  als  Summe  von  n  Quadraten  linearer 
Formen  darstellbar  ist,  wobei  diesen  letzteren  noch  die  bekannten  Ortho- 
gonalitätsbedingungen  aufzuerlegen   sind.    Diesem  Satze  entsprieht  in 
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der   Theorie   der   quadratischen   Integralformen   ebenfalls   ein  Theorem 
Yon  grundlegender  Bedeutung,  nämlich  die  Tatsache^  daß  die  Integral- 
form Q{x)  sich  stets  als  unendliche  Summe  von  Quadraten  ^^linearer 
Integralformen^^  darstellen  laßt^  wie  folgt: 
b  b 

a  a 

wobei  die  von  mir  als  ^^Eigenfunktionen'^  bezeichneten  Funktionen 
^(*)(s),  ^^'^(5),  •  •  •  die  „Orthogonalitätsbedingungen^^: 

6 

=-1  (Z  -  iw) 

erfüllen. 

Die  Anwendungen  dieser  Theorie  der  Integralgleichungen  sind  sehr 
mannigfaltige. 

Wenn  man  eine  Grreensche  Funktion  einer  gewöhnlichen  oder  par- 
tiellen Differentialgleichung  D(u)  =»  0  zweiter  Ordnung  von  elliptischem 
Typus  als  Kern  einer  Integralgleichung  wählt,  so  folgt  durch  Auf- 
lösung dieser  Integralgleichung  die  Greensche  Funktion  für  die  allge- 
meinere Integralgleichung  D(m)  +  u  =  0,  d.  h.  es  sind  einerseits  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bei  gegd>enen 
Bandbedingungen  und  andererseits  die  Lösung  einer  Integralgleichung 
äquivalente  Probleme. 

Ist  die  zugrunde  gelegte  Differentialgleichung  sich  selbst  adjungiert, 
so  fällt  die  Greensche  Funktion  symmetrisch  in  den  Parametern  und 
Argumenten  aus,  und  wegen  dieser  Symmetrie  des  Eemes  der  betreffen- 
den Integralgleichung  kommt  ftl«<^ftTiTi  das  vorhin  genannte  Theorem 
über  die  Darstellung  der  quadratischen  Integralform  Q{x)  zur  Geltung: 
als  BesuUäl  erscheinen  insbesondere  die  Entwickdungen  willkürlicher 
Funktionen  nach  trigonometrischen,  Besselschen,  Kugd-,  Lameschen,  Sturm- 
sehen  und  allgemeinen  FuMionen,  wie  sie  in  der  mathematischen  Physik 
auftreten. 

Die  Yariationfirechnung  beschäftigt  sich  mit  dem  Problem,  Integrale 
von  der  Gestalt 

a  (J) 

erentuell  unter  Hinzunahme  von  Nebenbedingungen  zu  einem  Minimum 
zu  machen.  Wenn  die  Funktionen  F  in  ihren  Argumenten  ^,  y  bezw» 
g— ,  x-^  u  von  nicht  höherem  als  zweitem  Grade  ausMlen,  so  stellt  sich 
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die  merkwürdige  Tatsache  heraus ;  daß  jene  Integrale  in  die  Gestalt 
gewisser  quadratischer  Integralformen  transformiert  werden  können. 
Wir  ßdangen  auf  diese  Weise  zu  der  Losung  von  Aufgaben  der  VariaHonS" 
rechnung,  die,  soweit  ?cA  sehe,  mit  den  in  der  bisherigen  Variationsrech- 
nung  iMichen  Mitteln  nicht  zu  "behandeln  sind. 

Unter  den  Anwendungen  der  Integralgleichungen  aMif  die  Theorie 
der  anaifftiscfien  Funktionen  möchte  ich  nur  die  Losung  eines  Problems 
herrorheben^  auf  das  mich  meine  Untersuchungen  über  das  Biemann- 
sehe  Problem  der  Konstruktion  linearer  Differentialgleichungen  mit 
vorgeschriebener  Monodromiegruppe  führten. 

Es  sei  C  eine  geschlossene  Randkurve  in  der  a;y- Ebene  mit  der 
Gesamtbogenlänge  2x]  die  Bogenlänge  derselben^  von  einem  bestimmten 
Anfangspunkte  auf  C  an  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  auf  C  ge- 
rechnet^ werde  mit  s  bezeichnet.  Endlich  seien  a{s),  b{s),  c{s)  stetig 
differenzierbare  Funktionen  von  s  mit  der  Periode  2;r,  von  denen  die 
beiden  ersten  Funktionen  a(s\  b{s)  keine  gemeinsame  NuUstelle  haben 
sollen.  Mein  Problem  besteht  dann  darin  ^  eine  innerhalb  C  reguläre 
analytische  Funktion 

f(js)  =-  u(xy)  +  iv{xy) 

zu  finden^  deren  Real-  und  Imaginärteil  u{8)  bezw.  t;(^)  auf  der  Band- 
kurve C  der  linearen  Relation 

a{s)u(s)  +  b{s)v{s)  +  c{s)  -  0 
genügen. 

Zur  Lösung  dieses  Problems  betrachten  wir  zunächst  den^  Fall, 
daß  eine  innerhalb  C  reguläre  und  von  Null  verschiedene  analytische 
Funktion 

y{e)  «  a{xy)  +  iß{xy) 

existiert,  deren  Beal-  und  Imaginärteil  a{s)  bezw.  /J(s)  auf  der  Band- 
kurve C  der  Bedingung 

a{s)a{s)  +  b{s)ß{s)^0 

genügen;  konstruieren  wir  alsdann  eine  innerhalb  C  reguläre  Potential- 
funktion v*(ocy\  deren  Bandwerte 

,j$tf^\  C(8)ß(8) C(8)a(8) 

"^ w  -  a(8) I («(«))» +  (ßi8)y }  ^     H8){{a{8)y+(ßi8)y) 

sind  und  bedeutet  —  u^  (xy)  eine  zu  t;*  (xy)  konjugierte  Potential* 
fnnktion,  so  ist 

fi0)  -  {ii^ixy)  +  iv*(xy) }  { a(xy)  +  iß(xy) }      • 

eine  analytische  Funktion,  die  das  vorgelegte  Problem  löst. 

Nunmehr  nehmen  wir  an,   daß   es   keine   von  NuU  verschiedene 
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Funktion  y(ß)  von  der  genannten  BeschaflFenheit  ^be.  Alsdann  gibt 
88  sicher  auch  keine  von  Null  yerschiedene  analytische  Funktion  y*(j8), 
deren  Beal-  und  Imaginarteil  ^^(s)  bezw.  ß^(s)  auf  der  Bandkurve  C 
der  Bedingung 

a(s)a*(«)-6(s)/J*(«)-0 

genügen;  denn  sonst  wäre 

eine  analytische  Funktion,  yon  der  wir  sofort  erkennen,  daß  ihr  Real- 
und  Imaginärteil  auf  C  die  Gleichung 

a{8)a(s)  +  b(8)ß(s)^0 

befriedigen,  was  nicht  sein  sollte. 

Wir  bezeichnen  mit  G(xy,irj)  die  zum  Innem  yon  C  gehörige 
Oreensche  Funktion  zweiter  Art,  d.  h.  diejenige  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

jdu  ^  ä--i  -f  ^-i  =»  const, 

die  an  der  SteUe  |,  i}  in  bekannter  Weise  logarithmisch  unendlich  wird 
und  deren  normale  Ableitung  auf  C  yerschwindet.  Lassen  wir  x,  y  in. 
den  Randpunkt  s  und  S,  i}  in  den  Randpunkt  ö  wandern,  so  entsteht 
aus  G{xy,l^7J)  eine  Funktion  der  zwei  Yariabeln  8,6,  die  wir  mit 
G(s,6)  bezeichnen  woUen;  man  findet  leicht: 

WO  A  (j8,  6)  eine  durchweg  stetig  differenzierbare  Funktion  ist.  Ist  nun 
u{xy)  irgend  eine  innerhalb  und  auf  C  reguläre  Potentialfunktion  und 
sind  u{s)  ihre  Randwerte,  so  ergeben  sich  die  Randwerte  einer  zu  u{xy) 
konjugierten  Potentialfunktion  v{xy)  durch  die  Formel 

«(») -/«(<.)^^rftf  -  ^/«(<.)  {cotg !^^?  +  ^(«,*)  )d<T, 

wo  für  das  Integral  der  Gauchysche  Hauptwert  zu  nehmen  ist. 

Das  gestellte  Problem  läuft  demnach  auf  die  Aufgabe  hinaus,  eine 
't'unktion  u{s)  zu  finden,  die  der  Bedingung 


L{8)  =  a{8)u{s)  +  h{s)Ju{0)^'^^d0  +  eis)  -  0 


oder 
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L(s)  =  a(s) «(«)  +  ^ b(s)fu(<f) I cotg '-^^  +  A(8, <i)]da  +  c(s)^0    (1) 

—  Jt 

Genüge   leistet.     Wir   denken   uns   in   dieser  Bedingongsgleichung  (1) 
If  statt  $  eingesetzt;  moltiplizieren  sie  mit 

und  integrieren  alsdann  nach  q  zwischen  den  Grenzen  —st  his  +  « ; 
dadurch  erhalten  wir: 

+«  +» 

JHq)  ^^  dp  =  ^/«(P)«(p)  {cotg ^«  +  A{S,Q)]  dp 

—  n  —Jt 

-ar 

-  iij  ^(^)  **(*)  cotg^d^ 


-IT  -Jf 


+  j5(s,p)«(p)dp  +  d(«)-0; 


dabei  ist  zur  Abkürzang 


2« 


+  (2^/h»)  {^(5'P)  «0*8  -T^  +  ^(«'*)  cotg^^l  «i« 

—  « 

gesetzt;   und  da  A(0,f),  c(s)   stetig  diiferenzierhare  Funktionen  sind; 
so  erweisen  sich  B(fi,s)f  d(s)  als  stetige  Funktion  der  Argumente. 
Setzen  wir  nunmehr 
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aiff)  -  a(s)  +  a((f,8)  tang  ?^, 
b(if)-b(s)  +  b(9,8)tmg*-^, 
WO  a(fiys)y  h{g,s)  stetige  Funktionen  Ton  q,s  bedeuten,  so  wird 

J  (^(q)  «*(p)  cotg  ^^  dQ 

■¥it 

-Ji*(p)|a(i?)cotg?^+a(p,s))dp, 

j  j  b(Q)  u(0)  cotg  ?^  cotg  ^^  rf^  d<y 
— Ä  — Ä 

■=•  b(s)ffu(6)  cotg^  cotg  ?^d(. rfff  +  Jc(s, <T)«(«) dö, 

—  st  -Ä  .  — Ä 

wo  C{Sy  0)  wiederum  eine  stetige  Funktion  bedeutet. 

Wegen  der  Identität  (ygl.  meine  zweite  Mitteilung  über  Integral- 
gleichungen in  den  Oöttinger  Nackrichten,  S.  253) 

(i^.//t«(tf)  coMs'-^coig'-^dQdft^-  u{8)  +  ^/«(tf)d<T 

folgt  mithin 

-K«)«(«)  +  <'(«)-o, 

WO  D  (Sy  ö)  wiederum  eine  stetige  Funktion  yon  s,  0  bedeutet. 

Wenn  wir  (1)  mit  a  (s),   (2)  mit   —  b  (s)  .multiplizieren   und   die 
erhaltenen^  Gleichungen  addieren,  so  entsteht 

ais)L(s)  -  b{s)fL{9)^-^^dQ  s  { (o(«))» +(*(«))« )u(«) 

+  ^b(s)Ju(if){a(s)Ais,c)~-D(8,6)]dif 

+  a(8)c(8)-b{s)d{8)-0, 

d.  h.  die  Bandwerte  u  (s)  der  gesachten  Potentialfanktion  u  (xy)  mflssen 
notwendig  der  Integralgleichung 
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«(*)  +  Ä^^W/«(*)  {«(*)^(*'  *>  -  ^(*>  ^) )  ''^       (4) 

a{8)e{8)-  b{8)d{8)  _  ^ 
■^       (a(«))«+(6(«))~»    ' 

genügen.  Nun  yerschwindet  der  Ausdruck  a(s)c(s) —  b(s)d(s)  sicher 
nicht  identisch  in  s,  da  c{s)y  d(s)  die  Randwerte  Ton  Real-  bezw. 
Imaginarteil  einer  analytischen  Funktion  sind  und  es  bei  der  Ton  uns 
gemachten  Annahme  eine  analytische  Funktion  ron  dieser  Beschaffen- 
heit nicht  geben  konnte. 

Die  Anwendung  der  Fredholmschen  Formeln  (ygL  meine  erste 
Mitteilung  über  Integralgleichungen  in  den  Göttinger  Nachrichten, 
S.  57— 62)  lehrt  dann,  daß  es  stets  eine  Lösung  u(8)  dieser  Integral- 
gleichung gibt,  —  es  sei  denn,  daß  die  Integralgleichung 

eine  von  Null  yerschiedene  Lösung  u(s)  besitzt.  Der  letztere  Fall  ist 
aber  unmöglich:   denn  wäre  u($)  eine  Lösung  yon  (5)  und  setzen  wir 

L*{s)  =.  a(s)u(s)  +  bis)fuicf-^d0, 
80  würde  aus  (5) 

a(s)L*(s)  -  6(s)/l*(p)  ^-^^9  -  0 
folgen.     Da  nun 

a{s)  =  L*{s)    und     ^(s)  -  j£*(p)i^d<, 

die  Randwerte  yon  Real-  und  Imaginärteil  einer  analytischen  Funktion 
sind,  so  müßte  wegen  der  gegenwärtigen  Annahme  L*{s)  identisch 
null  sein,  und  hieraus  wiederum  folgt  in  gleicher  Weise  das  identische 
Verschwinden  yon  w(s). 

Es  sei  nun  u(.9)  die  Lösung  der  Integralgleichung  (4);  bilden  wir 
mittelst  dieser  Funktion  u{s)  den  Ausdruck  X(ä),  so  stellen  wegen  (3) 

«(s)-L(s)    und    ß(s)-fL{9)^-^d,f 

—  n 

wiederum  die  Randwerte  yon  Real-  und  Imaginärteil  einer  analytischen 
Funktion  dar,  die  die  Bedingung 

a{s)a{s)-'b{s)ß{s)^0 
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erfüllen.     Da   es    eine   solche   analytifiche  Funktion  —  yon   Null   ab- 
gesehen —  nicht  geben  sollte,  so  folgt  notwendig 

d.  h.  die  Funktionen  u{s)  und 


<s)^fuic)'-^d. 


erfüllen  die  gegebene  lineare  Bedingung  und  stellen  mithin  die  Rand- 
werte Yon  Real-  und  Imaginärteil  der  gewünschten  analytischen 
Funktion  dar. 

Damit  ist  das  vorgelegte  Problem  Tollständig  gelöst. 


Sur  le   developpement,   k  Taide   des   fonctions   cylindriques, 

des  sommes  doubles  Sf[pw?  +  2qmn  +  rw*),  oü 

pw?  +  2qmn  +  rn^  est  une  forme  positive 

ä  coefficients  entiers. 


Von 
6.   VoRONOl   aus   Warschau. 


Gonsid^rons  une  somme  double 

m^  n 

dans  Tensemble  des  yariables  enti^res  m  et  n  d^fini  par  les  in^galites 
a  <pm^  +  2qfnn  +  rn^  ^  6, 

a  et   6    etant   deux    paramitres    positifs    et   pm^  +  2qmn  +  rn^  une 
forme  quadratique  positive  ä  coefficients  entiers. 

En   designant   par  le   Symbole  r(x)  le  nombre   des   Solutions^   en 
nombres  entiers  m  et  ti^  de  Tequation 

jpm'  +  2qmn  4-  r»*  =  X; 
on  peut  pr^nter  la  somme  8  sous  la  forme  suirante: 

Supposons    que   la  fonction  f{x)   soit    continue    dans   rintervalle 

D^ignons   par  ip{x)   la    fonction    numerique   repr^sent^    par  la 
somme 

(1)  ?'(«)- ^'^W' 

oü  Ton  a  pos6  r(0)  =  1. 

Terh.  d.  IIL  Internat  lC»them.-Kongr.   Heidelberg  1904.  16 
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Consid^rons  les  sommes 

en  supposant  que,  comme  k  Tordmairo,  lo>  5i^  '  *  ^-i  soient  des  ya- 
leurs  quelconques  de  la  yariable  x  contenues  dans  les  interyalles  cor- 
respondants 

K;  ^i),  (^;  ^2).  •  •  •  (a?«-i,  a;„)     oü    x^^a    et    x^  «  6. 
On   demontrera  saus  peine   que   les  sommes  S^  tendent   yers  une 
limite   fixe   ä  mesure  que  toutes  les  diff^^rences    x^  —  Xq,  ^^  —  ^u  ' ' ' 

x^  —  x^_^   d^croissent   infiniment.     On  d^signera   cette   limite   d'aprte 

b 

Stieltjes*)  par  le  Symbole  ff(x)dip{x)  et  on  l'appellera  integrale 
d^finie.  " 

D  est  aise  ä  demontrer  que^  dans  le  cas  consid^r^^  la  limite  des 
sommes  S^  est  ^gale  ä  la  yaleur  de  la  somme  double  5;  il  en  r^sulte 
la  formule  fondamentale 

»^6  b 

(2)  ^rin)f(n)-ff{x)dip(x). 

n>a  a 

Les  integrales  d^finies  de  Stieltjes  poss^dent  les  propriet^s  fon- 
damentales  des  integrales  definies  ordinaires. 

En  int^grant  par  parties,  on  obtient^  en  yertu  de  (2), 

«1^6  b 

H>a  a 

En  yertu  de  la  formule  obtenue^  Fetude  de  la  somme  S  se  r^duit 
k  Tetude  de  la  fonction  numerique  <p{x), 

Comme  on  sait,  la  fonction  numerique  q){x)  a  une  yaleur  asymp- 
totique  -     a:  oü  z/  ==/)r  —  j*;  en  posant 

(3)  <p{x)~^x  +  r{x), 

on  aura  le  reste  r{x)  dont  Tordre  ne  surpasse  pas  celui  de  la  fonc- 
tion yx, 

En  substituant  cette  expression  de  la  fonction  q>(x)  dans  la  for- 
mule (2)^  on  obtient^  en  yertu  des  proprietes  des  int^grfdes  definies  de 
Stieltjes, 


•)  Stieltjes,   Recherches  aur  les  fractions  continnes.     (Annales  de  la  Fa- 
cult^  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VIII.  1894,  p.  71.) 
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n^b  b  b 

.      •  .       ^  t(n)f(n)  -  -^  ffixydx  +ff(x)drix). 

n>a  "        a  a 

En  int^prant  par  parties,  on  tarouye 

n^b  b  b 

(4)     2  <")/■(«)  =  ^  //(«)rf*  +  r(b)f(b)  -  r{a)aa)  -fr(x)df{x). 


n>a 


La  formale  obtenue  peut  servir  au  calcul  des  yaleurs  approch^es 
de  la  Bomme  S  puisqu'oji  connait  la  valeur  approch^  de  la  fonc- 
tion  r{x). 

Une  formnle  de  la  theorie  des  fonctions  abeUennes,  due  äBoseik'« 
ha  in*),  foumit  im  mojen  pour  Tetude  plus  approfondie  de  la 
fonction  r{x)\ 


J»"" 


—  OD        —  00 


Cette  formnle  snbsiste  a  eondition  qae  la  partie  r^Ue  de  la  ya- 
riable  e  seit  positive. 

En  intarodnisant  le  Symbole  r(n)j  on  pr^sentera  la  formnle  de 
Bosenhain  sous  la  forme  sniyante: 


^t{n)  e"*'"  ==  7^  2<^)  ^ 


n 
77* 


Mnltiplions  les  denx  parties  de  cette  ^galit^  par 

1    e^'* 
^i  —  dz    oü    a;>0 

et  integrons   les   fonctions  obtennes,   par   rapport  a  la  variable  com- 
plexe  Zj  dans  le  domaine  d^fini  par  les  conditions 

e  ^  a  +  tiy     '—  oo  <  ^  <  cx)     et    «  >  0. 
On  obtient  la  formnle 

a  —  tci  a—coi 

En  admettant  qne  dans  la  formnle  obtenne  il  est  permis  d'inter- 
yertir  le  signe  de  sommation  ayec  le  signe  d'integration,  on  aura 


^  Rosenhain,  Abhandlong  über  die  Fnnktionen  zweier  Variabler  mit 
vier  Perioden,  welche  die  Inversen  sind  der  iiltra-elliptischen  Integrale  erster 
Klasse.    (Ostwalds  Klassiker,  Nr.  66,  p.  36.) 

16* 
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OD 

(5) 


En  observant  qne 


jI^  J'e'"^*— )  ^  -  1         tant  qne  «  ~  »  >  0, 
1^.  /c*«<'-*) ^  -  0         tant  que  ar  -  n  < 0, 


a+»< 


on  pr^eentera  l'^galite  (5)  soas  la  forme  saivante 

«+ODrf 

oü  le  Symbole  z(x)  a  la  yaleur  0  qoand  x  n'est  pas  un  nombre  entier. 
En  observant  qne 


a  +  oD» 


üij  ^""^  "F  '^  *^  **"*'  ^™  «  >  0, 


on  pr^sentera  r%alit6  pr^c^dente  sons  la  forme  snivante: 


«i*  flO  /^ 


n„-±.nd^ 


En  Terta  des  ^galit^  (1)  et  (3),  il  vient 


(6)  r(x)^\rix)+j=±ji^n)^.fe 


»«-^11  dir 


JC 


-i« 


«-«0/ 


Les  integrales  d^finies  qni  fignrent  dans  la  seconde  partie  de  la 
formnle  obtenne  representent  les  fonctions  cylindriques. 

En  d^signant  par  ri^{x)  la  fonction  cjlindriqne  d^nie  par  la  s^rie 
infinie 

on  anra  r^galite 
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1        /  ftxt-^-^ndz  ä        (fc^nx\ 


et  la  formule  (6)  prend  la  forme 

(7)  ,(,)_'.(,)  +  ^^.(»)j^,.(^^. 

En  snbstitaant  Fexpression  obtenue  de  la  fonction  r(x)  dans  la 
formule  (4),  on  deduira  uue  formule  generale 

b 

(8)     2^(")/"w = ^^/'f^''^  ^'^  +  h(p)m  -  ^(«)/'(«) 

a 

h 

a 

oü  la  fonction  cylindrique  ri(x)  est  definie  par  la  serie  infinie 

La  formule  (8)  subsiste  a  condition  quo  la  fonction  f{x)  soit  con- 
tinue  dans  rinterralle  a<x<b  et  ne  poss^e  dans  cei  intervalle  qu'un 
nombre  ^m  des  maxima  et  des  minima. 

Les  developpements  connus  des  fonctions  cylindriques  dans  les 
s^ries  semi-conyei^entes  conduisent,  en  yertn  de  la  formule  (8),  auz 
räsnltats  remarquables  concemant  les  yaleurs  approch^  des  sommes 
oonsid^r^. 

De  cette  mani^re  on  demontrera,  par  exemple,  que  la  fonction 
numäique 


Ä  So 

est  repr^sentee  par  la  fonction  -^  .     ,  ^.^  avec  une  erreur  dont  l'ordre 


?+^ 


ne  surpasse  pas  celui  de  la  fonction  a?   ^. 

Le  d^yeloppement  (7)  de  la  fonction  r{x)  en  serie  infinie,  ä  Taide 
des  fonctions  cylindriques,  ä  6\&  obtenu  comme  le  r^sultat  de  l'appli- 
cation  du  facteur  discontinu  de  Gaucliy  ä  la  formule  de  Rosen- 
hain.  Malgr^  la  simplicit^  et  l'äl^gance  de  oette  m^thode,  eile  ne  per- 
met  pas  de  d^montrer  rigoureusement  la  formule  (7)  et  doit  Stre 
remplaete  par  une  autre  m^thode. 


Neue  Entwicklungen  über  den  Existenzbeweis  der 
polymorphen  Funktionen. 

Von 
B.  Fricke  aus  Braunsohweig. 


Die  Mitteilungen,  welche  ich  Ihnen  heute  Torlegen  möchte,  be- 
ziehen sich  auf  dasjenige  Gebiet,  dem  ich  seit  einer  geraumen  Reihe 
Yon  Jahren  einen  Teil  meiner  Mußestunden  gewidmet  habe,  auf  die 
Theorie  der  automorphen  Funktionen.  Die  umfassende  Darstellung 
dieser  Theorie,  welche  ich  im  Verein  mit  Herrn  Klein  bei  der  Verlags- 
buchhandlung Yon  B.  G.  Teubner  herausgebe,  ist  an  einer  Stelle  ins 
Stocken  geraten,  welche  mir  yon  yomherein  als  besonders  schwierig 
erschien.  Es  handelt  sich  um  die  allgemeine  Frage  der  Existenz  der 
linear-polymorphen  oder  kurz  polymorphen  Funktionen,  welche  die 
Eigenschaften  der  zu  den  automorphen  Funktionen  inYerse9  Funktionen 
tragen. 

Ich  besehranke  mich  ausschließlich  auf  das  Gebiet  der  auto- 
morphen Funktionen  oder  automorphen  Gebilde  mit  Hauptkreis,  auf 
diejenigen  Funktionen  also,  welche  yon  Herrn  Poincar^  als  Fuchssche 
Funktionen  bezeichnet  wurden.  Das  Argument  der  automorphen  Funk« 
tionen  nenne  ich  t,  eine  einzelne  solche  Funktion  aei  z  ^  ^  (S).  Das 
zugehörige  Fundamentalpol jgon  in  der  ^- Ebene,  resp.  der  ^-Halbebene 
wird  durch  z  ^^  (p(jt)  auf  eine  geschlossene  Riemannsche  Flache  über 
der  ;?- Ebene  abgebildet,  welche  das  Geschlecht  p  habe.  Das  Polygon 
möge  n  Eckpunkte  aufweisen,  welche  Fixpunkte  elliptischer  oder  para- 
bolischer Substitutionen  sind;  ihnen  mögen  Punkte  der  Riemannschen 
Fläche  entsprechen,  welche   bei  z^e^,  e,,  •••,  e^  gelegen   sind.    Die 

Winkel  des  Polygons  an  den  fraglichen  Ecken  sind  ^,  y^,    ••,-7^, 

wo  !^,  2i,  •  •  •,  2^  ganze  Zahlen  ^  2  oder  oo  sind.  Die  Zusammenstellung 
(jp,  n)  heifit  „Charakter^  des  automorphen  Gebildes,  (p^  m;  2^,  •  •  •,  2J 
dessen  „Signatur^;  wir  sagen  auch,  die  Riemannsche  Flache  sei  mit  n 
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Punkten  e^,  -  -  -j  e^  signiert,  deneh  alsdann  die  ganzen  Zahlen  lu  *'  -^l^ 
zugeordnet  sind. 

Die  zu  Jff  =»  9  (5)  inverse  Funktion  sei  g  « /"(jer).  Sie  heißt  eine 
linear-polymorphe  Funktion  auf  der  Fläche,  weil  sie  sich  bei  Umläufen 
Yon  z  auf  der  Fläcne  linear  substituiert.  Des  näheren  sind  diese  Sub- 
stitutionen solche,  daß  die  geeignet  zerschnittene  Fläche  auf  ein  Haupt- 
kreispolygon, wie  es  eben  in  der  Theorie  der  eigentlich  diskontinuier- 
lichen Hauptkreisgruppen  auftritt,  abgebildet  wird. 

Bekannt  ist  der  Vergleich  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen, den  ich  indessen  des  besseren  Verständnisses  halber  kurz  an- 
deute. Dem  Hauptkreispolygon  entspricht  dort  das  Periodenparallelo- 
gramm in  der  Ebene  des  Integrals  erster  Gattung.  Eine  geeignet 
gewählte  doppelt-periodische  Funktion  bildet  das  Parallellogramm  auf 
eine  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  ab.  Auf  letzterer  wäre  das 
Integral  das  Analogen  unserer  polymorphen  Funktionen.  Auf  jeder 
Biemannschen  Fläche  des  Geschlechtes  1  existiert  eine  solche  poly- 
morphe Funktion,  und  man  kennt  die  bedeutenden  Vorteile,  welche  der 
Schritt  mit  sich  bringt,  diese  Größe  als  unabhängige  Variable  für  die 
übrigen  auf  der  Fläche  auftretenden  Funktionen  anzusetzen. 

Von  hier  aus  yerstehen  Sie  die  fundamentale  Bedeutung  der  Frage, 
ob  vielleicht  auf  jeder  irgend  wie  signierten  Riemannschen  Fläche  des 
Charakters  {p,  n)  eine  polymorphe  Funktion  i  *==  f{ss)  existieren  möchte, 
welche  die  Abbildung  der  Fläche  auf  ein  Hauptkreispolygou  vorge- 
schriebener Signatur  leistet.  Diese  Funktion  würde  für  das  zur  ge- 
gebenen Fläche  gehörende  algebraische  Gebilde  dieselbe  zentrale  Stel- 
lung einnehmen,  wie  das  Integral  erster  Gattung  auf  der  Riemannschen 
Fläche  des  Geschlechtes  p  ^\, 

Es  ist  nun  bereits  20  Jahre  her,  daß  die  aufgeworfene  Frage  durch 
die  Herren  Klein  und  Poincare  im  bejahenden  Sinne  beantwortet 
wurde.  Der  so  entspringende  Satz  wurde  wegen  seiner  grundlegenden 
Bedeutung  von  Klein  als  ,^undamentaltheorem^^  bezeichnet.  Die  Be- 
weisansätze', welche  die  beiden  genaimten  Forscher  zur  Stützung  des 
Fundamentaltheorems  benutzten,  gründen  sich  auf  Kontinuitätsbetrach- 
tungen. Man  hat  auf  der  einen  Seite  bei  der  einzelnen  Signatur  (p,  n; 
h}  '  "}  O  d^  Kontinuum  zugehöriger  automorpher  Gebilde,  auf  der 
anderen  Seite  das  Kontinuum  der  mit  dieser  Signatur  versehenen  Rie- 
mannschen Flächen.  Man  sucht  aus  dem,  was  man  über  die  Bezeich- 
nung dieser  beiden  Kontinua  von  Hause  aus  weiß,  den  Schluß  zu 
ziehen,  daß  diescP  Beziehung  notwendig  eine  wechselweise  eindeutige 
sein  müsse),  womit  dann  also  in  der  Tat  jede  Riemannsche  Fläche 
rückwärts  ihr  zugehöriges  Hauptkreispolygon  bekommt 
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Im  Laufe  der  Weiterentwickluiig  sind  neben  der  Kontinoitats- 
methode  noch  mehrere  weitere  Beweisansatze  hinzugekommen.  Indessen 
beziehen  sich  diese  nur  auf  besondere  Falle^  und  sie  können  nicht  die 
uniyerselle  Bedeutung  der  Eontinuitätsmethode  für  sich  in  Anspruch 
nehmen. 

Diese  Methode  fanden,  wie  schon  gesagt,  die  Herren  Klein  und 
Poincar^  unabhängig  Yoneinander  auf.  Die  bezügliche  Hauptarbeit 
Po  ine  ar^  8  ist  im  Herbste  1883,  etwa  ein  Jahr  später  als  diejenige 
Eleins,  erschienen.  Sie  geht  entsprechend  aber  auch  Yiel  tiefer  in  die 
Einzelheiten  und  die  großen  Schwierigkeiten  des  Beweisganges  ein;  und 
ich  glaube,  daß  es  sich  hier  um  eine  der  tiefsten  und  schönsten  Ar- 
beiten des  genialen  Forschers  aus  der  damaligen  Periode  seiner  Ent- 
wicklung handelt 

Trotzdem  und  obschon,  soweit  mir  bekannt  geworden  ist,  Herr 
Poincar^  auch  heute  noch  seinen  Beweis  des  Fundamentaltheorems 
yermöge  der  Eontinuifötsmethode  für  bündig  hält,  habe  ich  gerade  an 
dieser  Stelle  bei  der  umfassenden  Darstellung  der  Theorie  der  auto- 
morphen Funktionen,  welche  ich  eingangs  nannte,  erhebliche  Schwierig- 
keiten gefunden.  Diese  Schwierigkeiten  liegen  nach  zwei  Richtungen  hin. 

Erstlich  hat  man  öfters  geäußert,  daß  die  Stetigkeitsbetrachtungen, 
welche  beim  Eontinuitötsbeweise  zur  Verwendung  kommen,  den  gestei- 
gerten Anforderungen  der  Mengentheoretiker  nicht  mehr  zu  genügen 
imstande  seien.  Gerade  aus  dem  Gebiete  der  Theorie  der  automorphen 
Funktionen,  über  das  ich  zu  sprechen  im  Begri£Fe  stehe,  ist  die  An- 
regung geflossen,  daß  z.  B.  Herr  Schönflies  den  mengentheoretischen 
Beweis  des  Satzes  gab,  daß  das  umkehrbar  eindeutige  und  stetige  Ab- 
bild der  Fläche  eines  Quadrates  wieder  ein  einfach  zusammenhängendes 
Flächenstück  ist.  Es  würde  mich  sehr  interessieren,  von  den  Herren 
Mengentheoretikem  zu  hören,  wie  es  mit  der  Erweiterung  dieses  Satzes 
auf  mehrdimensionale  reguläre  Würfel,  sowie  überhaupt  auf  mehr- 
dimensionale einfach  zusammenhängende  Bereiche  steht. 

Im  übrigen  möchte  ich  der  Überzeugung  Ausdruck  geben,  daß  es 
sich,  wenn  ich  so  sagen  darf,  bei  der  Umarbeitung  des  Eontinuiiäts- 
beweises  auf  die  Denk-  und  Sprechweise  der  Mengenlehre  keineswegs 
um  eine  Schwierigkeit  handelt,  welche  diesen  Beweis  zu  Falle  bringen 
könnte.  Überhaupt  kann  die  Sachlage  vielleicht  so  bezeichnet  werden: 
Da  man  die  Eontinua,  von  denen  etwas  bewiesen  werden  soll,  eigent- 
lich nicht  recht  kannte,  so  setzte  man  an  ihre  Stelle  die  allgemeinste 
Definition  der  Eontinua^  welche  die  Mengenlehre  ermöglicht,  und  war 
dadurch  genötigt,  die  Diskussion  in  das  Gebiet  einer  durch  ihre  All- 
gemeinheit schwierigen  mengentheoretischen  Untersuchung  zu  verlegen. 
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In  den  vorstehenden  Worten  ist  auch  bereits  die  zweite  Schwierig- 
keit^ mit  der  ich  zu  kämpfen  hatte  und  noch  habe^  zur  Andeutung 
gebracht:  die  mangehide  Kenntnis  der  Eontinua^  deren  gegenseitige  Be- 
ziehungen man  studieren  will.  Ich  kann  nicht  umhin  ^  dies  auszu- 
sprechen, trotz  der  vielen  geistreichen  Ideen  ^  welche  insonderheit 
Herr  Poincare  zur  Gewinnung  der  gewünschten  Kenntnis  angegeben 
hat.  Es  ist  demnach  neuerdings  der  gewiesene  Ansatzpunkt  fOr  meine 
eigenen  Arbeiten  geworden,  in  der  klaren  Erkenntnis  der  Kontinua 
automorpher  Gebilde  und  der  gegenüberstehenden  Kontinua  algebraischer 
Gebilde  Fortschritte  zu  machen,  und  nun  ist  es  das  eigentliche  Ziel 
meiner  heutigen  Mitteilung,  auszusprechen,  daß  ich  in  der  genannten 
Richtung  einmal  zu  einem  gewissen  allgemeinen  Satze  gelangt  bin, 
darüber  hinaus  aber  Spezialuntersuchungen  ausgeführt  habe,  welche  den 
Beweis  des  Fundamentaltheorems  bei  einer  Reihe  niederer  Signaturen 
zum  endgültigen  Abschlüsse  brachten. 

Was  den  allgemeinen  Satz  angeht,  so  sei  eine  beliebige  Signatur 
(p,  w;  Zj,  •  •  •,  ?J  vorgelegt.  Ich  habe  schon  vor  längerer  Zeit  den 
exakten  Beweis  geführt,  daß  jedes  dieser  Signatur  angehorige  Polygon 
in  jedes  andere  zugehörige  Polygon  kontinuierlich  überführbar  ist,  daß 
also  die  gesamten  Polygone  gegebener  Signatur  ein  einziges  Kontinuum 
bilden.  Die  Dimension  m  dieses  Kontinuums  ist  schon  in  den  ur- 
sprünglichen Arbeiten  der  Herren  Poincar^  und  Klein  bestimmt. 
Was  mir  aber  neu  war,  ist  die  Möglichkeit,  dieses  m-dimensionale 
Kontinuum  auf  die  Punkte  eines  m-dimensionalen  regulären 
Würfels  eindeutig  stetig  zu  beziehen,  unser  Kontinuum  wird 
somit  in  demselben  Sinne  den  Charakter  des  einfachen  Zusammen- 
hanges besitzen,  wie  der  genannte  Würfel. 

Ein  wichtiger  Gesichtspunkt  tritt  jetzt  hinzu.  Das  Polygon  ist 
Abbild  einer  zerschnittenen  Riemannschen  Fläche.  Zerschneidungen 
kann  man  aber  bei  ein  und  derselben  Fläche,  allgemein  zu  reden,  un- 
endlich viele  angeben.  Unendlich  viele  Polygone  des  Kontinuums 
stellen  ein  und  dasselbe  automorphe  Gebilde,  ein  und  dieselbe  Gruppe 
linearer  ^Substitutionen  dar.  Wie  den  Zusammenhang  zwischen  all 
diesen  unwesentlich  verschiedenen  Polygonen  finden? 

Wiederum  darf  ich  an  die  Analogie  mit  den  doppeltperiodischen 
Funktionen  vorab  eriimem.  Die  verschiedenen  kanonischen  Schnitt- 
systeme auf  einer  Fläche  des  Geschlechtes  j> »  1  liefern  in  dem  zuge- 
hörigen Periodenquotienten  cd  ebensoviele  Werte  dieses  Moduls.    Diese 

Werte  hangen  vermöge  linearer  Substitutionen  a  —    ^T^  zusammen, 
welche  letztere  die  „eUiptische  Modulgruppe^^  bilden. 
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Ein  DB."^)  dieser  Gruppe  liefert  uns  das  Abbild  aller  unterschie- 
denen elliptischen  Gebilde,  während  die  ganze  o -Halbebene  als  Abbild 
des  Eontinuums  aller  Parallelogramme  zu  gelten  hat. 

Genau  analog  im  allgemeinen  Gebiete  der  automorphen  Funk- 
tionen! Das  einzelne  Polygon  stellen  wir  durch  ein  System  von  In- 
yarianten  oder  Moduln  dar.  Alle  zulässigen  Wertsysteme  der  Moduln 
geben  uns  eine  analytische  Darstellung  des  Polygonkontinuums;  und 
man  kann  Termittels  dieser  Moduln  eine  geometrische  Deutung  des 
PolygonkontinuumS;  sei  es  durch  die  Punkte  eines  m-dimensionalen 
regulären  Würfels,  wie  oben,  sei  es  durch  einen  yielleicht  im  Einzel- 
falle zweckmäßiger  gewählten  m-dimensionalen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich  begründen.  Der  Übergang  zu  einem  neuen  Quer- 
schnittssysteme zieht  nun  eine  birationale  Transformation  des 
Modulsystems  nach  sich;  und  die  gesamten  bei  der  einzelnen  Signatur 
auftretenden  Modultransformationen  dieser  Art  liefern  die  zugehörige 
automorphe  Modulgruppe.  Der  DB.  dieser  Modulgruppe  ist  uns 
nun  offenbar  das  Abbild  des  Kontinuums  automorpher  Gebilde;  und 
erst  in  diesem  Eontinuum,  nicht  im  Polygonkontinuum,  haben  wir 
das  erreicht,  was  wir  dem  Eontinuum  algebraischer  Gebilde  gegen- 
überstellen müssen. 

Die  Aufstellung  der  DB.  der  automorphen  Modulgruppen,  wenig- 
stens zunächst  bei  niederen  Signaturen,  war  bei  dieser  Sachlage  das 
nächste  Hauptziel  meiner  Untersuchungen.  Die  ausführliche  Theorie 
der  Fundamentalpolygone  in  der  J- Halbebene  bezw.  g-Ebene  hat  mir 
hier  den  Weg  gebahnt  Es  ist  ja  das  Schicksal  Ton  Vorträgen,  wie 
wir  sie  heute  hören,  daß  man  immer  da,  wo  die  Entwicklung  in  das 
Gebiet  reizToUer  Einzeluntersuchungen  überleitet,  aus  Mangel  an  2ieit 
einhalten  muß.  Lassen  Sie  mich  demnach  über  die  fraglichen  Unter- 
suchungen nur  einen  allgemeinen  und  wie  ich  glaube  sehr  wichtigen 
Gesichtspunkt  angeben.  Ich  operiere  in  der  Theorie  der  Fundamental- 
polygone nicht  mit  den  Ereisbogenfiguren  der  g- Ebene,  sondern  mit 
geradlinigen  Figuren  in  der  projektiven  oder  genauer  hyperbolischen 
Ebene.  An  Stelle  der  von  Poincare  in  der  g-Halbebene  eingeführten 
nicht-euklidischen  Maßbestimmung  tritt  nun  die  Gayleysche  projektive 
Maßbestimmung  des  hyperbolischen  Falles.  Diese  scheinbar  unwesent- 
liche Umformung  der  Polygone  hat  sich  methodisch  in  der  Folge  als 
höchst  wertvoll  erwiesen.  Unser  Auge,  unsere  geometrische  Auffassung 
ist  nun  einmal  an  die  Geradlinigkeit  gewöhnt.  Indem  die  Polygon- 
theorie in  das   Gebiet  projektiv  geometrischer  Eonstruk'tionen  verlegt 


*)  Diflkontinait&tBbereich. 
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ist,  habe  ich  sie  bis  zu  dem  Grade  ausbilden  können^  welcher  für  die 
EontinuilStsmethode  unerläßlich  erscheint. 

Meine  Angaben  würden  zu  unbestimmt  bleiben,  wollte  ich  nicht 
wenigstens  in  einem  Spezialfälle  das  endliche  Ergebnis  der  Untersuchung 
namhaft  machen.  Ich  wähle  die  Signatur  (0,4;  l^,  l^,  l^y  l^,  wo  das 
einfach  zusammenhängende  Polygonkontinuum  zweidimensional  wird. 
Die  Modultheorie  liefert  als  Bild  dieses  Eontinuums  ein  Stück  der  durch 

X*  +  y*  +  z^  —  xyz  +  ux -^  vy  -\- wz  +  J^  0 

dargestellten  Fläche  dritter  Ordnung;  x,  y,  b  sind  die  Moduln,  m,  f),  w,  J 
Koeffizienten,  welche  sich  aus  den  Zahlen  \y  l^,  l^,  l^  leicht  berechnen 
lassen.  Die  Polygontheorie  liefert  als  DB.  der  Modulgruppe  ein  auf 
diesem  Flächenstück  gelegenes  Doppeldreieck.  Das  eine  Elementar- 
dreieck hat  als  Bandkurven: 

yjs  —  2x-=u,    zx  —  2y^v,    a;y  — 2jar  =  w. 

Das  andere  entsteht  durch  eine  Art  Spiegelung  des  ersten  an  ein^r 
seiner  drei  Seiten. 

Das  gegenüberstehende  Eontinuum  algebraischer  Gebilde  umfaßt 
alle  mit  vier  Punkten  signierten  Ebenen;  die  Punkte  mögen  bei  e^,  ßg, 

2ff  2  Ä 

ßj,  e^  liegen,  sie  müssen  den  Polygonecken  mit  den  Winkeln  -^,  "'9  -i~ 

korrespondieren.  Offenbar  ist  dieses  Eontinuum  invariant  dargestellt 
durch  alle  komplexen  Werte  des  Doppelverhältnisses: 

l„^  (gl  —  gl)  (gg  -  gj) . 

(gl    ~gs)(g4—  gf)* 

Nun  muß  man  die  Abbildung  des  obigen  Doppeldreiecks  auf  die 
A- Ebene  studieren.  Von  Tomherein  weiß  man,  daß  diese  Abbildung 
stetig  eindeutig  und  rückwärts  höchstens  eindeutig  ist.  Man  stellt 
zuerst  fest,  daß  der  Rand  des  Elementardreiecks  sich  gerade  genau  auf 
die  ganze  reelle  A- Achse  überträgt,  wobei  die  Ecken  des  Dreiecks  die 
Stellen  A  »  0,  1,  00  Uefem.  Daß  das  Abbild  des  Dreiecksinnem  als- 
dann weiter  die  eine,  etwa  die  positive  Halbebene  gerade  vollständig 
bedeckt,  ist,  wie  mir  scheint,  eine  nicht  sehr  schwierige  Folge  der  be- 
stehenden Voraussetzungen,  und  ich  glaube  nicht,  daß  man  nötig  hat, 
hier  noch  weitgehend  auf  die  Begriffe  und  Denkweisen  der  Mengen- 
lehre einzugehen. 

Doppeldreieck  und  A -Ebene  sind  aufeinander  eindeutig  bezogen: 
Auf  jeder  mit  vier  Punkten  e^,  •  •,  e^  signierten  Ebene  gibt 
es  eine  polymorphe  Funktion,  welche  dieselbe  auf  ein  Haupt- 
kreispolygon  vorgeschriebener  Signatur  (0,  4;  ij,  • -,  l^  wie 
gewünscht  abbildet. 


252  n.  Teil:  Wisienschaftlicbe  VorMge. 

Hiermit  ist  das  Fundamentaltheorem  im  Falle  der  Signaturen 
(0,  4]  l^j  l^y  l^,  l^  bewiesen,  und  ich  begnüge  mich  mit  der  weiteren 
Angabe,  daß  ich  dasselbe  entsprechend  bei  einer  Reihe  weiterer  Signa- 
turen zu  Ende  gebracht  habe,  bei  denen  man  mit  Eontinois  von  einer, 
zwei  oder  drei  Dimensionen  zu  ton  hat. 


Diskussion: 

L.  Schlesinger  bemerkt,  daß  er  aus  dem  Vortrage  nicht  ent- 
nehmen konnte,  welche  Punkte  des  Poincareschen  Beweises  beanstandet 
werden  sollten,  und  daß  demnach  seine  Überzeugung  von  der  Bündig- 
keit dieses  Beweises  in  keiner  Weise  erschüttert  worden  ist. 


In  seiner  Erwiderung  bezeichnet  der  Vortragende  wiederholend 
und  erj^mzend  eine  Reihe  yon  Gesichtspunkten,  deren  yolle  Aufklarung 
für  einen  bündigen  Beweis  unerläßlich  ist,  die  jedoch  bei  Poinoar^ 
teils  gar  nichts  teils  als  unentwickelte  Ansätze  Torliegen. 


Sur  les  fonctions  enti^res  d'ordre  entier. 

Von 
P.  BouTBOuz  aus  Paris« 


1.  On  sait  aujonrdliiii  qn'il  existe  nne  relation  ^troite  entre  deux 
elements  essentiels  d'nne  fonction  entiere:  la  density  de  ses  zeros  et  la 
oroisBance  de  son  module  lorsqae  le  module  de  la  yariable  augmente 
mdefiniment.  Cette  relation  a  pu  dtre  determin^  avec  une  tr^s  grande 
pr^sion  ponr  tontes  les  fonctions  enti^res  dont  l'ordre  n'est  pas  entier. 
Soity  en  d'autres  termes,  g  le  plus  petit  nombre  positif  tel  que  les 
series  Uaf^'',  £af9'^%  dtendues  aux  divers  z^os  de  la  fonction, 
soient,  la  premi^re  conTergente,  la  seconde  divergente,  quelqne  petit 
qne  soit  s.  La  relation  que  Ton  a  obtenne  est  yalable  lorsque  q  n'est 
pas  entier.  En  reranche,  eile  peut  cesser  de  TStre  si  le  nombre  g 
est  entier. 

Le  cas  des  fonctions  d'ordre  entier  apparut  ainsi,  au  premier 
abord,  comme  beauconp  plus  compliqu^  que  le  cas  g^n^ral.  II  se 
tronve  cependant  que  ces  fonctions  jouissent  de  propri^tes  remarquables 
speciales  qui  souvent,  au  contraire,  les  rendront  plus  simples  que  les 
autres.  G'est  ce  que  je  voudrais  montrer  par  un  exemple,  k  propos 
de  deux  notes  r^centes  publife^  par  MM.  Hardy  et  Wiman.*) 

2.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  r^ultats  anterieurs. 
Gonsiderons  le  produit  de  facteurs  primaires  ä  croissance  reguliere 


ö(5)-i7(l-^)e"*     ■      P-f, 


•)  Hardy:  On  the  roota  of  the  eqnation  *=  e.     (Proceedings    of 

ihe  London  Mathematical  Society^  ser.  2,  VoL  II,  pari.  I.)  —  Wim  an:  Sur  le  cas 
d'exception  dans  la  th^orie  dee  fonctioni  enti^rea.  (Arkiv  for  Mathematik,  Astro- 
nomi  och  Fyiik^  1904  Band  I.) 
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et  snpposons  d'abord,  ponr  fixer  les  idees,  qae  Tordre*)  du  module 
I  a,  I  da  z6ro  de  rang  n  soit 

1  (p  entier,  genre 

{n  log  ny  ,  du  pioduit) 

Si  la  regle  applicable  aox  prodnits  d'ordre  non  entier  ^tait  valable 
pour  G{^),  le  modnle  maximam  (pour  |  ^er  |  —  r),  M](r),  de  G{z)  serait 

de  Torde  de 

M(r)  =  ^  <^^ß  '•)"^ . 

Mais  cette  rfegle  est  en  g^n^al  inapplicable.  —  D^terminons  le  nombre 
n  par  la  condition  |  ««  |  =  i?^  (ij  nombre  positif  donn^):  j'ai  etabli**) 
qu'il  7  avait  Ueu  de  distingaer  deux  cas: 
«      1 
1®.  Si  la  Bomme  ^^  ^  est,  pour  des  valeurs  de  n  indefinement 
1 
croissanteSy  superieure  en  module  ä  une  quantite  Ä,  alorS;  pour  ces 

valeurs,  M  (r)  est  de  l'ordre  de  c^'''',  et  par  suite  d'ordre  sup^rieur 
ä  M{r). 

29.  Si  la  Serie  ^  -y  (les  zeros  etant  ranges  par  ordre  de  mo- 
dules  croissants)  est  semi-couTergente  et  a  pour  somme  zero,  la  r^le 
gäiärale  est  satisfaite,  et  M(r)  est  de  Tordre  de  M{r). 

Ainsi,  Tordre  de  grandeur  de  la  fonction  6r(jer)  dopend  essentielle- 
xnent  de  la  distribution  et,  en  particulier,  des  arguments  de  ses  z^ros. 
D  est  clair  qu'une  disposition  des  z^ros  rendant  la  serie  ^  — p  semi- 
conyergente  et  egale  ä  0  sera  une  disposition  tr^s  speciale.  Supposons 
la  croissance  des  modules  des  z^ros  r^uliere/  et  soit  par  exemple  p»  1. 
U  faudra,  pour  que  la  condition  Youlue  soit  remplie,  que  les  zeros 
soient  approximatiyement  egaux  et  de  signes  contraires,  —  circonstance 
evidemment  exceptionnelle. 

Nous  obtenons  des  resultats  analogues,  si  nous  consid^rons  une 
fonction  G(xr),  pour  laquelle  l'ordre  de  \a^\  soit  de  la  forme***) 

M(w)«[n  (log  «)«]''. 
Si  tous  les  a^  se  trouyent,  par  exemple,  dans  un  m&me  angle,  le  mo- 
dule maximum  M(r)  est  de  Fordre  de 
6^'  (log  r)i-«  ^ 

^  J^adopte  ici  la  terminologie  abr^g^e  qo*a  employ^e  M.  Wim  an.  Voir  la 
note  cit^e  pp.  S28— 29. 

**)  «Tai  expos^  ces  divers  resultats  dans  un  memoire  Sur  quelques  pro- 
pri^t^B  des  fonctions  enti^res.  (Acta  Mathematica^  tome  28). 

***)  On  traiterait  tont  aussi  compl^tement  le  cas  oü  ft  (n)  est  de  la  forme 

j_ 
[n  (log  n)«i  (log  log  n)«i  ■  -  •]p. 
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Si  au  contraire  ils  Bont  tels  que  la  serie  ^  — p  soit  huUe,  M  (r)  a 
pour  ordre 

D'üne  maniere  generale,  pour  que  Tordre  de  M(r)  soit  M^(r),  il 

n 

faut  que  la  yaleur  de  ^  —p  ne  depende  que  d'un  ensemble  partiel 
de  z^ros  h^,  croissaut^  en  module,  comme 

[n' (log  ny-^]K 
et  que  la  serie  ^  —^  etendue  aux  zeros  restants  soit  semi-couTergente. 

L'ensemble  partiel  laisse  de  cöte  \y  b^,  -  •  -,  b^,,  est  d'ailleurs  mani- 
festement  negligeable  par  rapport  ä  Tensemble  total  des  zeros  a^. 

Les  fonctions  que  je  viens  de  citer  sont  des  fonctions  pour  les- 
quelles  Tordre  est  egal  au  genre.  On  fait^  d'une  manifere  toute  sem- 
blable,  Fetude  du  cas  oü  q  ^p+  1. 

3.  Le  nouveau  resultat  que  j'ai  eu  Yue  est  relatif  ä  la  distribution 
des  zeros  de  la  somme  G{js)  +  g(e),  g(js)  etant  une  fonction  entiere 
quelconque  dont  Tordre  est  moindre  que  Tordre  de  G(js). 

M.  Wim  au  a  demontre  le  theoreme  suiTaut:  si  Ton  ajoute  ä  la 
fonction  G(js)  une  fonction  quelconque  g{e)  d'ordre  inferieur,  toutes  les 
fonctions  G(z)  +  g{e)  obeissent  ä  la  loi  qui  r^git  les  fonctions  d*ordre 

non  entier.  —  Beprenons,  par  exemple,  notre  premi^re  fonction  pour 

i_ 
laquelle  ,  a,  |  croit  comme  (nlogn)''.     Le  module  maximum  de  cette 

fonction    0(js)    croit    comme    e^''^.     L'ordre    du    n****   z^ro,    a/,    de 

G{z)  +  g{z)  sera  donc  nP  . 

En  rapprochant  ce  theoreme  des  r&ultats  que  j'ai  rappeles,  on 
arrive  ä  la  conclusion  suivante: 

Quelle  que  soit  la  fonction  g{z),  la  distribution  des  z^ros^ 

a,',  de  G  +  g  est  teile  que  la  serie  ^-7p  »oit  semi-conver- 
gente  et  ^gale  ä  zero. 

Dans  le  cas  plus  g^n^ral  oü  Tordre  de  |  a„  |   est  fi(n),   on  peut 

encore  affirmer  que  la  s^rie  ^  — ?p,  etendue  aux  zeros  de  G  +  g  (ä 

Texclusion  peut-Stre  d'un  ensemble  partiel  de  zeros  negligeable  par 
rapport  ä  Tensemble  total)  est  semi-convergente. 

Ce  resultat  peut,  ä  premiere  yue,  paraitre  paradoxal.  La  distri- 
bution des  zeros  de  G(/)  est  arbitraire,  aussi  bien  que  celle  des  zeros 
de  gQi):  et  cependant  la  distribution  des  zeros  de  6r -f  ^  ob^it  ä  une 
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loi  inyariable.  C'est  lä^  il  est  aise  de  s'en  rendre  compte,  nne  cir- 
constance  qni  ne  se  präeiente  pas  dans  la  theorie  des  fonctions  d'ordre 
non  entier. 

Mais  la  remarqne  smyante  suffit  a  expliquer  cette  bizarrerie.    Bor- 

nons-noas  au  prodnit  G{0)  d'ordre  (nlogny ,  pour  lequel  la  somme 

n 

^,  — p  croit  en  modale  plus  vite  qu'irne  fonction  Ä{r),     On  v^rifie 

alors  qae  dans  p  angles  egatix  issus  de  Torigme;  le  modnle  de  CrM 
reste  toujonrs  comparable  ä  6^'"''  (plus  precisement  le  rapport  ^'  p 
reste  compris  entre  deux  nombres  finis).  Dans  les  p  angles  interme- 
diairesy  |  G(ß)\  est  necessairement  de  Tordre  de  grandeur  de  e"'^'"''. 
£n  effety  le  module  maximum  de  la  fonction  G{e)'G{—J8)  doit^ 
d'apr^  le  theortme  qui  regit  les  fonctions  d'ordre  non  entier  rester 
inferieur  ä  une  expression  de  la  forme  e^rfßogrr  .  Ainsi  le  pro- 
duit  G{a)  se  comporte  exactement  comme  l'exponentielle 
6'^''^,  G'est  lä  le  caractere  trös  particulier  qui  est  propre  aux  fonctions 
d'ordre  et  de  genre  p  satisfaisant  au  theor^me  de  M.  Wim  an.  ün 
factenr  primaire  se  compose  d'un  facteur  simple  et  d'une  partie  ex- 
ponentielle:  or^  dans  les  cas  ordinaires,  Tinfluence  du  facteur  simple 
est  prepond^rante;  dans  les  cas  consideres  ici,  c'est  au  contraire 
l'influence  de  la  partie  exponentielle  qui  l'emporte. 

4.  Cette  remarque  explique  pourquoi  les  fonctions  d'ordre  entier 
ont  une  allure  beaucoup  plus  simple  et  reguliere  que  les  fonctions 
d'ordre  non  entier.  Ainsi  M.  Hardy  a  demontre  que,  sauf  pour  la 
yaleur  c  -=  0,  les  racines  a„(c)  de  l'^quation   „.    ,    .  =  c  convergent 

vers  Taxe  imaginaire.  De  plus  l'on  a,  pour  deux  yaleurs  diff^rentes 
quelconques  de  c  .. ,,. 

On  pourrait  se  demander  si  cette  demi^re  propri^t^,  tout  au 
moins,  n'est  pas  une  propriete  generale  des  fonctions  entiferes.  Mais  on 
reconnaitra  yite  qu'elle  est  düe,  en  realit^,  aux  circonstances  particu- 
lieres  que  je  yiens  de  signaler. 

5.  Comme  exemple  de  fonctions  entiöres  d'ordre  Q^p  +  1,  je 
renverrai  a  Celles  que  j'ai  consid^rees  au  §  31  de  mon  memoire  sur 
les  fonctions  entieres.  Je  m'etais  place  dans  le  cas  particulier  oü 
p  »  0  et  oü  tous  les  zeros  sont  reels  et  positifs,  ces  zeros  satisfiusant 
a  partir  d'une  certaine  yaleur  de  i  ä  la  double  in^galite 

»(iog»y-.<a.^,-aogO-«.     ^i:t% 
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Gonsiderons  un  angle  Ä  arbitrairement  petit  ajant  pour  bissectrice 
l'axe  des  y.  A  partir  d'une  certaine  valeur  de  r,  le  module  de  f(e) 
sera  coxnparable 

ä  gauche  de  Fangle  A  ä    ß-'-ao«»-)-!-« 

a  droite  de  Tangle  Ä  ä       ^aogr)-i-«. 

Les  racines  d'une  equatioD  de  la  forme  f(^)^c  convergeront  donc, 
ici  encore;  Ters  Taxe  imaginaire.  En  particulier,  si  c  est  r^el;  les  ra- 
cines a/  d'une  teile  equation  seront  denx  k  deux  imaginaires  conjuguees. 
On  verifie  alors  immediatement  que  la  serie  y\  —  est  semi-convergente 
et  a  pour  somme  zero.  Nous  obtenons  ainsi  les  mSmes  resultats  que 
dans  les  cas  oü  p  -=  j?. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  les  renseignements  obtenus  sur 
la  distribution  des  zeros  r&iolyent  immediatement  la  question  du  genre. 
Ainsi,  lorsque  a  <  1,  la  fonction  f(e)  est  de  genre  zero.  La  fonction 
f(js)  —  c  est  au  contraire  du  genre  1,  quelle  que  soit  la  constante  c. 


Verb.  d.  ni.  IntomAt.  Matham.-Kongr.    Heidelberg  1904.  17 


Sur  une  classe  de  fonctions  enti^res. 

Von 
G.  Mittag -Leffler  aus  Stockholm. 


J'ai  introdait  dans  des  notes  difip^rentes  une  nouTelle  fonction 
entifere  E^(x)  qui  est,  je  le  montrerai  ä  une  autre  occasion,  d'une 
grande  importance  pour  la  theorie  g^n^rale  des  fonctions  entiöres  de 
gerne  fini.*)     C'est  T^tude  de  Tintegrale 

8 


(1)  ^J  T^.^' 

qui  m'a  conduit  le  plus  facilement  et  le  plus  directement  ä  mes  resul- 
tats.  Dans  le  cas  oü  a  est  reel  et  positif  le  contour  Sj  qui  doit  Itre 
parcouru  dans  le  sens  direct,  est  defini  de  la  mani^re  suiyante. 

On  d^signe  par  p  une  quantit^  positive  aussi  grande  que  Ton 
voudra  et  par  «  une  autre  quantite  positive  inferieure  ä  deux.  Le 
contour  S  sera  compose:  du  segment  compris  entre  Finfini  et  le  point 

p'ß  ^   sur  le  vecteur  issu  de  Forigine  et  ajant  pour  argument 

—  a  (1  +  a)  — ,  de  Tarc  de  cercle  trac^  par  Fextr^mit^  d'un  vecteur 
de   longueur  p  toumant   autour   de   Forigine   dans   le   sens   direct  de 

Q^e  ^    a    p*c  *  ;     et    ennn    du     segment    compris    entre 

^^e  ^    et  Finfini  sur  le  vecteur  issu  de  Forigine  et  ajant  pour 


argument   a  (1  +  «)  -y  • 


^  Voir  pour  le  cas  oü  a  est  r^el  et  positif:  „Sur  la  repr^entation  analytique 
d'ane  branche  uniforme  d'une  fonction  monogene.  Cinqui^me  note.  §  2  et  3/' 
Acta  mathematica,  T.  29,  et  pour  le  cas  oü  a  est  complexe:  „Sopra  la  funzione 
E  (x)."    Atti  B.  Accad.  dei  Lincei.    Rend.  Ser.  6.   Vol.  18,  3  gennaio  1904. 
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L'^aUt^ 


(2) 


8 


de 


a  liea  pour  tous  les  points  x  qni  sont  situ^s  da  meme  cdte 
de  8  que  rorigine. 

En  mettant  dans  Tintegrale  (1)  aa  lien  de  e''     l'ex- 
preBsion  plus  generale 


.^«1 


^-  (log  *r aofe  »r    •  aog«  *)"•»»  ^ 

oü  ci^;  ^9  * '  ->  <K„  sont  des  constantes  positives,  l'integrale 


(3) 


/i  L_  iL  A. 

a  je  —  X 


'itcfi*ejf 


de 


definira  une  nouveUe  fonction  Eaa^-a^ix)  qui  a  des  pro- 
pri^tes  tout  ä  fait  analogaes  a  Celles  de  la  fonction  EJ^x). 
En  faisant  par  exemple 

(4)  2>a>0 

(5)  X  =  re'v 

et  en  designant  par  d  une  quantit^  positive  arbitrairement  petite  on 
obtient: 


flg.  1. 


(6) 


i  A  X  X 

-Bao, . . .  «,(«)  -  ^«f  "(X«-)"'  Oofe')"*  ■■■O^n  «)"- 


<*; 


a-ö->9>« 


et 

(7)  |i?„„.. ..„»!<*;         2^      .^-^--2 

Les  fonctions  Eaa^-a^i^)  sont  les  plus  simples  parmi  les  fonc- 
tions  enti^res  de  genre  fini  qui  ont  fait  Tobjet  de  Tetude  de  M.  E.  Lin- 
de löf  dans  son  memoire  remarquable:  „Sur  la  theorie  des  fonctions 
entiferes  de  genre  fini."*) 

Les  fonctions  E^{x)  et  E„  ,„^(x)  ont  la  propriete  caracteristique 
d'augmenter  uniformement  et  indefiniment  quand  {2;|  ya  vers  Tinfini 

dans  un  angle  int^rieur  ä  Tangle  —  a y  <  9  <  « y;  ^  =  ^^^;  Diais  de 
descendre  uniformement  au  dessous  de  toute  limite  quand  \x\  ya  vers 
Finfini  dans   un  angle  interieur  ä  Tangle  2n  —  aY>9>>^Y'     ^^ 


•)  Acta  8oc.  Penn.  T.  XXXI,  no.  1. 


17" 
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peut  faire  Tangle  — «y^V'^^^y  *^^^^  P®**^*  qu'on  veut  en  diminaant 
suffisamment  a.  H  est  donc  naturel  de  se  demander  s'il  existe  des  fonc^ 
tions  entieres  qui  angmentent  ind^finiment  avec  |n;{  le  long  d'an  seul 
Tecteur^  mais  qui  diminuent  ind^finiment  qaand  \x\  ya  yers  Tinfini 
dans  nn  domaine  qnelconque  en  dehors  de  ce  vecienr.  Un  th^r^me 
remarquable  de  M.  Phragm^n  montre  qne  de  telles  fonctions  ne  peu- 
vent  pas  ötre  de  genre  fini.*) 

On  pent  au  contraire  donner  des  exemples  anssi  nombrenx  qn'on 
Toudra  de  telles  fonctions  de  genre  infini.     En  voici  nn. 

Introduisons  au  lieu  de  Tintegrale  (1)  la  nouyelle  integrale 

oü  le  contour  21  est  choisi  de  la  maniöre  suiyante.  II  est  compos^: 
partie,  de  deux  droites  paralleles  ä  Taxe  reel^  infinies  dans  le  sens 
positif  de  cet  axe  et  situ^es  de  part  et  d'autre  ä  une  distance  de  Taxe 

reel  comprise  entre  y  ©t  — ;  partie,  d'une  droite  orthogonale  r^unis- 

sant  ces  paraUMes  et  coupant  Taxe  r^el  en  un  point  arbitraire. 

s 


fig.  2. 

On  yoit  immediatement  que  dans  ces  conditions  Tintegrale  est  con- 
yergente.  Attendu  que  Taxe  reel  est  coupe  par  la  ligne  orthogonale 
en  un  point  arbitraire,  il  s'ensuit  encore  que  Tintegrale  (8)  d^finit  une 
fonction  entifere,  soit  jB(a:),  et  qu'elle  repr^sente  cette  fonction  pour 
tous  les  X  qui  sont  situ^s  de  meme  cote  de  ^  que  les  points  reels 
n^gatifs  infiniment  ^loignes.     Qn  a  donc 


*)  £.  Phragm^n,  ,,Siir  une  eztension  d'an  th^oreme  clasflique  de  la  theorie 
des  fonctions'*.    Acta  Math.  28,  pag.  861. 
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(9) 


^(-)  =  ^J^^. 


egalite  valable  pour  les  points  x  qni  sont  situes  de  ce  cote  de  Zy 
—  le  cöt^  negatif,  comme  noas  dirons  dans  la  suite.  Nous  appe- 
lerons  l'aatre  cöt^  cöt^  positif. 

Une  cons^quence  directe  de  cette  Egalite  est  que  |  E{x)  \  s'approche 
mdefiniment  de  zero  en  meme  temps  que  x  va  Ters  l'infiiii  du  cote 
negatif  de  E,  Supposons  maintenant  que  x  soit  sitae  du  cöt^  positif 
de  27.  Appelons  x^  le  point^  oü  la  ligne  orthogonale,  qui  fait  partie 
de  E,  coape  Taxe  reel.  Coupons  cet  aze  en  un  autre  point  x^  tel 
que  X  soit  situe  entre  les  deux  orthogonales  passant  par  x^  et  par 
x^.    Appelons  Z\  le   contour   E  dont  le  cöt€  orthogonal  a  Taxe  reel 


passe  par  x^. 


On 


(10)  E{x)- 

Mais  on  a  d'un  autre  c5te: 


.hP 


dz 


ntj^    z  —  X       J  ^    z  —-  a 


(11)         ^, 

oü  ü  d^signe  le  quadrilat^re   compris  entre  les  orthogonales  passant 
par  x^  et  par  x^. 


«A    - 


flg.  3. 


On  obtient  par  consequent: 

s 

(12)  ^X-)  =  ^+ii-J^.^' 

L'integrale: 


(8) 


Ini  J        z  —  X  ' 


oü  X  se  trouTO  du  cöte  positif  de  £  s'approche  evidemment  indefini- 
ment  de  zero  quand  x  ya  vers  l'infini. 

On  peut  donc  resumer  les  resultats  concemant  la  fonction  E{x) 
dans  le  theor^me  suiyant: 

Theoreme  A.     „Lsk  fonction  enti^re  definie  par  Tegalite 
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dz 


^W  =  -,T./^7^ 


X  ' 


qni  a  lieu  du  cote  negatif  de  27^  se  coiuporte  quant  ä  sa  croissaiice 
de  la  maniere  suivante: 

Quand  x  va  vers  Tinfini  dn  cote  negatif  d'un  contour  27,  le  mo- 
dule  |J?(:r)|  s'approche  en  meme  temps  uniformement  et  indefiniment 
de  zero.  Quand  au  contraire  x  va  vers  Tinfini  du  cote  positif  du  meme 
contour  27,  le  module 

E{x)-^\ 

diminue  en  m§me  temps  uniformement  et  indefiniment/' 
ün  corollaire  imm^diat  de  ce  theoröme  est  le  suivant: 
Theoreme   B.     „Quand   x  =  re'v   va   vers   Tinfini   le   long   d'un 
vecteur  0  <  9  <  2ä  le  module  \E{x)\  diminue  en  m^me  temps  inde- 
finiment    Quand   au   contraire  x  va   vers   Tinfini   le  long  du  vecteur 
^  =  ^^^  c'est  le  module 

\E{x)-^\ 

qui  en  meme  temps  diminue  indefiniment/^ 
On  pourra  se  servir  de  Tint^rale 

(13)  2^.   I  €r    Y^ —  (i  =»  constante  positive) 

d'une  maniere  absolument  semblable  ä  celle  qui  a  servi  pour  l'integrale 
plus  speciale 

on  definira  ainsi  une  autre  fonction  plus  g&ierale  que  E(x).     Le  con- 
tour 2J^  sera  alors  compos^:   partie,   de   deux   Hgnes   infinies  dans  le 

sens  positif  de  Taxe  r^el, 

p*  sin  ktp  =  a,    q^  sin  iy  =  —  a; 

f^  ^  parüe,   d'une   orthogonale   ä  Taxe   reel   re- 

unissant  ces  deux  lignes.  On  voit  que,  k 
etant  plus  grand  que  un,  las  deux  lignes  (14)  s'approchent  d'une  maniere 
asymptotique  a  Faxe  reel  positif. 

Nous  designerons  par  E^{x)  la  fonction  qui  correspond  ä  ces 
valeurs  de  k  et  qui  est  definie  par  Fegalite 
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laqnelle  a  lieu  du  c6te  negatif  de  Z*^.  On  voit  que  Ton  a  le  theoreme 
suiyant: 

Theoreme  C.  ,^a  fonction  E]^{x)  s'approche  indefiniment  et 
d'une  maui^re  uniforme  de  z^ro  quand  x  va  vers  Tinfini  dans  un  do- 
maine  situe  ä  Tinfini  en  dehors  de  Taxe  r^el  positif.  Quand  au  con- 
traire  x  augmente  indefiniment  le  long  de  cet  axe^  le  module 

k(^)-/| 

s'approehe  en  meme  temps  indefiniment  de  zero/^ 

Une  nouvelle  question  se  pose  ici.  Existe-il  des  fonctions  entieres 
qui  diminuent  indefiniment  le  long  de  tous  les  yecteurs?  II  est  facile 
d'en  donner  des  exemples.  Un  des  plus  simples  s'obtient  de  la  maniere 
suiyante. 

Faisons 

(16)  ^.   />.e-'^-A'_ 

et  choisissons  le  contour  £  de  la  meme  maniere  que  pour  Fin- 
tegrale  (8).  On  obtient  alors  par  le  meme  raisonnement  que  poulr 
Fint^grale  (8)  le  theor^me  suiyant. 

Theoreme  D.    ^^a  fonction  entiere  (t{x)  definie  par  Fegalite 

qui  a  lieu  du  cöte  negatif  de  £,  se  comporte  quant  ä  sa  croissance  de 
teile  maniere  que  le  module  |Q£(:z^)|  diminue  uniform^ment  et  indefini- 
ment quand  x  ya  yers  Tinfini  du  cöte  negatif  de  U,  tandis  que  le 
module 

\<t{x)  -  ^  -  e-^\ 

diminue  uniformement  et  indefiniment  quand  x  ya  yers  Finfini  du  cöte 
positif  de  £/' 
On  yoit  que 

diminue  indefiniment  quand  x  ya  yers  Finfini  le  long  de  Faxe  reel  po- 
sitif.    Un  corollaire  immediat  du  th^oreme  D  sera  par  consequent: 

Theoreme  E.  ,^Quand  x  ya  yers  Finfini  le  long  d'un  yecteur 
quelconque  la  fonction  (t{x)  s'approche  en  meme  temps  indefiniment 
de  zero." 
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Au  lieu  de  partir  de  Tint^grale 

(16)  ji,/...-/--^ 

on  aurait  pa  partir  de  Tint^grale  plus  generale 

2n%J  z  —  x 

Le  contour  Z^  doit  Stre  dans  oe  cas  le  meme  que  pour  l'in- 
iegrale  (13).  D^signons  par  (£^(0;)  la  fonction  d^finie  par  Fin- 
t^grale  (18),  oü  on  suppose  k  reel  et  plus  grand  que  un.  On  obtient 
le  theorkne  suivant. 

Th^or^me  F.     ^a  fonction  enti^re  9t'i{x)  definie  par  Tegalite 


qui  a  lieu  du  c6te  n^tif  de  E^  s'approche  ind^finiment  et  d'one 
mani^re  uniforme  de  s^ro  quand  x  ra  yers  Tinfini  dans  un  domaine 
quelconque  situ^  ä  Tinfini  en  deliors  de  Taxe  tMl  positif.  Quand  x 
augmente  au-dessus  de  toute  limite  le  long  de  cet  axe,  la  fonction 
s'approche  encore  indefiniment  de  z^o.^ 


Sur  les  Solutions  fondamentales  des  öquations  linöaires  aux 

dörivöes  partielles. 


Von 
J.  Hadamaiu)  ans  Paris. 


Si  Van  fait  abstraction  du  cas  de  deux  yariables,  la  plus  sunple  des 
equations  lin^ires  aux  d^riv^s  partielles  du  type  dit  hjperbolique 
est  r^uation  du  son^  ou  des  ondes  sph^riques 

dx^  ■*"  ay*  "^  a«»     a«*  ^  ^• 

Le  Probleme  de  determiner  une  Solution  u  d'une  pareille  equation 

par  les  yaleurs  de  u  et  ^  pour  ^  =  0  (probl^me   de   Cauchj)  a   ^te 

resolu  par  les  traraux  de  Poisson  et  de  Eirchboff. 

La  premi^re  Solution  de  cette  nature  qui  ait  ^te  obtenue  ensuite 
est  Celle  qui  est  due  ä  M.  Volterra^  et  qui  est  relative  ä  T^quation 
des  ondes  cjlindriques: 

De  nombreux  auteurs,  —  parmi  lesquels  je  citerai  MM.  Le  Roux^ 
Coulon^  d'Adbemar,  etc.*)  —  ont  tente,  dans  ces  demiäres  ann^s^ 
de  g^n^raliser  la  m^thode  de  M.  Yolterra  ä  des  equations  ä  coefficients 
variables.  Hs  ont  ^prouv^  des  difiicultes  disproportionnees^  semble-t-il^ 
ä  la  difficult^  intrins^que  de  la  question^  et  n'ont  pu  parvenir  ä  obte- 
nir  F^uivalent  du  resultat  de  M.  Yolterra^  c'est  ä  dire  ä  mettre  la 
Solution  80U8  la  forme  d'une  integrale  multiple,  etendue  ä  la  frontiere 
donnee,  et  dont  Felement  se  calcule  imm^diatement  ä  Taide  des  donn^s. 

Ces  difficnltes  tiennent,  en  effet,  comme  nous  allons  le  voir,  ä  une 
imperfection  de  la  m^tbode  emploj^e,  imperfection  qui  apparaitra  si 

*)  J'anraiB  ä  citer  d'autre  part  des  travauz  (tels  que  ceuz  de  M.  Tedone) 
relatifs  anz  Equations  ä  coefficients  constants,  mala  k  un  plus  grand  nombte  de 
variables  ind^pendantes.   Je  laisse  ce  snjet  de  cot^  dans  la  commtinication  actaelle. 
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nous  rappelons  les  resultats  obtenus  dans  le  cas  elliptique,  pour 
Tequation  de  Laplace  Aw  =  0,  par  exemple. 

La  theorie  de  cette  equation  repose  tout  eoti^re  snr  Fezistence 
d'une  Solution  particaliäre  que  Ton  peut  appeler  fondamentale  et  qui 

1 1 

n'est  autre,  en  Tespece,  que  la  quantite  -  =  y^___^y_^^_^y_^^^__g^y' 

Consideree  comme  fonction  de  x,  y,  0,  cette  quantite  präsente  une  sin- 
gularite  au  point  {x\  y',  sT).  Elle  n'admet  d'ailleurs  aucun  autre  point 
singulier  reeL  Par  contre,  eile  est  singuliere  sur  toute  une  surface  ima- 
ginaire^  ä  savoir  le  cöne  isotrope  de  sommet  {x\  y\  ss). 

A  ce  cöne  isotrope  correspond,  dans  le  cas  d'une  Equation  quelconque, 
une  surface  ä  point  conique,  le  cono'ide  caracteristique  TeuTeloppe 
des  caracteristiques  qui  passent  par  le  point  singulier  et  qui  correspond, 
physiquement,  ä  Tonde  produite  par  un  ebranlement  limite  primitive- 
ment  a  ce  point. 

Cette  surface  F,  imaginaire  dans  le  cas  elliptique,  est  reelle  dans 
le  cas  hyperbolique.  Elle  joue  un  röle  n&^essaire  dans  toute  recherche 
sur  r^quation  correspondante,  et  il  n'est  pas  ^tonnant  que  les  fonctions 
employees  dans  Tintegration  de  cette  equation  se  comportent  d'une 
mani^re  particuli^re  sur  F. 

II  existe,  en  effet,  pour  les  equations  ä  caracteristiques  reelles 
comme  pour  les  equations  ä  caracteristiques  imaginaires,  des  Solu- 
tions fondamentaleS;  singuli^res  sur  F  et  n'admettant  aucune  autre 
singularite.  Seulement  ces  Solutions  se  montrent,  au  moins  au  premier 
abord,  absolument  inutilisables  pour  Tintegration:  lorsqu'on  les  in- 
troduit  dans  la  formule  bien  connue  qui  sert  de  base  ä  toutes  les 
theories  relatives  aux  equations  lineaires  aux  derivees  partielles,  on 
tombe  sur  des  integrales  multiples  depourvues  de  sens. 

Aussi  les  recherches  de  M.  Yolterra  et  de  ses  successeurs  repo- 
sent-elles  sur  d'autres  Solutions  particulieres,  dont  les  singularit^s  sont 
d'ordre  moins  eleve  que  celles  de  la  Solution  fondamentale.  Mais  cet 
avantage  est  rachete  par  un  inconvenient:  les  nouvelles  Solutions  sont 
singulieres,  non  seulement  (comme  la  Solution  fondamentale)  en  un  point 
0  et  sur  le  conoide  caracteristique  F  qui  a  pour  sommet  ce  point,  mais 
encore  sur  toute  une  ligne  l  passant  par  0.  Pour  Fequation  (1),  ainsi 
d'ailleurs,  que  pour  les  autres  equations  analogues  considerees  par  MM. 
Coulon  et  d'Adhemar,  —  la  ligne  l  est  la  droite  x=^x\  y^^^y, 
parallMe  ä  Taxe  des  t  menee  par  le  point  0. 

Or  il  est  aise  de  voir  que  Tintervention  de  cette  ligne  n'est  nulle- 
ment  imposee  par  la  nature  de  la  question.  Beprenons,  par  exemple^ 
Tequation  (1):  il  existe  une  infinite  de  transformations  (homographiqucs) 
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qui  n'altörent  pas  cette  equation:  par  de  telles  transformationS;  la  droite 
l  est  cliangee  en  une  droite  quelconque  V  passant  par  0  et  Interieure 
au  cone  F.  D'autres  transformations  (analogues  ä  des  inyersions)  et 
qui  laissent  egalement  inyariante  Uequation  (1)^  permettent  de  changer 
la  droite  Z  en  une  conique  V. 

n  est  clair,  d^s  lors^  que  la  droite  l  n'a  pas  ä  jouer,  dans  le  pro- 
blfeme  pose,  un  autre  röle  que  la  droite  T  ou  la  conique  V\  Ce  carac- 
tere  quelque  peu  artificiel  des  Solutions  employees  explique  precisement 
que  Ton  n'ait  pas  pu  les  former  directement  dans  le  cas  g^neral.  On 
les  obtient  au  contraire  sans  aucune  difficulte;  comme  nous  allons  le 
Yoir^  en  les  rattachant  ä  la  Solution  fondamentale. 

A  cet  effet,  faisons  partir  du  point  0,  ä  Tinterieur  de  F,  une  ligne 
arbitraire  Z,  les  coordonnees  d'un  point  qui  varie  sur  l  etant  fonctions 
dW  paramfetre  (i.  A  chaque  point  o  de  l\  —  autrement  dit,  ä  chaque 
valeur  de  fi,  —  correspondent,  pour  Tadjointe  de  Tequation  donnee 
(laquelle  peut  ötre  une  equation  lineaire  du  second  ordre  ä  trois  varia- 
bles ind^pendantes  tout  ä  fait  quelconque)  un  conoide  caracteristique  y 
et  une  Solution  fondamentale  u,  laquelle  est  fonction  de  x^  y,  0,  [i. 
Gonsiderons  alors  Tint^rale 

etendue  le  long  de  la  ligne  l,  «depuis  le  point  0  jusqu'ä  un  autre  point 
quelconque  0^  de  Z.  ü  est  une  fonction  de  x,  y,  Zy  egalement  Solution 
de  Tequation  adjointe. 

MaiS;  au  moins  dans  le  voisina^e  de  F,  U  sera  une  imaginaire 
U^  +  iU^.  D  arrive  ici;  comme  dans  plusieurs  cas  analogues*);  que 
cbacune  des  parties  reelle  et  imaginaire  de  U  est  encore  une  Solution  de 
la  meme  äquation. 

La  fonction  ü^  fournit  la  Solution  de  M.  Volterra  pour  le 
Probleme  int^rieur.  II  suffit,  pour  retrouver  Texpression  meme  de  M.  Vol- 
terra, de  supposer  que  Tequation  donnee  est  l'equation  (1)  (identique  a 
son  adjointe)  et  que  l  soit,  comme  precedemment,  la  parallele  ä  Taxe  des  t 

Partons  donc  de  la  quantite  ü^:  nous  n'aurons  qu'ä  suivre  exacte- 
ment  la  methode  de  M.  Volterra  pour  arriver,  dans  le  cas  d'une 
equation  tout  ä  fait  quelconque ,  ä  une  formule  parfaitement  analogue 
a  la  sienne  et  qui  fait  connaitre  Tintegrale  de  la  Solution  cherchee 
prise  suivant  00^, 

*)  Yoir  Darboux,  Le9on8  sur  la  th^orie  des  surfaces,  tome  II;  Levi-Ci- 
?ita,  Sopra  una  classe  di  integral!  dell*  eqnazione  A*  "oTi"™  ^"^j  "i  X"«  (Nuovo 
Gimento,  tomo  VI^,  1897):  Volterra,  Congr^s  de  Paria,  1900. 
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D  suffira  enfin  de  deriver  par  rapport  a  la  poßition  du  point  0,  — 
ou,  ce  qni  revient  au  mSme^  de  rendre  00^  infiniment  petit  apres  avoir 
divise  par  00^,  —  pour  avoir  la  valeur  de  cette  Solution  au  point  0 
lui-mSme.     La  question  est  donc  ainsi  completement  resolue. 

n  reste  ä  savoir  si  Ton  ne  peut  pas  ^miner  du  resultat  la  fonc- 
tion  üi,  de  mani^re  a  n'y  laisser  que  la  Solution  fondamentale  u.  II 
faudrait;  pour  cela,  expliciter  la  d^riy^  dont  nous  yenons  de  parier. 

En  op^rant  ainsi,  on  retombe  sur  la  difficulte  que  nous  avions 
Signal^  en  commenfant^  ä  sayoir  Finteryention  d'integrales  infinies. 

Mais  comme  nous  allons  le  faire  yoir^  il  n'est  nullement  n^cessaire 
d'eyiter  cette  interyention;  et  il  conyient,  au  contraire^  d'aborder  la 
difficult^  de  front,  ä  Taide  des  consid^rations  suiyantes. 

Enyisageons  Tintegrale: 

a 

Gette  integrale  n'a  aucun  sens  (si  Ä{h)  ^  0).  II  en  sera  de  m§me 
pour  Texpression: 

(5  —  x) 
pour  a:  —  6. 

Mais  la  somme  de  ces  deux  expressions  peut  etre  definie, 

moyennant  la  condition 

(4)  Ä(b)^aB{b). 

Alors,  en  effet,  eile  peut  s'^crire: 

a 

et,  —  si  les  fonctions  Ä,  B  satisfont  ä  la  condition  de  Lipschitz, 
comme  nous  le  supposerons  — ,  chaque  terme  de  cette  expression  a 
un  sens. 

On  peut  aller  plus  loin:  non  seulement,  en  eflfet,  le  second  terme 
de  Texpression  precedente  a  une  yaleur  detenuinee,  mais  cette  yaleur 
est  nulle  (toujours  moyennant  la  condition  de  Lipschitz). 

L'expression  (5)  est  donc  ind^pendante  de  la  fonction  Bi  eUe  est 
entiferement  d^finie  quand  on  donne  l'integrale  (2). 

En  un  mot,  on  peut  parier,  sans  ambiguite,  de  la  partie  finie 
de  l'integrale  infinie  (2). 
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Toutes  ces  considerations  s'^tendent  sans  dif&cult^,  d'nne  part  aux 
integrales  de  la  forme 

a 

oü  j9  est  un  entier  positif  quelconque;  d'autre  part,  aux  int^ales 
multiples.  Dans  ce  demier  cas,  le  röle  de  la  quantite  (3)  est  joue  par 
une  integrale  de  fronti^re. 

De  plns,  les  symboles  que  nous  yenons  de  definir  se  pr^tent  trfes 
simplement  ä  la  diff^rentiation.  Si,  en  effet^  Tint^rale  (2)  ou  Tin- 
t^grale  (2')y  ou  encore  Tintegrale  ordinaire 

6 


I 


(P-xY 


dx, 


dependent  d'un  param^tre,  lequel  entre  dans  b^  il  suffira,  pour  obtenir 
la  derivee  de  ces  int^ales  ou  de  leurs  parties  finies,  de  diff(£rentier 
sous  le  signe  J  (en  faisant  varier  b  sous  ce  signe,  mais  sans  tenir  compte 
de  la  Variation  de  la  limite  sup^rieure)  et  de  prendre  la  partie  finie 
du  resultat;  et  cette  remarque  s'etend  encore  aux  integrales  multiples. 

G'est  ä  des  expressions  de  cette  nature  que  Ton  est  conduit  par 
les  calculs  dont  nous  avons  parl^  tout  ä  Fheure;  et^  moyennant  leur 
emploi,  ces  calculs  n'offrent  plus  aucune  difficult^.  On  peut  meme  se 
passer  compl^tement  de  la  Solution  U^  et  partir  imm^diatement  de  la 
Solution  fondamentale  u.  On  substitnera  celle-ci  dans  la  formule 
fondamentale:  on  obtient  ainsi  des  integrales  infinies;  mais  la  partie 
finie  de  ces  integrales  foumit  le  resultat  cherche. 

Les  principes  pos^s  dans  ce  qui  pr^cede  simplifient  aussi  notable- 
ment  Tetude  des  Solutions  obtenues,  et,  en  particulier,  la  sjnth^se  de 
ces  Solutions.  On  sait  que  cette  synth^se  n'est  pas  sans  präsenter 
quelque  difficulte.  M.  d'Adhemar  (th^se  de  rUniversite  de  Paris)  a 
pu,  au  prix  de  calculs  assez  delicats,  venfier  en  ce  qui  regarde 
Tequation  (1)  que  les  conditions  aux  limites  sont  remplies;  mais  il  ne 
s'est  pas  livre  au  meme  travail  pour  Tequation  aux  derivees  partielles 
eUe-m^me.  Or  cette  y^ification,  extr§mement  malaisee  au  premier 
abord,  est,  comme  on  le  con9oit  aisement,  rendue  beaucoup  plus  simple 
par  ce  fait  qu'on  peut  differentier,  sans  aucune  precaution,  les  parties 
finies  des  integrales  infinies.  En  particulier,  pour  F^quation  sans  second 
membre,  cette  yerification  est  immediate  et  n'exige  aucun  raisonnement 
special. 

Les  considerations  precedentes  paraissent  devoir  s'etendre  sans  dif- 
ficulte  au  cas  d'un  nombre  de  variables  sup^rieur  ä  trois  et  impair: 
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La  seule  difference  est  que  la  formation  meme  de  l'integrale  U  conduit 
a  introdtiire  des  integrales  infinies  dont  on  prend  la  partie  finie*). 

II  en  est  tout  autrement  dans  le  cas  de  n  pair.  Gelni-ci  conduit 
encore  a  introduire  des  integrales  infinies  d'une  forme  analogue  a  (2^)^ 
mais  dans  lesquelles  Texposant  du  denominateur  est  entier.  Gette 
circonstance  introduit  une  difficulte  nouvelle. 

n  faut^  d'ailleurS;  s'attendre  ä  priori  ä  yoir  la  th^orie  des  equations 
ä  un  nombre  pair  de  variables  independantes  difG^rer  essentiellement  de 
la  pr^cedente. 

On  sait^  en  effet^  qu'il  existe  des  equations  a  un  nombre  pair  de 
variables  pour  lesquelles  le  principe  de  Huyghens  a  lieu  (par 
exemple  Tequation  des  ondes  spheriques).  Au  contraire^  ce  principe 
n'est  pas  vrai  pour  Tequation  des  ondes  cylindriques. 

Or  les  formules  auxquelles  nous  sommes  conduits  pour  les  equa- 
tions ä  trois  variables  independantes  et  ä  coefficients  quelconques,  en- 
trsdnent  la  consequence  que  toutes  ces  equations  se  comportent  ici 
comme  F^quation  (1):  il  n'en  est  aucune  pour  laquelle  le  principe  de 
Huyghens  ait  lieu. 

Toute  formule  de  m^me  nature  donnerait  la  meme  conclusion:  en 
particulier^  il  n'est  pas  douteux  que  celle-ci  ne  s'applique  ä  toutes  les 
Equations  ä  2jp  +  1  variables,  quel  que  soit  Tentier  _p. 

Du  fait  qu'elle  ne  s'etend  pas  aux  equations  oü  le  nombre  des 
variables  independantes  est  pair,  il  faut^  en  un  mot,  que  celles-ci  pre- 
sentent  avec  les  autres  des  differences  profondes. 

Je  terminerai  en  signalant,  dans  un  ordre  d'idees  tout  different 
de  celui  qui  vient  de  nous  occuper,  une  formule  rencontree  dans  d'autres 
recherches  relatives  aux  Equations  aux  derivees  partielles**)  et  qu'il 
serait  interessant  de  generaliser. 

Les  propri^t^s  de  la  fonction  de  Riemann  relative  soit  ä  T^qua- 
tion  des  telegraphistes,  soit  ä  Tequation  d'Euler  et  de  Poisson, 
foumissent  en  effet,  entre  autres  consequences: 

1^  une  formule  integrale  h,  la  fonction  de  Bessel  Jq{x)  et  faisant 
conntutre  Tintegrale  d^finie: 

JjSaVl-'t)dJ,{byi). 


*)  Dans  le  cas  dn  probl^me  extärienr  ä.  trois  variables,  que  je  n'ai  d'ailleurs 
pas  ^tudi^  jnsqu^ä  pr^ent,  la  Solution  k  employer  (laquelle  donne,  pour  T^qua- 
tion  (1),  les  expressions  employäes  par  M.  Yolterra)  est  fournie  par  la  partie  ima- 
ginaire  17,  de  Tint^grale  U. 

**)  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  t.  XXXI,  190S. 
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Cette  formule  peut  se  retrouver  aisement  d'une  mani^re  directe 
et  cette  nouvelle  demonstration  en  foumit  immediatement  one  genera- 
lisation  aox  fonctions  de  Bessel  d'mdice  different  de  zero*). 

2^  one  formule  analogue  relative  ä  certaines  series  hyper- 
geometriques. 

Cette  formule  parait-elle  aussi  n'etre  qu'un  cas  particulier^  la 
methode  que  j'ai  emplojee  ne  permettant  pas  d'atteindre  le  cas  g^neral. 
Un  jeune  geometre  am^ricaiH;  M.  Curtiss,  en  a  trouye  une  demon- 
stration directe^  mais  qu'il  n'a  pas  ete  possible  Tetendre  ä  d'autres  cas 
que  celui  que  j'ayais  traite  moi-meme.  H  ne  semble  pas  douteux  qu'on 
n'en  puisse  obtenir  une  generalisation  interessante. 

*)  J'ignorais,  lorsqne  ma  commnnication  a  6t6  pr^sentäe,  que  ces  formules 
relatives  ä  la  fonction  de  Bessel  ^taient  dues  en  r^alit^  äM.  Gailler,  professeur 
ä  rUniversit^  de  Gen^ve,  qni  les  a  ^tablies  en  1899  (Bnll.  Soc.  Math.  2'*'"«  s^e, 
tome  XXm)  et  a  montrd  qu'elles  ponvaient  servir  de  base  ä  nne  thäorie  tr^s  ^1^- 
gante  et  tr^s  simple  des  fonctions  de  Bessel. 


über  die  Additionsformeln  der  Thetafimktionen. 

Von 
A.  Capelli  aus  Neapel. 


Es  scheint  ftlr  die  Behandlung  der  elliptischen  Funktionen  sehr 
nützlich  zu  sein^  alle  die  partikulären  Additionsformeln  der  Theta- 
funktionen  einer  Veränderlichen  in  eine  einzige  Formel  mit  beliebigen 
Charakteristiken  zusammenzufassen.  Dieses  Problem  ist,  wenigstens  f&r 
ganzzahlige  Charakteristiken,  schon  längst  gelöst  worden.  Hermite  hat 
dafür  (1858)  in  seiner  Abhandlung*)  „Sur  quelques  formules  rela- 
tives ä  la  transformation  des  fonctiöns  elliptiques'^  den  yiergliedrigen 
Ausdruck  gegeben: 

ö;.',.'(^-y)-ö^-^'.o(0) 

ö^'+i,yW    -öa+LoCy) 
ö^'+i,y+i(^)-ö„+,.i(y) 


wo 


2ö^..(^  +  y) 
+  (-i)''ö^+i..W 


Öo,.-.'(0) 

öi.^+iCy) 


a  ^  fjL  —  (ij     j8  =  V  —  v'. 


Diese  von  Hermite  ohne  Beweis  angegebene  Formel  hat  er  viel- 
leicht auf  empirischem  Wege  gefunden,  oder  vielleicht  hat  er  sie 
aus  den  ihm  damals  schon  bekannten  Jacobischen  Thetaformeln  her- 
geleitet. Beweise  von  analogen  Formeln  finden  sich  aber  schon  in 
Abhandlungen  von  Betti**)  (1860)  und  von  H.  Smith **►)  (1866). 
Die  nachtragliche  Literatur  über  die  Fundamentalrelationen  zwischen 
Thetafunktionen   einer  Veränderlichen   hat   zwar  viele  und  sehr   inter- 


*)  JoTumal  de  Liouville  2.  Vol.  EI,  p.  27  (1868). 
**)  La  teorica  delle  fnnzioni  ellittiche  e  8ue  applicazioni.   (Annali 
di  Mat.  di  Tortolini  III,  p.  26,  1860.) 

•^  On  a  Formnla  for  the  Multiplication  of  four  Theta  Fonctiöns. 
(Pioc.  London  M.  8. 1,  Mai  1866.) 
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essante  Arbeiten,  namentlich  yon  deutschen  Mathematikern,  zu  er- 
wähnen*); es  ist  aber,  soyiel  ich  weiß,  bis  zur  letzten  Zeit  noch  nicht 
versucht  worden,  ob  es  vielleicht  möglich  wäxe,  den  oben  erwähnten 
viergliedrigen  Ausdruck  durch  einen  zweigliedrigen  zu  ersetzen. 
Auf  die  Möglichkeit  einer  derartigen  Reduktion  glaubte  ich  aus  der 
Tatsache  schließen  zu  dürfen,  daß  alle  die  gewöhnlichen  Additions- 
formeln, mit  partikulären  ganzzahligen  Charakteristiken,  in  der  Tat 
zweigliedrig  sind.  Andererseits  erschien  es  mir  wünschenswert,  die 
Möglichkeit  zu  erörtern,  alle  derartigen  Ausdrücke  auf  beliebige  reelle 
oder  imaginäre  Werte  der  Charakteristikzahlen  auszudehnen. 

Die  oben  erwähnte  Reduktion  ist  mir  erst  im  vergangenen 
Jahre  1903  gelungen.  Wenn  man  die  Thetafunktionen  mit  zwei 
Charakteristikzahlen  y  und  g  folgendermaßen  erklärt: 

MS  — 00 

80  läßt  sich  der  von  mir  erreichte  zweigliedrige  Ausdruck  wie  folgt 
hinschreiben: 

+  (-l)''^.+i-a.*.+i-»-^.+i-a.*+i-.(-'')-*"(")-*r.+y.-i.«.+».-iH 
WO  der  Kürze  wegen 

?  =  }'i  +  y»  —  <^>   ^  =  5^1  +  Ä  —  s 

gesetzt  worden  ist. 

Einen  anderen  Ausdruck  habe  ich  in  diesem  Jahre  gefunden, 
nämlich: 

In  diesen  Formeln  sind  die  ganzzahligen  Wertepaare  (0,  s),  (e',  rf), 
(«",  ij")  80  zu  wählen,  daß  die  Tier  Wertepaare 

(0,0),  (ff  +  1,  «  +  1),  («',v),  («",'»") 

voneinander  (mod.  2)  verschieden  sind. 

Die  Beweise  der  Formeln  (A)  und  (B)  habe  ich  in  den  „Rendi- 


•)  Dabei  brauche  ich  nur  an  das  wertvolle  Werk  von  Er  aas  er  zu  ver- 
weisen: Lehrbuch  der  Thetafunktionen  (Leipzig,  Teubner  1908);  vgL  p.  818 
bis  886. 

Verh.  d.  m.  Intomat.  M«them.-Kongr.   Heidelberg  1904.  18 
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conti  dei  Lincei'^*)  schon  veröffentlicht;  und  in  denselben  durften  y^, 
9x9  y%y  9t  beliebige  ganzzahlige  Werte  annehmen. 

Erst  seit  noch  kürzerer  Zeit  habe  ich  erkannt^  daß  mein  Beweis- 
gang  sich  derart  modifizieren  laßt^  daß  die  Beschränkung  der  G^anz- 
zahligkeit  von  y^y  g^,  y,,  g^  überflüssig  wird.  Die  Formeln  (A) 
und  (B)  bestehen  also  für  irgendwelche  reelle  oder  imaginäre 
Werte  der  Charakteristikzahlen  yi,(/i,  ^„(7,.  Nur  für  die  Zahlen  (7 
und  s  muß  man  ganzzahlige  (nicht  beide  =  1^  mod.  2)  Werte  nehmen. 

.Wegen  der  großen  Allgemeinheit  dieser  Formeln  und  wegen  der 
Zweckmäßigkeit  ihrer  Verwendung  in  den  Ghrundlagen  der  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Funktionen^  z.  B.  bei  der  Herstellung  der  all- 
gemeinsten Additionsformeln  der  Thetaquotienten^  habe  ich  mich  ent- 
schlossen diese  kurze  Mitteilung  darüber  zu  machen.  Ich  mochte  den 
Wunsch  aussprechen^  daß  in  der  Zukunft  derartige  allgemeinste  For- 
meln in  den  Lehrbüchern  über  elliptische  Funktionen  nicht  mehr 
fehlen. 

Herr  Prof.  M.  Krause^  dem  ich  meine  Formeln^  eben  in  diesen 
Kongreßtagen;  mitgeteilt  habe,  hat  aus  denselben  die  bekannte  Weier- 
straßsche  Formel  hergeleitet.  Möglicherweise  ist  damit  nicht  nur  eine 
Bestätigung  der  Formeln  erlangt  worden  ^  sondern  yieUeicht  sogar  der 
Weg  zu  einem  neuen  Beweise  derselben  angedeutet. 


Diskussion. 

Herr  M.  Krause  teilt  mit^  daß  er  in  einer  Besprechung  mit 
Herrn  W.  Wirtinger  zu  der  Ansicht  gekommen  sei^  die  Capellische 
Formel  müsse  als  Spezialfall  der  Weierstraßschen  erhalten  werden 
können^  da  ja  die  willkürlichen  Charakteristiken  nichts  anderes  als  neue 
Variable  seien. 


*)  Sülle  relazioni  algebriche  fra  le  funzioni  9'  di  una  variabile 
(April  1903  tmd  Juni  1904). 


m.  Sektion. 

Elimination  und  Geometrie  in  den  letzten  Jahrzehnten. 

Von 
A.  Bbill  aas  Tübingen. 

Vor  jetzt  fast  50  Jahren  zog  als  Professor  der  Mathematik  an 
dieser  üniyersitat  ein  Eönigsberger  Gelehrter  ein^  der^  in  den  großen 
Traditionen  der  Jacobischen  Schule  aufgewachsen,  wie  Eirchhoff  und 
in  Gemeinschaft;  mit  diesem  den  heimischen  Wissenschaftsbetrieb  in 
Süddentschland  einzuführen  sich  anschickte.  Erst  46  Jahre  alt^  hatte 
Hesse  damals  doch  bereits  sein  Lebenswerk  im  wesentlichen  abge- 
schlossen. Es  war  ein  Werk,  das  eine  neue  Blütezeit  der  algebraischen 
Geometrie  einzuleiten  bestimmt  war.  Zu  dem  mächtigen  Aufschwung, 
den  dieser  Wissenszweig  etwa  von  den  vierziger  Jahren  ab  genommen 
hat,  nachdem  er  fast  ein  Jahrhundert  lang  hinter  anderen  zurück- 
geblieben war,  haben  Geometrie  und  Algebra  zu  gleichen  TeUen  bei- 
getragen. 

Französische  Geometer  hatten  im  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  der 
Geometrie  neue  fundamentale  BegriffsbUdungen  zugeführt,  die  von 
Plücker  und  Mobius  algebraisch  erfaßt  und  verarbeitet  worden  waren. 
Zugleich  hatten  Gauchy  und  Jacobi  der  Algebra  das  wundervolle 
Instrument  der  Determinanten  in  einwandfreier  und  leicht  zuganglicher 
Form  zur  Verfügung  gestellt,  das  nun  in  dem  Wettkampf  um  die  Palme 
zwischen  Geometrie  und  Algebra,  zwischen  Anschauung  und  Rechnung 
seine  Kraft  erproben  sollte.  Mit  welcher  Meisterschaft;  Hesse  im 
Wettstreit  mit  dem  erfindungsreichen  Steiner  das  neue  Werkzeug 
handhabte,  davon  berichten  treffliche  Biographien  der  beiden. 

Das  Quadrat  der  Elemente  ist  ihm  keineswegs  bloß  das  Symbol 
für  ein  schwerfälliges  Aggregat  von  Gliedern;  einfach  und  mehrfach 
gerändert  gewinnt  die  Determinante  in  Hess  es  Hand  eine  Art  von 
tektonischer  Gliederung,  die  gewisse  Schlüsse  schon  mit  dem  Auge  zu 

18* 


276  Ö-  Teil:  WiesenBchafÜiche  Vortage. 

vollziehen  gestattet;  aus  der  Determinante  der  zweiten  Differential- 
Quotienten  erwächst  der  Geometrie  ein  neuer  projektiver  Grundbegriff, 
an  dessen  (schon  aus  dem  Bau  ersichtlicher)  Invarianten-Eigenschaft 
Cayley  anknüpft;  und  das  Wort  Hyperdeterminante  bezeichnet  die 
nächste  Phase  der  nun  rasch  der  Invarianten -Theorie  zustrebenden 
Entwicklung. 

Auf  einen  kleinen  Bereich  des  mächtigen  Wissensgebietes,  das  sich 
von  hier  der  Geometrie  eröffnete,  nämlich  auf  die  Theorie  der  Elimi- 
nation in  ihrer  Beziehung  zur  Geometrie  wollen  Sie  mir  erlauben,  einen 
kuifzen  Blick  zu  werfen,  und  mit  den  folgenden  Bemerkungen  eine  Art 
von  geometrischem  Anhang  zu  dem  in  der  Enzyklopädie  von  alge- 
braischer Seite  erstatteten  ausführlichen  Bericht  über  Elimination*) 
zu  geben. 

Hesses  mathematische  Abhandlungen  sind  durchdrungen  und  be- 
herrscht von  einem  gewissen  Gefühl  für  Gleichmaß,  das  ihn  in  der 
Ausbeutung  einer  Methode  gerade  so  weit  gehen  läßt,  als  noch  ein 
ästhetisch  befriedigendes  Ergebnis  zu  hoffen  steht.  In  der  unmittelbar 
folgenden  Periode  der  Geschichte  der  Geometrie  stellt  man  sich  oft 
umgekehrt  zuerst  die  Aufgabe,  und  greift  sie  wohl  mit  neuen,  eigens 
zu  dem  Zweck  ersonnenen  Hilfsmitteln  an,  deren  völlige  Beherrschung 
aber  einer  späteren  Zeit  überlassen  wird. 

Hesse  hatte  die  algebraische  Bedingung  dafür,  daß  sich  drei 
Kegelschnitte  in  einem  Punkte  treffen,  mit  Hilfe  der  Funktionaldeter- 
minante in  überaus  eleganter  Weise  auf  das  Verschwinden  einer  Deter- 
minante zurückgeführt.  Dieser  Weg  erwies  sich  für  Kurven  von  ver- 
schiedener Ordnung  nicht  mehr  als  gangbar.  So  versuchte  Cayley 
das  folgende  Verfahren.  Ahnlich  wie  man  bei  zwei  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten  verfahrt,  so  multipliziert  Cayley  die  drei  gegebenen 
mit  gewissen  Potenzprodukten  der  Unbekannten.  Er  erhält  so  ein 
hinsichtlich  der  Potenzprodukte  lineares  System,  dessen  Koeffizienten 
jedoch  nicht  mehr,  wie  in  jenem  einfachen  Fall,  eine  Determinante 
sondern  eine  Matrix  von  solchen  bUden.  Zwischen  den  einzelnen  Glei- 
chungen besteht  eine  Anzahl  linearer  Beziehungen,  die  wieder  zu  einer 
neuen  Matrix  führen.  Die  Resultante  stellt  nun  Cayley  dar  als  Quo- 
tienten aus  einer  beliebigen  Determinante  der  ersten  Matrix  durch  eine 
ihr  zugeordnete  der  zweiten.  Bei  noch  mehr  als  drei  Gleichungen 
erscheint  sogar  eine  ganze  Kette  solcher  Matrizes,  Bildungen,  die  von 


«)  E.  Netto,  Enzyklopädie  der  math.  Wiss.  IBlaundlB  Ib. 
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einem   allgemeinereii  Gesichtspunkte  aus   neuerdings  Herr  Hubert   in 
einem  später  noch  zu  berührenden  Aufsatz  behandelt  hat. 

Viele  Probleme  der  Geometrie  führen  auf  solche  überzählige  Sy- 
steme Ton  Gleichungen  mit  gegenseitiger  Abhängigkeit  (Salmon  nennt 
sie  beschränkte  Systeme).  Den  Weg  zu  ihrer  Lösung  wies  Cayley  in 
einem  1849  erschienenen  Aufsatz^  an  den  später  Salmon^  S.  Roberts 
und  andere  anschlössen. 

Auf  ein  solches  System,  nämlich  auf  das  simultane  Verschwinden 
aller  ersten  Minoren  der  Hesseschen  Form,  wurde  C  leb  seh  durch  die 
Aufgabe  geführt,  die  Gleichung  einer  Fläche  dritter  Ordnung  auf  die 
Ebenen  ihres  Pentaeders  zu  beziehen.  Ebenso  kommt  eine  gewisse 
Frage  der  eindeutigen  Transformation  von  ebenen  Kurven  auf  das  Ver- 
schwinden einer  Matrix  zurück,  nämlich  die  Frage  nach  den  Punkte- 
paaren einer  Kurve,  die  sich  zu  Doppelpunkten  der  transformierten 
vereruigen.  Es  sind  dies  Punktepaare  von  der  Eigenschaft,  daß  sie  für 
jede  durch  sie  hindurchgehende  Transformationskurve  bloß  ein  Bestim- 
mungsstück liefern;  und  so  bilden  diese  Paare  ein  einfaches  Beispiel 
zu  den  sogenannten  ausgezeichneten  Punktgruppen,  die  gleichfalls  aUe 
auf  verschwindende  Matrizes  führen.  Diese  Punktgruppen  spielen  in 
der  Geometrie  auf  einer  Kurve  eine  Rolle,  und  es  ist  bekannt,  mit 
welchem  Erfolge  für  das  Studium  dieser  und  anderer  Punktgruppen  auf 
den  eindimensionalen  Gebilden  die  neuere  italienische  Schule  die  Geo- 
metrie der  Mannigfaltigkeiten  in  höheren  Räumen  mit  einer  Art  von 
Anschauungsapparat  zur  Bewältigung  abgebraischer  Fragen  ausgestattet 
hat.  Die  Anzahlbestimmung  der  ausgezeichneten  Punktgruppen  gelingt 
dann  durch  eine  merkwürdige  Verwendung  des  später  noch  zu  be- 
sprechenden Prinzips  der  Erhaltung  der  Anzahl,  worauf  ich  leider  hier 
nicht  eingehen  kann. 

Wie  Clebsch  durch  das  Pentaeder,  so  wurde  auf  das  Verschwinden 
der  ersten  Minoren  einer  Determinante,  deren  Elemente  die  Variabein 
linear  enthalten,  Herr  Reye  durch  ein  Problem  über  lineare  Mannig- 
faltigkeiten koUinearer  Räume  geführt.  Das  Verschwinden  der  zweiten 
Minoren  ist  jedoch  noch  nicht  behandelt  worden  und  scheint  Schwie- 
rigkeiten zu  bereiten. 

Eine  andere  Gruppe  von  geometrischen  Aufgaben  führt  auf  die 
Bedingung  dafür,  daß  eine  Anzahl  von  Gleichungen,  die  bereits  durch 
ein  oder  mehrere  Wertsysteme  der  Unbestimmten  identisch  erfüllt 
werden,  noch  ein  weiteres  solches  gemeinsam  haben.  Man  wendet  hier- 
für das  Mittel  der  Variation  der  Konstanten  an,  derart,  daß  die  Resul- 
tante des  variierten  Systems  nicht  mehr  identisch  verschwindet.  Das 
niederste  Glied,  das  in  der  Entwicklung  dieser  Resultante  (nach  Po- 
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tenzen  der  Variation)  von  Null  yerschieden  ist,  stellt  dann,  von  den 
durch  das  Verfahren  hereingezogenen  überflüssigen  Lösungen  durch 
Division  befreit,  die  gesuchte  Resultante  dar.  Hermite  bedient  sich 
dieses  Hilfsmittels  zur  Bildung  der  Bedingung,  daß  eine  Kurve  mehr  als 
einen  Doppelpunkt  besitzt-  Es  wird  auch  mit  Vorteil  zur  Ermittelung 
der  Koinzidenzen  von  Korrespondenzen  auf  einer  Kurve  verwendet. 

Eine  genauere  Analyse  und  eine  Vergleichung  der  erwähnten  Me- 
thoden mit  anderen  dem  gleichen  Zweck  dienenden,  die  ich  mir  hier 
versagen  muß,  würde  ihre  Kraft  und  Schmiegsamkeit  erweisen.  Han- 
delt es  sich  aber  nicht  um  die  wirkliche  Darstellung  des  Eliminations- 
ergebnisses,  sondern  nur  um  eine  Gradbestimmung,  also  um  die  Anzahl 
der  Lösungen,  so  wird  die  Algebra  auch  jetzt  noch  an  Leistungsfähig- 
keit übertroffen  von  den  bekannten  geometrischen  Abzahlungsmethoden, 
die  in  der  Mitte  der  sechziger  Jahre  und  seitdem  die  Geometrie  mit 
ihren  Abzählungsergebnissen  geradezu  überschüttet  haben;  ich  meine 
die  Charakteriatikenmethode,  das  Korrespondenzprinzip  und  neuerdings 
das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

Diese  Prinzipe  geben  an,  wie  der  Grad  der  Resultante  gewisser 
Gruppen  von  Bedingungsgleichungen  von  dem  der  letzteren  abhängt, 
wobei  auf  die  Bildung  der  Resultante  selbst  oder  gar  der  Zwischen- 
glieder und  damit  meistens  auch  auf  völlige  Strenge  der  Beweisführung 
verzichtet  wird.  Dire  Aufgabe  ist  es,  auf  den  weniger  bekannten  Ge- 
bieten der  Geometrie  durch  oft  hartes  Pionierwerk  den  rauhen  Boden 
für  die  spätere  Einzelarbeit  der  Algebra  zu  ebnen  und  zu  erschließen. 

Die  Prüfung  freüich  der  Gültigkeitsgrenzen  dieser  Prinzipe  wird 
immer  Sache  der  Algebra  bleiben.  In  dieser  Absicht  hat  für  die  Cha- 
rakteristikenformel  Glebsch  einen  Beweis  auf  die  Theorie  der  quadra- 
tischen Temarformen  gegründet,  den  später  Halphen  u.  a.  ei^^Lnzten. 
Auch  die  Korrespondenzformel  ist  vielfach  algebraisch  untersucht  worden. 
Nur  für  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl  steht  eine  algebraische 
Würdigung  noch  aus.  Ein  Urteil  darüber,  ob  und  in  welchem  Um- 
fange dasselbe  gültig  ist,  wird  nur  aus  den  allgemeinen  Grundlagen  der 
Eliminationstheorie  geschöpft  werden  können.  Auf  diese  Grundlagen 
wollen  Sie  mir  deshalb  erlauben,  noch  mit  einigen  Worten  einzugehen 


Der  Begriff  Resultante  eines  Gleichungssystems  ist  je  nach  dem 
Ausgangspunkt  verschieden  zu  fassen.  Stellt  man  nach  Poisson  die 
Resultante  aus  n+  1  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  als  symmetrische 
Funktion  der  Wurzelsysteme  dar,  die  irgend  n  unter  ihnen  gemeinsam 
haben,  so  ist,  wie  dies  z.  B.  Herr  Hadamard  tut,  der  Nachweis  zu 
erbringen,  daß  der  Endausdruck  von  der  Wahl  dieser  n  Gleichungen 
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nicht  abhängt.  Aber  auch  abgesehen  dayon  tritt  eine  Schwierigkeit 
auf^  auf  die  zuerst  Schläfli  aufmerksam  gemacht  hat.  Sie  besteht 
darin  y  daß  die  Darstellung  der  symmetrischen  Funktionen  der  n  Va- 
riabelnsysteme  keine  eindeutige  zu  sein  pflegt,  weil  Relationen  zwi- 
schen den  letzteren  bestehen.  Dem  Studium  dieser  unendlich  vielen 
Belationen  sind  für  den  FaU  n  =»  2  mehrere  Arbeiten  von  Junker  ge- 
widmet, die  von  anderer  Seite  durch  Aufstellung  eines  endlichen  Divi- 
sorensystems derselben  ergänzt  wurden.  Auch  Herr  Gordan  hat  ein 
solches  aufgestellt.  Indessen  steht  eine  jedenfalls  noch  mögliche  Re- 
duktion der  beiden  Systeme  auf  eine  geringere  Anzahl  bis  jetzt  aus. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  Resultante  legt  Bezout  ihrer  Bildung 
zugrunde^  nämlich  die,  daß  sie  ein  aus  den  Eoefflzienten  ihrer  Kompo- 
nenten gebildetes  Polynom  (von  gewissem  Grad)  ist,  das  sich  aus  eben 
diesen  Komponenten  (den  Funktionen,  aus  denen  eliminiert  wird)  linear 
und  homogen  mit  ganzen  Koeffizienten  zusammensetzen  läßt. 

Man  ist  neuerdings  auf  diesen  Ausgangspunkt  zurückgegangen.  So 
Herr  Hertens  in  mehreren  Abhandlungen  über  Elimination,  wo  die  voll- 
ständige Theorie  auf  dieser  Grundlage  aufgebaut  wird.  Daß  die  Resul- 
tante 9  als  Polynom  der  angegebenen  Art,  das  für  alle  gemeinsamen 
Verschwindungs werte  der  w  +  1  Funktionen  /J,  ^,  •'•^+i  der  Ver- 
änderlichen verschwindet,  sich  als  lineare  homogene  Funktion  dieser 
Funktionen  darstellen  läßt,  beweist  Herr  Perrin  durch  Entwicklung 
von  9  nach  gewissen  (durch  Variation  der  Konstanten  in  den  f  er- 
haltenen) ZusatzgUedem.  Solche  Polynome  existieren  (auch  bei  numeri- 
schen Koeffizienten  der  f)  immer,  wenn  die  »  +  1  Funktionen  f  nicht  w, 
sondern  n  +  1  Veränderliche  enthalten.  Dann  läßt  sich  nach  einem  Satze 
des  Herrn  Hubert  für  jede  Funktion  0,  die  für  die  Verschwindungs- 
werte  der  n+1  Funktionen  f  verschwindet,  ein  ganzzahliger  Exponent 
Q  bestimmen  derart,  daß  <^  als  lineare  homogene  Funktion  der  f  dar- 
stellbar ist.  Soll  sich  bereits  die  erste  Potenz  in  dieser  Weise  darstellen 
lassen,  so  muß  9  in  den  gemeinsamen  NuUstellen  der  gegebenen  Funk- 
tionen gewisse  Bedingungen  erfüllen,  mit  deren  Aufstellung  für  den 
Fall  von  zwei  Vahabeln  sich  bekanntlich  die  Abhandlung:  „Über  einen 
Satz''  usw.  von  Noether  und  daran  anschließende  neuere  beschäft^en. 
Eine  Arbeit  des  Herrn  Macaulay  erhebt  die  Frage  nach  der  Gestalt 
einer  Funktion,  die,  mit  einer  vorgegebenen  multipliziert,  dem  Pro- 
dukt die  gewünschte  Darstellbarkeit  verschafiFfc,  wobei  das  Verhalten 
der  gegebenen  Funktion  in  einem  Schnittpunkt  auch  durch  das  simul- 
tane Verschwinden  von  mehr  als  zwei  Funktionen  definiert  sein  kann. 
Was  den  allgemeinen  Fall  angeht,  daß  n+1  Funktionen  f  mit 
n  +  1  Variabein  vorliegen,   die  jedoch  nur  für  diskrete  Wertsysteme 
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zugleich  TerBchwinden^  so  hat  die  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit 
einer  Funktion  d>  als  linearer  Funktion  derselben  Herr  König  in 
seinem  Werk  über  algebraische  Größen  angegeben. 

Das  früher  erwähnte  geometrische  Beispiel^  daß  drei  Flachen  sich 
außer  in  diskreten  Punkten  noch  in  einer  Kurve  schneiden,  bezeichnet 
ein  Vorkommen,  das  die  Theorie  der  Elimination  bereits  mehrfach  be- 
schäftigt hat  und  wohl  noch  viel  beschäftigen  wird.  Schon  Gayley 
weist  in  der  Abhandlung:  on  curves  which  satisfy  given  conditions  auf 
die  Möglichkeit  hin,  daß  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  in  der 
Weise  voneinander  abhängen  können,  daß  sie  alle  (außer  für  diskrete 
Wertsysteme)  noch  für  die  Punkte  von  Mannigfaltigkeiten  höherer  Di- 
mension —  die  unbestimmten  als  Koordinaten  in  einem  Baume  von 
n  Dimensionen  gedeutet  —  verschwinden. 

Einer  systematischen  Darstellung  aller  möglichen  Fälle,  d.  h.  aller 
einem  gegebenen  Gleichungssystem  gemeinsamen  Lösungen  tritt  aber 
erst  Kronecker  näher  in  seiner  Festschrift:  Arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  (Größen.  Seine  Methode  beruht  auf  der  wiederholten  Eli- 
mination von  einer  unbekannten  aus  zwei  Gleichungen  (die  er  übrigens 
durch  das  Euklidische  Teiler -Verfahren  vollzieht).  Er  befreit  näm- 
lich zunächst  die  gegebenen  Funktionen  der  n  „Unbestimmten''  oder 
Variabein,  wie  ich  mir  zu  sagen  erlauben  werde,  von  einem  etwa  vor- 
handenen gemeinsamen  Teiler,  bildet  aus  den  so  vorbereiteten  Funk- 
tionen zwei  Uneare  Kombinationen  mit  unbestimmten  Koeffizienten  und 
eliminiert  aus  diesen  eine  der  Variabein;  dann  bilden  die  Faktoren  der 
Koeffizientenprodukte,  einzeln  gleich  NuU  gesetzt,  ein  neues  System 
von  Gleichungen,  die,  von  ihrem  größten  gemeinsamen  Faktor  befreit, 
zu  zwei  neuen  linearen  Kombinationen  zusammei^efaßt  werden  usf.  Die  so 
der  Reihe  nach  gewonnenen  größten  gemeinsamen  Teiler,  die  erst  n,  dann 
n  —  1,  dann  n  —  2,  ...  2, 1,  0  Variable  enthalten,  nennt  Kronecker 
Teilresolventen  und  ihr  Produkt,  das  den  ganzen  Inhalt,  und  nur  den 
Inhalt  von  dem  darstellt,  was  das  vorliegende  Gleichungssystem  Ge- 
meinsames an  Lösungen  besitzt,  die  Gesamtresolvente.  Diese  Begriffs- 
bildungen hat  Herr  König  noch  durch  den  der  Multiplizität  ergänzt, 
d.  h.  der  Vielfachheit,  in  der  jede  Teilresolvente  auftritt.  —  Von 
etwaigen  ZußUigkeiten,  die  von  einem  besonderen  Verhalten  der  Lö- 
sungssysteme gegen  das  Koordinatensystem  der  n  Variabebi  herrühren 
können,  befreit  man  sich,  indem  man  ganze  lineare  Funktionen  der 
Vaiiabeln  an  deren  Stelle  einführt. 

Macht  man  nun  noch  homogen  und  führt  statt  der  von  Kro- 
necker angewandten  ganzen  Substitutionen  linear  gebrochene  ein,  um 
auch  diejenigen  Besonderheiten  auszuschalten,  die  mit  dem  Verhalten 
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gegen  das  Unendliche  zasammenhängen;  verwendet  man  damit  in  Zu- 
sammenliang,  wie  Herr  Mertens,  statt  der  unbestimmten  Multiplikatoren 
ganze  Funktionen  von  passendem  Grad  mit  noch  unbestimmten  Koeffi- 
zienten^ so  wird  keine  noch  so  spezielle  Verfügung  über  die  noch 
willkürlichen  Koeffizienten  der  gegebenen  n  Funktionen  weder  an  der 
Ordnung  der  Teilresolventen  hinsichtlich  der  Variabein  noch  an  deren 
etwaiger  Multiplizität*)  etwas  ändern,  wenn  man  hierbei  nur  auf  solche 
besonderen  Wertsysteme  verzichtet,  für  welche  eine  der  Teilresolventen 
identisch  verschwindet. 

Man  kann  von  diesem  Umstände  bei  geometrischen  Abzahlungen, 
sofern  sie  in  Gradbestimmungen  bestehen,  Nutzen  ziehen.  Denn  inner- 
halb der  durch  das  identische  Verschwinden  der  Gesamtresolvente  ge- 
steckten Grenzen  kann  nach  dem  Gesagten  eine  Ausartung  der  zum 
Schnitt  gebrachten  geometrischen  Mannigfaltigkeiten  eine  Änderung 
insbesondere  des  Grades  der  Schnittgebilde  nicht  bewirken.  —  So  kann 
man  z.  6.  ohne  weiteres  auf  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  drei 
Flächen  aus  dem  Sonderfall  solcher  Flächen  schließen,  die  in  Ebenen 
zerfallen,  wenn  die  Flächen  keine  Kurve  gemeinsam  haben. 

Im  allgemeinen  wird  jedoch  nicht,  wie  in  diesem  Beispiel,  der 
Grad  des  Schnittgebildes  von  den  Graden  der  Komponenten  allein  ab- 
hängen. Vielmehr  bestehen  in  dem  Fall,  daß  Schnittgebilde  von 
höherer  Dimension  auftreten,  zwischen  den  Komponenten  gewisse 
Relationen,  durch  welche*  dieselben  näher  charakterisiert  werden,  und 
die  bei  aUen  Wertänderungen  der  Koeffizienten  bestehen  bleiben 
müssen.  Es  sind  hiemach  nur  Sonderwerte  der  Koeffizienten  nach 
Maßgabe  jener  Relationen:  mit  einem  Worte  nur  Ausartungen  zulässig, 
wenn  die  Gradzahlen  der  Schnittgebilde  sich  nicht  ändern  sollen. 
Diese  Gh-adzahlen  hängen  übrigens  mit  denjenigen  Zahlen  zusammen,  die 
Herr  Hilbert  charakteristische  Funktionen  nennt.  Die  charakteristische 
Funktion  eines  Gebildes  gibt  die  Anzahl  der  Bedingungen  dafür  an, 
daß  irgend  eine  allgemeine  Mannigfaltigkeit  von  genügend  hohem  Gh*ade 
das  Gebilde  ganz  enthält. 

Für  eine  Baumkurve  z.  B.  gehen  in  die  charakteristische  Funktion 
ihre  Ordnung  und  ihr  Rang  (oder  besser  gesagt:  die  Zahl  ihrer  schein- 
baren Doppelpunkte)  ein.  Von  diesen  beiden  Zahlen  allein  hängt  an- 
dererseits die  Zahl  der  diskreten  Schnittpunkte  ab,  die  drei  durch  eine 
und  dieselbe  Raumkurve  gehende  Flächen  außerhalb  derselben  gemein- 

*)  Von  der  Unterscheidung  verschiedener  Faktoren  derselben  Teikesol- 
vente,  die  durch  Eonstonten&ndenmg  ineinander  übergehen  könnten,  muß  dabei 
freilich  abgesehen  werden. 
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sam  haben;  also  der  Grad  ihrer  TeilreBolyente  erster  Dimension,  wobei 
übrigens  die  Raumkurve  auch  noch  wirkliche  Doppelpunkte  haben  kann. 
Nach  dem  Gesagten  lassen  sich  nun  auch  diese  Flächen  durch 
Ebenensjsteme  ersetzen^  die  diesmal  aber  ein  System  von  Geraden  ge- 
meinsam haben  müssen^  welches  die  gleiche  Ordnung  und  die  gleiche 
Anzahl  von  scheinbaren  Doppelpunkten  wie  die  Raumkurve  besitzt.  So 
erhebt  sich  die  Frage^  ob  jede  allgemeine  algebraische  Raumkurve  durch 
besondere  Wahl  der  Konstanten,  von  denen  sie  abhängt,  in  ein  System 
von  Geraden  überführbar  ist,  eine  Frage,  die  vor  einigen  Jahren  von 
der  Dänischen  Akademie  der  Wissenschaften  gestellt  wurde^  auf  die 
einzugehen  aber  hier  nicht  der  Ort  ist. 

Da  bei  Ausartungen,  die  keine  der  Teilresolventen  zum  identischen 
Verschwinden  bringen,  die  Gradzahlen  erhalten  bleiben,  so  ist  mit  dieser 
Einschränkung  nach  dem  Gesagten  auch  das  Prinzip  der  Erhaltung 
der  Anzahl  anzuerkennen.  Gewisse  zu  falschen  Ergebnissen  führende 
Anwendungen,  die  jüngst  gegen  dasselbe  geltend  gemacht  wurden,  be- 
treffen, soweit  es  sich  überhaupt  um  Gradabzahlungen  handelt,  eben 
solche  FäUe,  für  die  eine  der  Teilresolventen  identisch  Null  wird*). 
Daß  übrigens  die  von  Herrn  Schubert  mit  Hilfe  seines  Prinzips  be- 
stimmten Anzahlen  des  Strahls  richtig  sind,  zeigt  deren  Prüfung  auf 
algebraischer  Grundlage^  worüber  demnächst  Herr  Caspar  in  den  Mathe- 
matischen  Annalen  berichten  wird. 

Diese  Ausführungen  wollten  bloß  den  Standpunkt  bezeichnen^  von 
dem  aus,  nach  Ansicht  des  Referenten,  der  Algebraiker  die  in  Rede 
stehende  Frage  zu  beurteilen  hat.  Ermutigend  sind  zwar  die  Ergeb- 
nisse nicht.  Denn  es  wäre  streng  genommen  in  jedem  Falle  besonders 
zu  prüfen,  ob  die  erhobenen  Forderungen  auch  wirklich  erfüUt  sind; 
namentlich  welche  Teilresolventen  von  dem  identischen  Verschwinden 
auszuschließen  sind,  und  wie  die  Gradzahlen  derselben  mit  den  Cha- 
rakteren der  Schnittgebilde  zusammenhängen.  Auch  die  Berücksich- 
tigung von  Gh^nzlagen  kann  sich  als  notwendig  erweisen. 

Der  Geometer  aber  wird^  unbekümmert  um  diese  Vorsichtsmaß- 
regeln, nach  wie  vor  sich  des  Prinzips  mit  Gewinn  für  die  Wissen- 
schaft bedienen  können^  wenn  ihn  ein  gewisser  geometrischer  Takt  leitet, 
und  eine  verhältnismäßig  einfache  Sachlage  Fehlgriffen  begegnet. 

Lassen  Sie  mich  hiermit  diese  flüchtigen  Bemerkungen  zu  den 
jüngsten  Fortschritten  der  Eliminationstheorie  schließen.  Man  verdankt 
diese  Fortschritte,  es  kann  nicht  geleugnet  werden,  einem  Eingreifen 


^  8.  die  Note  von  Herrn  8.  Eohn  „Über  das  Prinzip  der  Erhaltimg  der 
Anzahl'«,  Arch.  fOr  Math,  und  Phys.  (8),  4,  1902,  8.  812. 
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der  Arithmetik  und  der  Formentheorie^  nachdem  die  Anregung  zum  Aus- 
bau der  Eliminationsmethoden  lange  Zeit  fast  ausschließlich  von  der 
Geometrie  ausgegangen  war.  Aber  solche  Übergänge  bringt  der  Zug 
einer  gesunden  Entwicklung  immer  mit  sich. 

Eine  halbhundertjährige  Periode  des  Aufschwungs  der  algebraischen 
Geometrie  ist  vorüber.  Die  Geometrie  sucht  neue  Beziehungen ,  und 
eine  jüngere  Generation  widmet  sich  der  Erforschung  ihrer  Grundlagen 
und  vielgestaltigen  den  Krümmungseigenschaften  der  Gebilde  geltenden 
Untersuchungen.  Der  Wechsel  aber  hat  auch  für  den  einzelnen  Wissen- 
schaftszweig seine  Berechtigung;  auf  eine  Periode  der  Blüte  folgt  wohl 
ein  Siillstand;  eine  Zeit  der  Sammlung  und  des  AbrechnenS;  wo  das 
Minderwertige  zurücktritt.  Das  Wertvolle  aber  wird  innerlich  weiter 
keimen^  um  von  späteren  Generationen  zu  neuem  Leben  erweckt  zu 
werden. 


The  intersections  of  plane  curves,  with  extensions  to 
9^-dimensional  algebraic  manifolds. 


Von 
F.  S.  Macaulay  aus  London. 


Note.  In  the  following  paper  §§  1 — 7  contain  a  general  outline  for 
Space  of  n  dimensions;  §§  8,  9  summarize  tbe  properties  wbich  bave  been 
proyed  for  tbe  plane;  and  §  10  discusses  extensions  of  §  9  to  n-dimensional 
Space.  It  is  recommended  tbat  §§  1 — 4,  8 — 10  sbould  be  first  read;  §§  4a — 7 
are  difßcult  and  §  6  is  largelj  conjectural. 

Explanations  of  tbe  following  terms  will  be  found  in  tbe  articles  in- 
dicated:  —  linear  (or  ;gr-)equations  of  a  manifold  (-3f),  intersection,  in  §  1; 
prime  equation  and  derivates,  ^-equations,  in  §  3;  base-point,  multiplicity, 
^set  point,  in  §  4  (v.  also  §§  6,  8);  degree  of  ^-equation  and  iS- equation 
in  §  4a;  proper  multiple  and  non-multiple  manifolds  in  §  6;  independent 
curves  tbrougb  a  point  in  §  9,  IV;  base-point«  residual  witb  respect  to  a 
one-set  point  in  §  9,  V;  residual  base-points  on  a  base-curve  in  §  9,  VTI; 
defect  and  excess  of  a  given  series  of  base-points  in  §  9,  Vlil. 

Examples  of  tbe  linear  equaüons  of  base-points  are  given  in  §  1  (Foot- 
note),  §  4  (end),  and  §  10  (exs.  1,  3,  4). 

1.  The  general  problem  with  which  the  theory  of  intersections  iß 
connected  is  a  weU  known  one  which  has  been  attacked  in  a  variety 
of  ways.  If  M^jM^y'*'^  Mf^  are  h  given  integral  non-homogeneous 
polynomials  in  n  independent  variables  x^yX^^'-yX^,  what  are  the  con- 
ditions  that  mnst  be  satisfied  by  a  polynomial  M  in  order  that  we 
may  have 

-af=ilfiXi+  ...  +  Jf.X,,  or  M=0  (mod.  Jf^,  Jf,,  •••,  J»0, 
where  X^,  X,,  ••.,  X^^  are  nndetennined  polynomials?  The  particular 
aspect  of  the  problem  with  which  this  paper  is  concemed  is  the  con- 
sideration  of  the  linear  equations,  or  Systems  of  linear  equations,  which 
the  coefficients  of  M  must  satisfy.  We  shall  call  these  the  linear 
equations*)  of  the  manifold  {M\  which  is  the  intersection  of  the  h 
manifolds  Jtfj  =  Jf^  =  •  •  •  =  Jf^^  =»  0. 

*)  ThuB  tbe  linear  equations  of  a  manifold  {M)  are  the  equations  satisfied 
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An  investigation  of  the  properties  of  the  linear  equations  of  the 
manifold  (M)  offers  a  point  of  attack  in  the  theory  of  modular  Systems 
which  seems  to  have  been  wholly  neglected  by  the  foUowers  of  Kro- 
necker; notwithstanding  that  the  questions  raised  force  themselyes  into 
notice^  especially  in  connection  with  Noether's  fundamental  theorem 
and  its  extensions*).  It  may  be  claimed  from  the  evidence  given  below 
that  the  investigation  is  one  of  considerable  importance;  it  rests  at  the 
outset  on  very  simple  ideas;  the  theorems  to  which  it  leads  are  of  the 
highest  degree  of  generality;  and  it  yields  results  which  are  not  ob- 
tainable  by  the  usual  theory,  from  which  it  differs  by  giving  fall  play 
to  the  algebraic  conception  of  multiplicity.  Thus  the  manifold  (M) 
is  to  be  regarded  from  the  point  of  view  of  its  total  algebraic  content, 
each  proper  manifold  which  forms  part  of  (M)  having  a  definite  multi- 
plicity in  (M),   a  proper  non-multiple   manifold   of  (M)  being  one 


by  the  coef&cients  of  a  polynomial  M  which  express  the  conditions  that  the 
manifold  M  =  0  contains  the  manifold  (AT).  We  assnme  that  the  degree  d  of  M 
is  giren,  as  the  number  of  independent  linear  equations  of  {M)  increases  in  gen- 
eral  with  the  degree  of  the  polynomial  M  whose  coefficients  have  to  satisfy  the 
equations. 

The  linear  equation  of  an  ordinary  point  a^y  cl^,  •  -  -y  ^n  ^^^  the  linear  mani- 
fold «0  +  ^1  ^1  +  •  "  +  ^n^«  *=  ^  ifl  ^0  +  ^1  ^1  +  •  •  •  +  «n^«  =  ^i  ^^^  f^^  the 
manifold  ZzpqrXi^x^^x/ ^^  0,  of  degree  d,  is  Za^^a^a^*' Zpqr  ^^  ^^  where 
p  -{•  g,  •\-  T  ^d.  An  ordinary  point  has  only  one  linear  equation,  all  its  deri- 
▼ates  (§  8)  Eeing  the  same  as  the  original  or  prime  equation. 

*)  Since  writing  this  paper  Professor  Noether  and  Professor  Brill  have 
kindly  drawn  my  attention  to  the  recently  published  „Einleitung  in  die  allgemeine 
Theorie  der  algebraischen  Gröfien^^  by  Julius  König  (B.  G.Teubner,  Leipzig,  1903). 
This  work,  remarkable  for  its  precision  and  comprehensireness  and  the  large  ad- 
ditions  it  makes  to  the  subject,  contains  a  much  desired  proof  of  the  extension 
of  Noether's  theorem  to  the  case  of  A;  polynomials  ilfj,  ilf,,  •  •  •,  ilf;^  in  X;  yariables 
when  {M)  is  of  zero  dimensions,  i.  e.,  when  the  equations  M^  «»  M^  s»  . . .  =  Mjg  ^^  0 
have  only  a  finite  number  of  Solutions.  I  assume  throughout  my  paper  a  still 
further,  and  what  I  regard  as  a  fundamental,  extension,  viz.,  to  the  case  of  k  poly- 
nomials in  n  rariables,  where  k'^n.  The  theorem  is  that  if,  for  each  and  every 
finite  point  of  intersection  of  Mj^  M^=^  •  --  =:  Mj^  ^^  0  taken  as  origin,  a  given. 
polynomial  M  can  be  expressed  in  the  form  JtfiPj  +  •  •  •  +  ^t-P*»  where 
Pj ,  P, ,  •  •  • ,  P;t  *^ö  undetermined  integral  power  series ,  then  Jlf  ^  0  (mod. 
Jlf, ,  3f, ,  •  ■  •,  Mj^.  The  theorem  can  be  finally  extended  so  as  to  be  free  of  all 
restrictions  with  respect  to  (M\  A;,  or  n.    It  is  sufficient  that  M  should  be  of  the 

form  üf^  P,  -}- h  ^k^k  ^  f^  ^  terms  of  a  certain  finite  (but  it  may  be  very 

high)  degree  for  a  Single  point  taken  as  origin  within  each  proper  manifold  of 
(M%  a  point  which  is  common  to  several  proper  manifolds  of  (üf)  serving  for  aU 
of  them. 

A  precise  definition  of  what  I  have  called  the  usual  conception  of  multiplic- 
ity in  §  4  below  is  given  in  the  „Einleitung  .  .  .",  Chap.  VI.,  §  16,  p.  808. 
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wloLOse  mnltiplicity  is  1.  Tke  intersection  of  any  nmnber  of  manifolds 
{M)j  (N), '  •  •  has  the  same  meanlng  as  the  greatest  common  part,  or 
Ä  C.  F,,  of  the  modnlar  Systems  M,  N,-  -  -,  i.  e.,  the  intersection  of 
(Jf)  and  (N)  is  (S),  where  H=  0  (mod.  Jf^,  M^,  -  -  •,  N^,  N^,  •  •  •).  The 
proper  manifolds  of  {H\  if  there  be  more  than  one^  are  partial  inter- 
sections  of  (M)  and  (N)]  and,  in  particular,  an  isolated  point  of  (fl) 
is  the  intersection  of  (M)  and  (N)  at  that  point,  which  may  be  of 
any  degree  of  mnltiplicity. 

2.  The  intersection  problem.  The  qnestion  of  the  number  of 
linearly  independent  polynomiais  M  of  given  degree  d  which  contain  (M), 
i.  e.  which  are  of  the  form  M^  X^  +  •  •  •  +  M^X^^  is  (with  some  exten- 
sive limitations)  solved  by  Hilbert.*)  This  qnestion  leads  to  the  con- 
sideration  of  the  general  solntion  of  the  eqnation 

and  abo  of  the  System  of  eqnations 

where  X^^X^,  •*  •,  X^  are  the  unknowns.   The  latter  System  of  eqnations 
is  precisely  of  the  same  character  as  the  System 
MuX,  +  ...+M„,X„^0    (moi.  M,,M„.;M^,    (i  =  l,  2,  •■-,0, 
since  this  new  system  reqnires  only  that  the  coefßcients  of 

MuX,  +  -..  +  M„,X^        (»-1,2,. ..,0 
should  satisfy  the  linear  eqnations  of  {M). 

The  problem  of  the  solntion  of  the  last  system  of  eqnations  re- 
dnces  to  what  may  be  called  the  problem  of  the  theoiy  of  intersections 
if  we  pnt  wt « 1.  Writing  X  for  X^,  and  N^  for  JK^^,  the  system  of 
eqnations  becomes 

XiV;  =  0    (mod.Jlf„Jlf„-..,JlQ,        (i=-l,2,...,0; 
or  XN^O    (mod.  JMi,  Jf„...,Jlf4), 

where  N  =  0    (mod.  N^,  iV,,  •  • .,  N^) . 

Expressed  in  words,  this  problem  is  to  find  the  most  general  modnlar 
System  X  whose  prodnct  with  a  giyen  modnlar  System  N  contains  a 
giyen  modnlar  system  M,  or  to  find  the  simplest  algebraic  manifold  (X) 
which  in  composition  with  {N)  inclndes  (JHf);  for,  as  Hilbert  has 
shown  (1.  c),  the  general  Solution  is  X  =  0  (mod.  X^,  Xj,  •••),  where 
X^,  Xji,  •-•  are  a  finite  nnmber  of  particnlar  solntions  of  X 

*)  f,Über  die  Theorie  der  algebraischen  Formen",  Math.  Ann.,  B.  36  (1890). 
The  limitations  are  1)  that  d  has  a  sufficiently  high  value,  and  2)  that  the  poly- 
nomiais are  homogeneons,  which  is  eqnivalent  to  the  lestriction  that  Jlf ^  X, ,  •  •  > ,  Jlf;^  Xj^ 
are  all  to  be  of  degree  d. 
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Tke  apparently  most  natural  way  to  set  about  finding  X  is  first 
to  find  the  linear  equations  of  {M)  from  which  the  linear  equations 
of  (X)  can  be  immediately  deduced  (§  3)^  and  then  to  solye  the  linear 
equations  of  (X).  Thus  there  are  two  conyerse  problems  to  consider, 
corresponding  to  the  two  wajs  in  which  a  manifold  (üf)  may  be  given*, 
either  the  polynomials  which  determine  (M)  are  giyen,  in  which  case 
it  is  required  to  find  its  linear  equations;  or  the  linear  equations  of  (M) 
are  giyen,  in  which  case  it  is  required  to  solye  them  so  as  to  find 
the  polynomials  which  determine  it.  This  paper  does  not  deal  with 
the  second  problem,  and  goes  only  a  little  way  towards  solying  the 
first.  The  Solution  of  the  first  will  suggest  methods  of  attacking  the 
second.  The  giyen  System  of  linear  equations  must  first  be  resolyed 
into  equiyalent  proper  Systems,  corresponding  to  proper  manifolds.  The 
corresponding  modular  Systems  must  then  be  found,  and  then  the 
modular  System  containing  them  all,  i.  e.  their  L,  C.  M. 

3.  The  character  of  the  linear  equations  of  a  manifold. 
We  shaU  suppose  that  there  are  only  three  yariables  x^yX^yX^,  as  the 
extension  to  any  number  of  yariables  or  dimensions  inyolyes  for  the 
most  part  no  new  principle.     Let 

M^ «  Za^^rX^Px^^x/        {i  -1,2,...,  Tc) 
and 

M  « i:a^^^x^x^x{  =  0        (mod.  Jf^,  AT,,  •  • .,  Jf^). 

Suppose  ^tpqr^pqr"^  0  to  be  any  linear  equation  of  (-Sf),  i.  e.  any  equa- 
tion  satisfied  identicaUy  by  the  coefficients  z  of  M,  the  ('s  being 
constants  in  which  no  arbitrary  parameters  are  inyolyed.  Then,  since 
this  equation  is  a  consequence  of 

Jf  =  0        (mod.  Jfi,  Jf„  . . .,  JIQ, 

and  since   ilf=0  requires  at    the   same   time   that   x^oo^x^M^Oy 

or  2;j9^^^a:i'»+' V'*""^'"*'"  =  ^y 

we  haye 

where  Z,  «n,  n  are  any  positiye  integers,  the  summation  sign  E  refer- 
ring  only  to  p, ;,  r.  There  is  no  limit  to  the  yalues  of  Z,  m,  n;  and, 
if  the  origin  is  not  within  the  manifold,  the  g's  must  form  an  infinite 
eeries,  ^^^  being  in  that  case  a  fanction  of  p,  g,  r.  Thus  eyeiy  linear 
equation  ^Ipqr^pqr  =  ^  inyolyes  an  infinite  number  of  deriyed  equa- 
tions (or  deriyates),  yiz.,  ^Ip^i^q^m.r-k-n^pqr'^  ö?  ^^  which  the  equation 
^^p^r^pqr'^^  is  the  Bource  (or  prime  equation),  where  Z,  w,  n  are 
any  positiye  integers,  fixed  for  one  deriyate. 
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Hence  the  characteristic  property  of  any  System  of  linear  equa- 
tionB  of  a  manifold  is  that  the  deriyates  of  any  equation  of  the  System 
are  all  induded  in  the  System.  Any  given  System  of  equations  of 
this  character  is  a  System  of  linear  equations  of  a  manifold. 

In  a  given  System  of  linear  equations  we  need  (for  many  purposes) 
only  consider  the  prime  equations;  and  we  may  either  reduce  the 
number  of  these  to  a  minimum^  or  what  would  appear  to  be  more 
usefuly  bring  them  to  Standard  forms  corresponding  to  proper  manifolds. 

All  equations  Z^^^g^^^^O  satisfied  identicaUy  by  the  coefficients 
of  M  are  also  satisfied  by  the  coeMcients  of  each  one  of  the  polynom- 
ials  Jfj,  M^f  •••,  Mj^,     Hence  we  have 

-2^<rW-o,      2:<ve,^^,^^,^,  =  0,      (*  =  1,2,  ■..,*). 

Conversely,  provided  the  g's  satisfy  aU  these  equations  (which  we 
shall  call  the  g-equations)^  the  coefficients  of  M  satisfy  the  cor- 
responding linear  or  ;?- equations^  viz. 

and  there  are  no  equations  satisfied  by  the  z's  which  are  not  obtainable 
in  this  way. 

When  the  number  of  ^b  is  infinite  a  direct  Solution  of  the  g- 
equations  is  impossible;  and  the  yalues  of  the  ^'s  must  be  sought  in 
some  other  way,  as  iUustrated  in  §  5  (ex.  3)  and  §  7  (exs.  4,  5).  The 
number  of  jt's  is,  howeTer,  finite,  so  that  the  linear  or  xr- equations  are 
manageable  if  the  g's  are  known. 

By  making  the  coefficients  of  XN^  (i=  1,  2,  •  •  -,  l)  satisfy  the  equa- 
tion 2^Sp5r^^9r  =  0  (v.  §  2),  we  obtain  l  similar  equations  for  the  coef- 
ficients of  Xy  viz. 

^o;?irxr„.  =  0       (i-l,2,...,0; 

and  to  the  derived  equation  ^tp^i^q^m,r-\-H^pqr^^  corresponds  the  l 
deriyed  equations 

-2^öi*V*,?  +  m,r  +  n^i»}r  =  0  (t  —  1,  2,  •  •  •,  Z). 

Thus  to  each  prime  equation  of  (Jf )  correspond  l  prime  equations 
of  (X);  but  some  of  these  may  be  identities,  and  others  may  be  in- 
cluded  in  the  rest  and  their  deriyates. 

4.  Base-points.  A  speciaUy  important  case  is  that  in  which  (M) 
is  of  zero  dimensions,  i.  e.  consists  of  a  finite  number  of  isolated  points. 
Each  of  the  points  is  caUed  a  base-point,  and  is  itself  a  manifold, 
with  a  definite  System  of  linear  equations,  the  totality  of  which  make 
up  the  linear  equations  of  {M).  Points  at  infinity  may  be  disregarded 
as  they  supply  no  equations  for  (M).    A  base-point  diflfers.  from  any 
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other  manifold  in  that  it  has  a  finite  and  definite  number  of  indepen- 
dent  linear  equations.  If  each  base-point  of  (Jf)  is  one-set,  i.  e.  has 
a  Single  prime  linear  eqaation  (y.  §  10^  I)^  then  a  Single  prime  linear 
equation  can  be  obtained  for  (itf)  by  simply  adding  the  prime  linear 
eqnations  of  its  several  base-points.  The  linear  equations  of  any  proper 
manifold  in  respect  to  polynomials  of  degree  d  are  the  linear  eqnations 
of  a  base-point  of  sufficiently  high  multiplicity  chosen  anywhere  out 
of  the  manifold. 

A  base-point  situated  at  the  origin  has  a  further  distinctive  prop- 
erty,  riz.,  that  the  ^s  corresponding  to  it  are  finite  in  number,  every 
^^^  whose  degree  p  +  q  +  r  exceeds  a  certain  finite  limit  being  zero. 
With  this  restriction  the  g's  may  have  any  constant  values,  and  the 
base-point  may  haye  any  finite  number  of  prime  linear  equations.  The 
inear  equations  of  the  base-point  do  not  include  any  0^^^  whose  degree 
p  +  q  +  r  exceeds  the  limit  mentioned  above,  i.  e.  they  do  not  include 
any  partial  differential  coefficients   of  M  aboye  a  certain  finite  order, 

t^—*  being  the  value  of  — — -  at  the  origin. 

The  linear  equations  of  a  base-point  are  to  be  understood 
as  referred  to  the  point  as  origin,  unless  the  contrary  is  stat- 
ed.    They  may  be  written  in  either  of  the  two  forms 

-S^S^'^r^pjr-O,  2;g;V..,  +  »Hr  +  »«,,r-0,  (t  -  1.  2,  •  •  •,  «); 

or 

^6^'^^«r  =  0,         ^CVif^.^,-^,-.  =  0,         (« - 1, 2, .  •  •,  0, 

where  ^_p_|^g_^^_^  is  zero  if  any  one  of  the  integers  _p  — /,  q-^m,  r  —  n 
is  negative.  The  latter  form  is  generaUy  preferable,  but  is  only  suitable 
for  cases  in  which  there  are  only  a  finite  number  of^s  (t.  §5,.eXv3) 
which  do  not  yanish.   (For  ezample,  the  deriyates  of  the  prime  equaition 

The  linear  equations  of  the  same  base-point^  when  situated  at  the 
point  «1,04,03,  in  reference  to  a  manifold  M ^  S m^^^x^^ x^^ x{  ^  0  of 
degree  d,  are 

y    gy,r        a^-^g-^'-itf  ^      y tp,r gp-l  +  g-m  +  r-.njf 

^^P^q^^^daJ'da^^da/^  '  ^ P-^'q-'ni\T--n\^aJ^'da^^^da/-''  ' 
where  i  =*  1,  •  •  •,  t,  and   — - — - — -  denotes  the  yalue  of 


at  the  point  a^o,,«..   ^-H'^vaa.'  a«,'ava< 

The  multiplicity  of  a  base-point  is  defined  as  the  total  number 
of  independent  linear  equations  corresponding  to  it.  This  definition  is 
consistent  with  the  usual  conception  of  multiplicity  of  a  Solution  in 

yerh.  d.  lU  Intenuit.  Matheut-Kongr.  Heidelberg  1904.  19 
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the  case  of  two  equaidons  for  two  unknownSy  and  sIbo,  I  beUeve,  in 
the  case  of  n  equations  for  n  unknowns.  It  is  not  howeyer  confined 
to  these  cases^  as  it  applies  equally  to  the  case  of  k  equations  for  n 
unknowns  when  k>n  (v.  §  10,  ex.  3). 

A  t'Bet  point  is  a  base-point  whicb  has  t  prime  linear  equations, 
no  one  of  whicb  is  deducible  from  the  rest  and  their  deriyates. 

The  prime  linear  equations  of  a  base-point  at  the  origin  may  be 
any  equations  whateyer  of  finite  degree,  the  whole  System  of  equations 
of  the  base-point  consisting  of  the  prime  equations  and  all  their  deri- 
yates. A  plane  curye  with  a  multiple  point  of  order  k  cannot  contain 
any  ^set  point  thereat^  where  t>k  (1.  c.  3,  Footnote  §  8);  and  contains 
the  Ä-set  point,  or  ordinary  A*-point,  ^^.j^o  =*  ^*-«,i  -=•••  —  ^o,*-i ""  ^y 
whicb  is  the  intersection  of  the  A;  + 1  curyes  a;i*«a:i*~*a:i«---«=a:i*  — 0. 
The  ordinary  A;- point  is  contained  in  the  one-set  point  sfjt^t.k-i  —  ®' 
Any  ^-set  point  wbose  prime  equations  are  of  degree  ^d  ib  dearly 
contained  in  the  ordinary  (d  +  l)-point,  and  also  in  the  one-set  point 
if^^ . .  —  0.  The  prime  equation  of  the  base-point  at  the  origin  on  the 
curye  x^  *-  a^x^^  +  a^x^  +  *  •  •>  of  multiplicity  ^  +  1,  is  found  by  sub- 
stituting  for  x^  in  ^z^^x^x^  »  0  and  equating  the  coefßcient  of  x^ 
to  zero,  i.  e.,  it  is 

where  «  —  ffi  +  ft  +  •  •  •  +  J^. 

4a.^)  To  find  the  linear  equations  of  a  base-point  common  to 
M^yM^^'^'jM^  situated  at  the  point  01,0^,03,  we  first  transfer  the 
origin  to  the  point,  by  substituting  x^-\'  a^j  ^9  +  ^y  ^s  +  ^  for 
^u^9^  ^  ^\j  ^ty'  "y^k-  W®  *^®^  ^orm  the  J-equations  corre- 
sponding  to  Jf^,  Jtf,,  •  •  -,  Jf^  referred  to  the  new  origin,  yiz. 

-SöÄr  W  -  0'  ■2?<r5,  +  ^,  +  «..  +  .  -  0,  (i  -  1,  2,  .  .  .,  i). 

We  define  the  degree  of  a  %-  (or  £r-) equation  as  the  lowest  (or  highest) 
degree  of  any  g  (or  z)  occurring  in  that  equation.  Thus  no  g-equation 
is  of  zero  degree,  since  a|^  yanishes;  and  the  degree  of  the  g- equation 
-2?«llir^+i,^+«,r+ii="0iö  *  +  ^+*^+^  ^  ^^  origin  is  a  multiple  point 
of  Order  h  on  M^.  The  whole  System  of  g-equations  must  be  arranged  in 
sets,  each  set  comprising  all  equations  of  the  same  degree  and  being  one 
degree  higher  than  the  preyious  set.  The  equations  must  then  be  modified 
so  that  the  terms  of  lowest  degree  in  any  one  set  are  all  linearly  inde- 
pendent.    This  modification  consists  in  remoying  as  many  equations  as 

*)  For  faller  detailfl  of  the  method  of  this  ariicle,  see  1.  c.  4,  Footnote  §  8. 
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poBsible  out  of  any  sei  into  sets  of  higher  degree.  When,  after  fdlly 
carrying  out  the  process  of  modification,  we  arriYe  at  a  set  of  de- 
gree d  Gontaining  as  maiiy  equations  as  there  are  ('s  of  degree  dy  viz. 
^(d  +  l){d  +  2),  we  may  assume  that  all  g's  of  degree  '^d  vanish. 
K  there  is  no  set  of  degree  d  containing  \(d  +  l)  (d  +  2)  equations, 
then  the  intersection  of  Miy  M^,  •  •  -,  M^  at  the  origin  is  a  base-point 
of  infinite  multiplicity,  i.  e.  M^,  M^,-  -  *y  Mj^  have  a  carve  or  higher 
manifold  in  common  which  contains  the  origin. 

The  modified  g-equations  can  then  be  solyed  in  such  a  way  as  to 
find  the  independent  prime  linear  equations  of  the  base-poini  To  ex- 
piain  how  this  is  accomplished  we  will  suppose  first  that  all  the  prime 
linear  or  ;9-equations  haye  been  found.  Any  Solution  of  the  g-equa- 
tions  giyes  the  coefficients  of  a  j?-equation,  and  the  coefficients  of  any 
ier-equation  (prime  or  deriyate)  form  a  Solution  of  the  g-equations.  We 
arrange  the  prime  jer- equations  and  aU  their  deriyates  in  sets,  each  set 
comprising  aU  equations  of  one  degree  and  being  one  degree  lower 
than  the  preyious  set,  while  the  first  set  is  of  degree  d  —  1.  We  then 
modify  them  in  a  similar  way  to  the  g-equations  so  as  to  reduce  the 
number  of  equations  in  each  set  to  a  minimum,  by  remoying  as  many 
equations  as  possible  out  of  any  set  into  sets  of  lower  degree.  The  coef- 
ficients of  the  modified  System  of  jp- equations  must  then  giye  the  total 
number  of  independent  Solutions  of  the  g- equations.  For  this,  it  is 
necessary  and  sufficient  that  £,  +  ^„  ==  ^  («  +  1)  (w  +  2)  for  all  yaluea 
of  n  up  to  d  -—  1  (inclnding  the  case  g,  —  0),  where  f^  and  0^  are  the 
numbers  of  g-  and  jet- equations  of  degree  n  in  the  final  modified  ar- 
rangement.  If  the  coefficients  of  one  jp-equation  (deriyed  from  one 
Solution  of  the  {[-equations)  and  its  deriyates  suffice  to  giye  the  com- 
plete  Solution  of  the  (-equations  the  base-point  is  one-set;  if  the  coef- 
ficients of  i  equations  and  their  deriyates  are  required  the  base-point  is 
/-set;  and  t'^z^_i. 

Similarly  if  the  linear  equations  of  a  base-point  are  giyen  we  can 
carry  out  the  reyerse  process  and  find  the  polynomials  üfjyJlf,,**-,  Jlf^ 
which  determine  it,  and  the  least  yalue  of  Je. 

The  linear  or  0-equations  of  the  base-point  common  to  M^,  Jf ,,  •  •  •,  Jlf^ 
at  the  origin  are  the  linear  equations  which  are  identically  satisfied  by 

the  coefficients  of  Jf^Pi  H h  M^P^,  where  Pj,  P^,  •  •  •,  P^  are  arbi- 

trary  integral  power  series;  and  any  M  which  contains  the  base-point 
can  be  expressed  in  the  form  MiPi+  >  — |-  M^P^, 

5.  In  the  foUowing  examples  the  linear  equations  of  a  manifold 
mean  the  prime  linear  equations. 

Example  1..  The  linear  equation  of  a  manifold  (M)  which  con- 

19  • 
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sifits  of  a  finite  number  of  isolated  ordiBary  points,  is  -2J^^^jgr^^^«*  0, 
where  f^^^  is  the  sum  of  the  values  of  xj^x^^x^  for  the  seyeral  points. 

ThüSy  if  the  whole  intersection  in  finite  space  of  ihred  surfaees 
M^,  M^y  M^  consists  of  a  finite  number  of  isolated  ordinary  points  the 
linear  equation  of  {M)  is  U^^^^sf^^^  «  0  where  f^^^  is  a  rational  fonc- 
tion  of  the  coefficients  of  M^,  M^,  M^.  Similarly  for  n  polynomials 
M^y  M^f' ' ',  Jif^  in  n  variables.  By  known  theorems  this  linear  equa- 
tion and  its  derivates  indudes  all  the  linear  equations  of  (üf). 

Example  2.  A  one-set  point  at  the  origin  has  a  Single  linear 
equation  of  finite  degree  U^j^^^z^^^^Oy  where  the  g's  are  any  constants. 
If  the  one-set  point  is  situated  at  a^;  ^s?  ^s  ^^  equation  (§  4)  is 

where  the  {i's  are  the  same  as  before. 

From  this  it  may  be  shown  that,  when  o^  +  0^  ötj  +  Oy  ^  +  0, 
the  equation  is 

where  i  {p,  q^  r)  is  an  integral  polynomial  in  Pyq^r.  There  are  two 
ways  of  writing  the  system  of  derivates.    One  is 

and  the  other  is  the  old  form 
or 

When  Ol »  Oy  Oy  +  0^  ^  4*  0^  ^^  linear  equation  takes  the  form 

where  ^(?,r)  is  a  polynomial  in  q,  r,  different  for  different  values  of  p, 
and  vanishing  identically  when  p  exceeds  a  certain  finite  limit.  The 
(/,  w,  n)  derivate  is 

When  aj  =  cTj  «  0,  a^+O,  the  linear  equation  takes  the  form 

where  tpgir)  is  a  polynomial  in  r,  which  vanishes  identically  when 
p  +  q  exceeds  a  certain  finite  limii    The  (ly  m,  n)  derivate  is 

When  a^^  a^^  a^^Oy  the  linear  equation  and  its  derivates  are 
(as  before) 


C.  Vorträge  in  den  Sektionssitzungen:  Macuulay.  293 

In  the  product  El^^^x^-^x^'^^x^'''  x  2^z^^j,x^^x^^x{  the  constant  term 
^^p^r^pqr  vaiiishes,  and  also  the  coefficient  ^ip^r^p^i^q-m.r-n  ^^  *^J 
term  Xi^^x^^'^x^"**  in  which  all  the  indices  —  Z,  —  m,  — »  are  nega- 
tive or  zero.  Consequently,  if  ij,  ig,  /j  are  the  highest  Yalues  of  p,  q,  r 
which  occur  in  anj  non-yanishing  ^,  we  haye,  on  multiplying  by 
x^^^x^^x^, 

where  Fy^,  F,,  F^  are  polynomials.  Also  ^fp^r^i'*"''^«''"^^»^"'^  ^^  *  poly- 
nomial  F(Xj^^,  a?,*»,  x^'*)  in  which  every  term  divides  x^^x^x^\  while  the 
right  hand  side  x^^'^^F^  +  rr,'«+^i^2  +  x^'^^F^  is  a  complementary  poly- 
nomial  in  which  no  term  is  present  which  divides  x^^x^x^*.  Hence  we 
have  another  way  of  stating  the  problem  of  finding  the  £*s  corresponding 
to  the  base-point  common  to  M^j  JSf,,  •  •  •,  jM^  at  the  origin:  —  the 
problem  is  that  of  finding  all  polynomials  F{x^^,  x^\  x^^)  whose  pro- 
duct with  each  of  the  polynomials  Jtfj,  M^,  •  •  •,  iüf;^  giv^s  a  polynomial 
complementary  to  F{x^',  x^,  x^)  in  the  sense  just  defined.  Then  t^^^ 
is  the  coefficient  of  x^^^^  x^~"^  x^"^  in  F{x^',x^jX^). 

Example  3.  In  order  to  obtain  true  linear  or  jer-equations  of 
finite  degree  for  a  given  proper  non-multiple  manifold  of  h  dimen- 
sions  in  space  of  n  dimensions  the  origin  must  be  moved  to  a  non- 
multiple point  within  the  manifold.  This  having  been  done,  ^44.1» 
^A+2^  •  •  •?  ^n  c*°^  bö  expanded  as  integral  power  series  in  x^^  x^y  •  •  -,  Xj^y 
the  constant  terms  in  aU  the  expansions  being  zero.  On  substituting 
them  in 

£x<^»  xJ^  '  *  •  X  ^^0  **  0 . 

and  equating  the  coefficient  of  x^^x^  •  •  •  x^ti  to  zero,  we  obtain  a  linear 
equation  of  the  manifold  of  degree  ^i  +  ^^  +  * '  *  +  ^a-  ^hi^  linear  equa- 
tion  and  its  derivates  must  be  satisfied  for  any  M  which  contains  the 
given  manifold;  and  they  express  the  conditions  that,  on  substituting 
the  expansions  for  a^A+i,  ^Pa+j,  •••,a:»  in  Jlf  the  coefficients  of  all  terms 
which  diyide  x^x^  •  •  •  x^h  ranish. 
The  linear  equation  is 

^PiPt-    Pn^PiP*'" Pn  ""     ' 

where  ^^...j,  is  the  coefficient  of  x^^x^---  x^^  in  x/^xj^ '^' x/»y  or 
the  coefficient  of  x.^^"^  •  •  •  xJ^'P^  in  a?'A+i  ■••  a?/«.    Any  derivate  is 

but  all  derivates  are  included  in  the  (^1,  ^a,  - --,  ^a)  derivates,  i.  e.  those 
for   which   m^^i  «  Wj^^j  ««•••«  w^  =  0.     Also,    if  we   only   use   the 
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(Xj.,  •  •  •,  a:J  derivates,  the  condition  that  the  origin  ehould  lie  within 
the  giyen  manifold  is  no   longer  necessary.     For  eyery   g  for  which 

Pi  >  hf  ^^  A  >h}"  'y  ®r  Ph  >  h  ^^  2®^^j  *^d>  ^  ^®  ®PPly  *^®  linear 
equation  and  its  (^i>  ** -,  o?;^)  deriYates  to  an  üf  of  degree  dj  eyery  t  for 
which  Pf^^y^  >  d,  or  p;^^^  >  d,  •  •  •,  or  p^  >  d  may  be  disregarded,  eince 
eyery  such  %  is  associated  in  aU  the  deriyates  with  a  g  which  yanishes. 
The  linear  equation  is  then  of  finite  degree,  since  p^  ^  l^  {%  »- 1,  2,  -  •  *,  K) 
and  J),  ^  rf  (»  =■  A  +  1,  •  •  •;  n). 

If  the  giyen   manifold   is  a  linear  one,  so  that  ar^^i,  *  •  •?  ^«  »re 
giyen  linear  functions  of  ^i;  ^99  "  *?  ^^^  ^^^^  ^^^  equation  (of  degree  ne7 

where  fd-p^,. . .,d-p    is  the  coefficient  of  x^  •  •  •  xj^f^  in  aJj[+?**i  •  •  •  a;J|~'", 

is  a  Single  linear  equation  of  the  manifold  in  respect  to  polynomials 
of  degree  d,  proyided  (a^i,  •••,  iJ?*)  deriyates  are  only  taken.  That  is  to 
say,  this  linear  equation  and  its  (^1^  *- *;  x^  deriyates  applied  to  an  M 
of  degree  dy  express  the  necessary  and  sufficient  conditions  that  M 
contains  the  giyen  manifold;  for  they  express  the  conditions  that  all 
terms  which  diyide  x^^x^^  '  "  ^k  disappear  from  M  when  for  ir^^j,  •  •  •, 
x^  are  substituted  their  yalues  as  linear  functions  oi  x^^,  x^y  '  -  -y  Xj^. 
The  condition  that  L  «.  ^  ^     .  ^   ,    does  not  yanish  is 

or 

Sp£{n-h)d    and    S{d-p)^hd. 

Hence  the  linear  equation  contains  no  terms  of  degree  <  hd\  and  it 
is  only  a  certain  number  of  the  (iCi,  •  •  •,  Xj)  deriyates  which  do  not 
yanish  identically,  when  applied  to  an  Jf  of  degree  d.  In  Order  that 
a  deriyate  may  not  yanish  identically  we  must  haye  Wi^d,---,iiij^^rf, 

WiH l-%^(A  — 1)^7  oreachd  — m^O  and  Z{d  —  m)^d.   Hence 

the  total  number  of  equations  which  do  not  yanish  identically  is  equal 
to  the  number  of  terms  in  a  polynomial  of  degree  df  in  A  yariables. 
But  this  is  also  the  number  of  independent  equations  which  express 
the  conditions  that  M  yanishes  identically  when  a?A+i,  •••^a?^  are  re- 
placed  by  their  yalues  in  terms  of  :r|,  •  •  *,  2;;^.  We  thus  see  that  the 
(x^y^y''*y^k)  deriyates  of  the  linear  equation  which  do  not  yanish 
identically  are  all  independent  of  one  another. 

As  an  ezample,  suppose  it  required  to  express  the  conditions  that 
the  manifold  x^  »  c^  +  e^x^  +  c^x^  is  contained  in  the  manifold  Jf »  0 
of  degree  2.    The  linear  equaticm  is 
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where  f2-A2-A»-p,  ^^  ^^^  coefficient  of  xj^^xj^  in  {cq  +  c^x^  +  c^x^^'^, 
The  only  values  for  PuP^yPz  *'®  those  for  which  Pi  +  P%^^  —Pz^ 
or  Ep^2,    Hence  we  have  the  following  sets  of  corresponding  values 


A-O 

1         0      0 

0 

1 

1      2 

0     0 

A-0 

0         10 

1 

0 

1      0 

2     0 

A-  0 

0        0      1 

• 

1 

1 

0      0 

0     2 

e-V 

2<!oCi   2(^<^   c 

C| 

<i 

2cyc^  e,' 

V    1 

The  linear  equation  therefore  is 

+  ^'%2  +  ^«'^202  +  ^220  -  0- 

Taking  the  (^17^2)  derivates  of  this  equation^  and  aftorwards  patting 
every  0  of  degree  >  2  equal  to  zero,  we  have 

^0  ^oot  +  ^^001  +  ^000  =*  ^y 
2^Cj0oo2  +  ^o%i  +  ^2^001  +  ^010  ""  ^} 

^<H^^m  +  ^^011  +  ^2^101  +  ^110  -  0^ 
which  is  the  correct  System  of  equations  expressing  the  conditions  that 
^0 +  ^1^1  +  ^^  — ^8  is  a  factor  of  Se^^^x^Px^^xj"  {p  +  q  +  r^2). 

6.  The  manifold  {M)  in  n  dimensions^  which  is  the  intersection 
of  the  k  manifolds  Jf ^  =»  Jtf,  «  •  •  •  «  ilfj^  =  0  is  made  up  of  a  finite 
number  of  proper  manifolds  of  equal  or  unequal  dimensions;  and  each 
proper  manifold  may  be  multiple*)  or  non-multiple  in  {M)>  Each 
proper  multiple  manifold  of  (Jf)  of  h  dimensions,  which  is  not  con- 
tained  as  a  whole  in  another  proper  manifold  of  (Jlf)  of  higher 
dimensions,  has  a  definite  multiplicity**)  ft  in  (3f),  which  is  defined 
as  follows:  —  Take  the  origin  at  a  general  point  of  the  proper  mani- 

*)  A  mnltiple  manifold  is  one  in  which  every  point  is  a  repeated  point, 
snch  as  a  line  of  intersection  of  two  or  more  snx&ceB  which  is  a  mnltiple  line 
on  all  of  them,  a  line  of  intersection  (or  line  of  contact)  of  two  or  more  snrfaces 
which  all  touch  one  another  along  the  line,  and  a  point  of  intersection  of  two  or 
more  cnrves  (or  three  or  more  snrfaces)  which  is  a  mnltiple  point  on  all.  A  proper 
non-multiple  manifold  is  one  in  which  the  general  point  is  not  repeated,  such  as 
a  proper  snrface  which  possesses  only  a  finite  nimiber  of  multiple  lines  and  points. 

**)  The  fi  manifolds  of  a  proper  fi-ple  manifold  of  (3f)  all  coincide  in  space, 
bnt  have  separate  analytical  identities;  although  their  resolntion  (by  means  of  the 
linear  equations  of  the  fi-ple  manifold)  into  fi  distinct  members  is  not  in  general 
nniqne. 
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foldy  and  express  h  of  the  variables  ^^  ^s?  *  *  >  ^n  ^  linear  homogeneous 
fonctions  of  the  remainder  with  arbitrary  constant  coefficients,  and  Sub- 
stitute these  yalueB  in  M^,  M^j  ••-,  M^^  and  M,  thus  changing  them  to 
Jtfj',  M^%  •  •  •,  jSfjfc',  and  M\  in  n  —  h  variables;  then  fi  is  the  multipli- 
city  of  the  base-point  determined  by  M^,  M^\  •  •  •,  M^  at  the  origin 
(§  4).  In  finding  the  value  of  fi  by  this  method  we  find  at  the  same 
time  the  linear  equations  of  the  multiple  manifold,  if  the  coordinates 
of  the  general  point  of  it  can  be  expressed  in  terms  of  arbitrary  Param- 
eters.   Two  examples  are  given  below. 

The  proper  manifolds  of  (M)  which  are  wholly  contained  in  others 
of  higher  dimensions  have  a  certain  residuary  multiplicity;  which  I  am 
unable  at  present  to  define  algebraicaUy.  These  manifolds  and  their 
effect  on  the  linear  equations  are  more  difficult  to  find. 

In  Order  that  we  may  have  X^=  0  (mod.  M^,  M^,  •  •  •,  Jf^),  the 
manifold  (X)  must  contain  every  proper  non-multiple  manifold  of  (M) 
which  is  not  contained  in  (A).  It  must  also  contain  any  /t-ple  mani- 
fold of  (M)  to  a  certain  multiplicity  17.  The  number  17  satisfies  the 
relation  1?  ^  ft  —  p,  where  q  is  the  multiplicity  of  the  same  manifold 
in  the  intersection  of  (Jtf)  and  {N).  l{  q  ^  fi,  then  iy  =  0;  if  p  =  0, 
then  17  —  ju ;  and  if  Q  <(i,  then  r/  >  0.  Also,  if  the  dimensions  h  of 
the  /i-ple  manifold  is  equal  to  n  —  k  (which  is  the  lowest  value  it  can 
have,  and  requires  n'^Jcjf  then  I  think  that  i^-^ft  — p.  In  the  other 
extreme  case  when  A  is  n  —  1  (which  is  the  highest  value  h  can  have), 
fj  must  equal  ft  —  p;  for  the  ft-ple  manifold  is  then  expressible  by  a 
Single  equation  H**  =«  0,  and  H^*  must  be  a  factor  of  XN.  For  values 
of  h  between  n  —  k  and  n  —  1  we  may  have  iy  <  /t  —  p. 

7.  Example  4.  To  find  the  linear  equations  of  the  manifold  (M) 
which  is  the  intersection  of  the  three  surfaces 

Ml  =  Xj^,    M^  =  a:,^    M^ -^  w^x^  +  (x^^  +-«,«) a;,. 

An  points  of  (M)  lie  in  the  manifold  aj^  =  a:,  =  0.  Change  the 
origin  to  any  point  0,  0,  c  in  the  manifold,  and  put  a:,  «  ax^  +  bx^]  then 

Ml  -  a^i»,  Jf,'  -  ir,»,  jSfs'  ^XiX^  +  (x^^  +  x^^)  (ax^  +  bx^  +  c), 
M'  =  2;^^^^  w  {<^^i  +  6^«  +  cY' 

The  equations  of  the  base-point  at  the  origin  determined  by 
Ml,  M^'y  Jfj',  i.  e.  the  equations  identicaUy  satisfied  by  the  coefficients 
of  Mi'Pi  +  itf,'P,  +  -M,'P„  ard 

^io™  ^nn^  ^^117 
and  their  derivates  g^f^ ^g^^jg^^O,   There  are  thus  5  independent  equa- 
tions, and  5  is  therefore  the  multipUcity  of  the  manifold  Xi=^  x^^O 
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in  (Jf).  To  find  the  linear  equations  of  (M)  we  need  only  consider 
the  prime  equations  ^20  =  %  "^  ^^in  where  ^20>^w>%  stand  for  the 
coefficients  of  x^^x^^yX^x^  in  M'.    Thus 

z^^2:z^,cr  +  Zg^,r(f-'^h+2:z^,ir(r--l)(f'n^, 

By  equating  coefficients  of  powers  of  ayh,c  in  the  equations 
^20  =  ^02  "=  ^^11  >  ^ö  obtain 

^20r  ™  ^osr  "^  ^Ur-i  ^^^  ^  integral  values  of  r, 
as  the  prime  linear  equations  of  (Jfcf).    If  Jtf  is  of  degree  d  the  prime 
equations  are  ^jod  ^  ^08<«  ^  ^iid-i>  ^"-^  ^^^  derivates  of  these  include  all 
the  linear  equations  of  degree  ^  d. 
Example  5.    Take 
^1  — V  +  a-2(a:,  — Ä)>    M^'^x^^  +  x^(x^-'k),    M^'^XiX^. 
All  points  of  (M)  lie  in  rcj  =  o^  =  0,  and,  as  in  Ex.  4,  we  have 
Ml  =  ^1*  +  x^{axi  +  hx2  +  c  —  h)y      M^'=^  x^*  +  Xi{ax^  +  bx^  +  e  —  Jc), 
M/^  x^x^y    M'  =  ZlBj^^^x^^x^^  (axi  +  bx^  +c y. 

The  only  equation  of  the  base-point  determined  by  M^y  M^',  M^  is 
^00  ^  ^y  ^^  ^^^  *h®  manifold  rr^  =  a^  =  0  is  non-multiple  in  ( Jf ).  Cor- 
responding  to  e^  =-  0,  we  have  for  {M) 

-2^^oor^  ■"  0,     i.  e.  je^oor  =  0. 

There  are,  however,  special  values  of  c,  viz.  c  —  Ä  and  c  =  Ä,  which 
give  other  equations  of  {M)  the  points  0,  0,  h  and  0,  0,  Tc  being  mani- 
folds  of  {M)  contained  in  the  higher  manifold  rCj  =  rc^  =  0.  If  these 
special  points  had  belonged  to  a  second  proper  manifold  of  {M)y  and 
had  been  merely  the  intersection  of  the  two  manifolds,  we  should  obtain 
the  new  equations  of  (Jlf )  from  considering  a  general  point  of  the  sec- 
ond manifold,  without  specially  considering  the  points  of  intersection. 
The  general  method,  however,  is  to  consider  all  special  positions  of 
the  origin  which  have  a  greater  multiplicity  than  the  general  position. 

Take  c  ==  Ä,  (ä+A);  then  a,  6  only  are  arbitrary,  and 

M^'^x^^  +  x^{aXi  +  'bx^y  M^'^x^^  +  Xj^{ax^  +  bx^  +  h  —  k)y  M^'^x^x^y 
M'  -  Zz^^^xfx^^  {ax^  +  bx^  +  Jif. 

Here,  for  general  values  of  a,  6,  the  multiplicity  of  the  base-point  of 
M^y  M^y  M^'  is  2,  and  its  prime  equation  is  Jß^oi  =-  0;  to  which  corre- 
sponds  the  equation  Ez^i^h^+  Se^^rTf^b  =  0  of  {M),  But  for  spec- 
ial values  of  a,  by   viz.  when  6  »  0,  the  multiplicity  of  the  base-point 
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is  increased,  and  the  prime  equation  is  (%  — ^)^09  "^  ^lof  ^  which  cor- 
responds  the  equation 

The  only  new  prime  equation  of  {M)  thus  supplied  is 

Similarly^  for  c  «  i,  we  have  the  new  equation  (t  —  Ä)  Sg^^^Jf  —  Sg^^^V. 
Hence  the  prime  linear  equations  of  (M)  are 

^oor  =  o,   {h-^ic)zh-g^,^zhrg^^,   (h^h)zh'g^^zj(rg^,,. 

If  A  X"  Ä; »  0^  the  equations  can  be  shown  to  be 

8.  The  intersections  of  plane  curyes.  A  general  conception 
of  the  structure  and  properties  of  anj  algebraic  manifold^  taking  due 
account  of  multiplicity^  must  depend  on  the  conception  of  multiple 
points  or  base-points.  In  regard  to  the  plane  several  properties  of 
base-points  have  been  definitely  proved*);  and  affbrd  an  indication  of 
analogouB  properties  in  more  extended  space.  We  proceed  to  summa- 
rize  these  properties^  first  repeating  what  is  meant  by  a  base-point. 

A  base-point  is  a  point  (a^^  a^)  of  definite  multiplicity  ft  which 
supplies  fi  independent  conditions  for  any  curve  of  sufficienüy  high 
degree  which  contains  it^  the  conditions  being  expressed  by  fi  independ- 
ent linear  equations  which  the  coef&cients  g^^  of  the  curve  must 
satisfy.  The  base- point  may  be  giyen  as  the  intersection  at  a^^  o,  of 
Je  given  curves  M^,  M^,  •  •  •,  Jtf^,  which  have  no  brauch  in  common 
through  the  point  a^,  a^,  or  it  may  be  given  by  its  linear  equations.**) 
In  the  former  case  its  (i  linear  equations  are  obtained  by  referring  Mi, 
M^y  * '  'y  Mj^  to  the  point  o^^  o^  as  origin^  and  finding  the  equations 
which   are   identically  satisfied   by  the   coefficients  of  M^  Pj  +  M^  Pj 

*)  1.  *'The  Theorem  of  Residuation  etc.",  Proceedings  of  the  London  Ma- 
thematical  Society,  Vol.  81  (1900),  p.  881—423. 

2.  ^^ExtensionB  of  the  Riemann-Bocli  Theorem  in  Plane  Geometiy'*,  Proc. 
Lond.  Math.  Soc,  Vol.  32  (1901),  p.  418—480. 

3.  ^^On  a  method  for  dealing  with  the  Intersections  of  Plane  Chinres",  by 
Prof  C.  A.  Scott,  Tranaactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Vol.  8 
(1902),  p.  216—268;  containing  a  simplified  and  general  discnssion  of  the  prop- 
eities  of  a  one-set  system  of  eqnations,  and  theorems  connected  therewith. 

4.  A  paper  with  the  same  title  as  that  by  Prof  Scott,  to  be  published  in 
the  Trans.  Amer.  Math.  Soc,  October  1904;  containing  a  new  proof  of  the 
one-set  theorem  and  its  converse,  and  a  discnssion  of  the  2;- equations. 

**)  Cnless  the  contmy  is  implied,  by  a  given  base-point  is  meant  one  whoee 
linear  equations  aie  giyen. 
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+  •  •  •  +  -äfjfcP^,  where  P^,  P,,  •  •  •,  P^  are  arbitrary  integral  power 
series  (§  4a)^  and  finallj  transf erring  the  origin  back  to  its  original 
Position,  and  transforming  the  linear  equations  accordingly  (§  4).  The 
linear  eqnations  referred  to  the  point  itself  as  origin  consist  of  a  small 
nomber  of  prime  equations  Zt^^g^^^O,  and  their  deriyates 

where  the  g's  are  constants,  and  {,  m  are  any  two  positive  integers, 
fixed  for  one  deriyate.  Every  {^^  whose  degree  p  +  q  exceeds  a  cer- 
tain  finite  limit  is  zero.  No  g^^  whose  degree  p  +  q  exceeds  ihis  limit 
appears  in  the  equations;  and  each  sf^^  for  which  p  +  q  is  equal  to  the 
limit  can  appear  only  in  the  prime  equations. 

9.  The  principal  properties  of  base-points  in  a  plane  are  the 
following: 

L  The  one-set  theorem.  All  points  of  intersection  of  two 
curres  M^,  M^y  haying  no  common  factor,  are  one-set  points  (1.  c.  1^  3). 

In  other  words,  all  the  linear  equations  of  (M)  supplied  by  any 
one  of  its  base-points  consist  of  a  single  linear  equation  and  its  deri- 
yates. By  simply  adding  the  linear  equations  of  the  several  base- 
points  we  obtain  a  single  linear  equation  for  the  whole  of  (M),  It 
is  doubtfuly  however;  whether  anyihing  is  to  be  gained  by  so  doing, 
since  the  result  is  to  Compound  the  equations  of  (Jf).  A  more  useful 
process  would  be  to  reduce  the  prime  equations  of  the  separate  base- 
points  to  their  simplest  forms. 

n.  The  multiplicity  of  any  point  of  intersection  o{  M^,  M^,  de- 
fined  as  the  number  of  times  the  point  is  repeated  in  the  complete 
Solution  of  the  equations  M^ »  M^ »  0^  is  equal  to  the  multiplicity  of 
the  corresponding  base-point,  defined  as  the  total  number  of  independ- 
ent  linear  equations  it  possesses. 

No  yery  satisfactory  proof  of  this  hae  been  given^  the  simplest 
being  an  indirect  one  depending  on  Noether's  theorem.  If  (i'  is  the 
multiplicity  according  to  the  former  definition,  and  (i  according  to  the 
latter;  then  (i,  y!  are  both  invariant  under  linear  transformation,  and  it 
is  comparatively  easy  to  prove  that  ^'^ii^  (1.  c.  1,  3).  This  is  done 
by  proving  that  x^^  is  a  factor  of  the  a;^-e1iminant  of  M^j  M^  when 
the  origin  is  taken  at  the  point;  so  that  x^f^  is  a  factor  of  x^^\  and 
consequently  /t  ^  ^'.  By  Noether's  theorem,  the  whole  number  of  in- 
dependent  conditions  satisfied  by  the  coefBcients  of  a  curve  M  which 
is  of  the  form  M^X^-\-  M^X^  is  equal  to  or  less  than  2J(i.  Also,  by 
another  known  theorem,  the  number  is  Uiiy  provided  the  degree  of 
M  is  suf&ciently  great,   and  M^,  M^  have  been  linearly  transformed 
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80  as  to  have  no  interBection  at  inimity.  Hence  Ufi'^IJii:  and  thiB, 
taken  with  the  previous  result  (i  ^  (i,  requires  ii  =>  ft'. 

ni.  Two  general  fixed  curves  drawn  through  any  one-set  point 
whose  prime  linear  equation  is  given  have  no  higher  intersection 
thereat  (1.  c.  1,  4). 

This  is  the  conyerse  of  I.  Any  two  curves  drawn  throngh  the 
one-set  point  detennine  a  one-set  point  which  contains  the  given  one. 
The  theorem  states  that  nnless  the  curves  are  further  specialised  they 
wiU  determine  a  one-set  point  of  the  same  multiplicity  as  the  given 
one^  and  identical  with  it. 

This  theorem^  and  also  lY  and  YI  below^  are  only  true  for  two 
dimensions. 

lY.  If  k  independent  curves  are  drawn  through  a  point  they  de- 
termine a  (Ä  —  l)-set  point  (1.  c.  1,  4). 

Conversely,  k  general  fixed  curves  drawn  through  a  given  (A  —  1)- 
set  point  have  no  higher  intersection^  i.  e.  they  detennine  the  {k  —  1)- 
set  point. 

By  k  independent  curves  through  the  origin  is  meant  k  curves 
M^,  M^y  "  'y  Mj^  such  that  no  identical  equation  of  the  form 

can  hold  unless  X^^  X^j  •  •  -^  ^jt  ^  vanish  at  the  origin.  K  Xj^  had 
a  non-vanishing  oonstant  term,  Mj^  would  he  of  the  form  M^P^+  •  •  • 
+  jM]t_iP;j_i  and  pass  through  the  whole  intersection  of  M^^  M^j  •••, 
^k-\  ^^  ^^  o^^S^;  ^^d  ^^^  whole  intersection  would  be  (i  — 2)-8et 
if  JMi,  Jf,,  •  •  •,  Jkfjfc.i  were  independent  curves  through  the  origin. 

The  conditions  that  a  curve  M^^  and  that  two  curves  M^y  M^j 
should  belong  to  a  set  of  k  curves  which  determine  the  same  (4  —  1)- 
-set  point*)  as  M^y  M^y  *  •  *;  M^^y  are  that  the  constant  terms  of  P^y 
P^y  '"y  P^  should  not  all  vanish^  and  should  not  be  proportional 
to  the  constant  terms  of  P^',  P,',  •  •  -,  P/,  where 

M,'^M,P,+M,P,  +  ...  +M,P,y 

M,'^M,P,'+M,P,'+  ...  +M,P,\ 

The   constant  terms  of  the  P's  and  P'^s  are   all  unique.     A  similar 

condition  can  easily  be  stated  for  ¥  (^  k)  curves  M^'y  Jf,',  •  •  •,  Mj/, 

Y.  The  whole  System  of  independent  linear  equations  of  any  base- 
point  can  be  so  arranged  that  the  first  (i^  of  them  (ft^ »  1^  2;  *  -  -,  [i) 
are  the  equations  of  a  base-point  of  multiplicity  fi^  (1.  c.  2). 

Thus  each  new  equation,  taken  in  its  order,  adds  one  more  con- 

*)  The  equations  are  alwajs  lefened  to  the  point  as  origin,  nnless  the  oon- 
irazy  is  stated. 
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dition  for  a  curve  whose  coefficients  satisfy  them,  a  condition  equi- 
yalent  to  that  of  passing  through  an  ordinary  point.  Any  such  ar- 
rangement  resolyes  the  base-point  into  simple  elements  equivalent  to 
ordinary  points;  only  the  first  equation  is  nnique,  viz.  %=0. 

The  proof  of  this  property  is  very  simple.  Consider  all  numbers 
of  two  digits  (00,  Ol,  •  •  •,  Zw,  •  •  •)  whose  radix  is  equal  to  the  de- 
gree  of  the  prime  equation  Uf^^^z^^^Oy  and  arrange  them  in  their 
natural  descending  order  (numbers  for  which  Z  -f  m  >  the  radix  may 
be  omitted).  Then,  taking  the  number  Zm  to  represent  the  derivate 
^tpq^p^i^q^m^^}  *^®  corresponding  order  of  arrangement  of  the 
eqnations  is  such  that  each  equation  is  preceded  by  all  its  derivates. 
If  we  now  omit  all  equations  which  are  consequences  of  preceding 
ones,  the  first  ft^  which  are  lefl;  are  the  equations  of  a  base- point  of 
multiplicity  ftj.  The  proof  may  be  easily  extended  to  any  number  of 
prime  equations  and  any  number  of  dimensions. 

The  following  theorem  (1.  c.  2)  is  required  for  the  proof  of  VIII. 
The  /t  independent  equations  of  a  one-set  point  can  be  so  arranged 
that  the  first  ft^  of  them  are  the  equations  of  any  given  base-point  of 
multiplicity  (i^  contained  in  the  one-set  point,  and  the  first  (i^  of  them 
(/i^«  1,  2,  •  •  -,  /ii)  are  the  equations  of  a  base-point  of  multiplicity  (i^. 

Connected  with  these  theorems  are  the  conditions  that  a  product 
MM'  =  0  (geometricaUy  a  sum  M  -\-  M')  should  contain  a  given  one- 
set  point  at  the  origin.  Let  M^  Hz^^x^o^y  and  M'^Ilz^^x^x^\ 
and  let  J^  =»  0  be  the  prime  equation  of  the  one-set  point,  and 
i\  «=  i?j  -=  •  •  •  =  i;^  =»  0  any  set  of  independent  equations  of  the  one- 
set  System.     The  yalue  o{  E  {or  MM'  can  then  be  written 

e,e;+e,e;_,+  --.  +e^e,', 

where  E^'y  E^',  •  •  •,  E^'  are  linear  independent  functions  of  the  coef- 
ficients 0pqy  and  are  equivalent  as  a  whole  to  E^,  E^,  •  •  •,  E^y  with 
0pq  written  for  0^^.  We  can  choose  jB^«  JE,  ==  •••  =E^^=0  to  be 
the  equations  of  any  base-point  of  multiplicity  ^^  contained  in  the 
one-set  point.  Suppose  this  is  the  fixed  base-point  of  highest  multi- 
plicity contained  in  the  one-set  point  and  in  the  manifold  (Jf).  Then 
the  conditions  that  the  value  of  E  for  MM'  may  vanish  are 
Ei'^E^'^  •  •  •  =  £^'_^  =0,  i.  e.  that  (M')  should  contain  a  certain 
base-point  of  multiplicity  ft  —  f4  which  is  also  contained  in  the  one- 
set  point.  These  conditions  are  sufficient  that  the  one-set  point  should 
lie  on  MM']  for  not  only  Ey  but  every  derivate  of  E,  can  be  easily 
proved  to  vanish  for  MM'y  provided 

E^^Ey --B^^-0    and    E^^E^ K-i^,-^ 
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The  two  base-points  whose  equations  are  those  just  written  are  called 
residual  base-points  with  respect  to  the  one-set  point.  The  sum  of 
their  multiplicities  is  equal  to  the  multiplicity  of  the  one- 
set  point. 

ThuB  the  necessary  and  sufficient  conditions  that  MM'  should 
contain  a  given  one-set  point  of  multiplicity  ft  are  that  M  should 
contain  some  (i.  e.  any)  fixed  base- point  of  multiplicity  ft^  contained  in 
the  one-set  point^  and  that  M'  should  contain  the  residual  base -point 
of  multiplicity  (i  —  iii^ 

The  two  one-set  points  at  the  origin  determined  by  M^,  M^  and 
Jfi,  M^  respectively  are  residual  with  respect  to  the  one-set  point 
determined  by  M^^  M^M^.  Let  the  three  one-set  points  be  f4>  ^s» 
[i  (so  that  ^  «-  |L4  +  ^),  and  let  Y,  Z  be  any  curves  through  /i^;  fi,; 
then 

YZ -  (M,P,  +  M^P,)  iM,P,  +  M,P:)  -  M,P,  +  M,M,P„ 

i.  e.  the  product  of  Z  and  any  Y  contains  fi.  But  the  only  base -point 
common  to  every  F  is  fi,;  which  is  contained  in  ft.  Hence  every  Z 
must  contain  the  base-point  ^'  residual  to  ft,  with  respect  to  fi.  But 
again  the  only  base-point  common  to  every  Z  is  /i, ;  hence  fc,  contains 
fij';  and  ii^,  fi^',  being  of  equal  multiplicity^  must  be  identical. 

Oiven  a  one-set  point  and  a  base-point  contained  in  it  the  residual 
base-point  can  be  found;  but  the  necessary  and  sufGcient  conditions  that 
two  given  base-points  may  be  residual  with  respect  to  a  one-set  point 
which  is  not  given  are  not  known. 

VI.  If  one  of  two  residual  base-points  is  ^-set,  the  other  is  {t—  1)- 
set  or  t-set  or  {t  +  l)-set  (1.  c.  1,  4.). 

This  theorem  is  intimately  connected  with  IV.  If  M^,  M^  are 
two  curves  which  determine  the  one-set  point  with  respect  to  which 
the  two  base-points  are  residual^  then,  if  one  is  ^-set,  the  other  is 
(t  —  l)-set  or  ^-set  or  (i  +  l)-set  according  as  both,  or  one,  or  neither 
of  Jfj,  M^  can  be  chosen  to  form  part  of  a  set  of  ^  -f  1  curves  which 
determine  the  ^-set  point  (v.  IV). 

If  XN^M^X^+M^X^,  where  N=0  (mod.  N^,  N^,  ...,  N,\ 
the  least  number  of  curves  which  suf&ce  to  d^rmine  (X)  is  V  or 
V  —  1  or  r+  1,  where  V  is  the  leEist  number  of  curves  N^\  N^\  •  •  •, 
Ny   which  are  equivalent  to  the  modular  System  M^^,  Jfg,  N^^  •••,  N^*), 


*)  The  pioof  followB  from  the  fact  that  XN'==  M^Xi  +  Jtf,X,  and  (N') 
contains  an  (f —  l)-8et  point.  The  case  in  which  {X)  contains  one-set  pointe 
only  is  a  possible  exception.  Two  curves  which  would  then  suf&ce  to  detennine 
(X)  would  have  to  be  special  cmres  whose  whole  intezsection  beyond  {X)  would 
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The  three  cases  correspon^  to  whether  one  or  two  or  none  of  the 
curves  N^,  N^',  •  •  •,  Np  can  be  replaced  by  one  or  both  or  either  of 
the  cunres  Jfj,  M^  without  altering  (Ny  Each  of  the  curves  M^,  Jf, 
can  be  connted  in  one  and  one  only  of  the  two  sets  which  determine 
(N")  and  (X). 

VII.  The  Theorem  of  Residuation  (Restsatz). 

1)  Two  base-points  which  are  residual  to  the  same  base-point  on 
the  same  base-carve  are  equivalent  or  coresidnal^  i.  e.,  any  base-point 
on  the  same  base-curve  which  is  residual  to  one  is  also  residual  to 
the  other.  (All  the  base-points  are  situated  at  the  same  point  and 
are  defined  by  their  equations.) 

2)  Two  series  of  base-points  which  are  residual  to  the  same 
series  on  the  same  base-curve  are  coresidual  (base-points  at  infinity 
being  disregarded). 

Two  base-points  which  are  residual  with  respect  to  a  one-set 
point  are  said  to  make  up  the  one-set  point;  and  if  M^,  M^  are  two 
curves  which  determine  the  one-set  point^  each  of  the  base-points  is 
caUed  the  remaining  intersection  of  M^,  M^  as  regards  the  other  base- 
point.  The  two  base-points  are  also  said  to  be  residual  on  M^,  or 
M^]  thus;  in  Order  that  two  base-points  may  be  residual  on  a  base- 
curve^  they  must  make  up  a  one-set  point  which  is  the  whole  inter- 
section of  the  base-curve  and  some  other  curve  at  the  point. 

The  following  theorem  is  not  equivalent  to  the  theorem  of  resi- 
duation in  its  general  form  as  given  above,  but  is  a  consequence  of 
it,  and  also  of  the  last  theorem  in  Y:  If  part  of  the  intersection  of 
M^,  M^  is  the  whole  intersection  of  M^y  M^  in,  the  finite  region  of 
the  plane^  the  remaining  part  is  the  whole  intersection  of  üf^^  X^j 
whew  3f,— JtfiXi-fJfjZ,. 

VIII,  The  Riemann-Roch  or  Brill-Noether  Reciprocity 
Theorem. 

Take  any  two  curves  M^^  M^  of  degrees  li^l^  having  no  common 
factor  and  no  intersection  at  infinity;  and  divide  their  whole 
intersection  Q  +  B  {^^^l^l^  into  any  two  residual  series  of  base-points^ 
Q  and  B.    Denote  the  Mc  defects*)  oi  Qy  B,  Q  +  R  by  e^,  <,  2)„ 


have  to  be  at  infinity.    I  believe  that  snch  cnrves  alwajs  exist  for  any  manifold 
made  np  of  one-set  points,  althongh  I  know  of  no  proof. 

*)  Bj  the  Z-io  defect  of  Q  is  meant  the  defect  of  Q  in  determining  an  2-ic, 
or  cuive  of  degree  Z,  so  that  di-\-  1  is  the  nmnber  of  lineailj  independent  2-ics 
thiongh  Q.  If  no  l-ic  can  be  drawn  throngh  Q^  then  d|+  1  =  0,  ot  di^^  —  1. 
By  the  2-ic  excess  of  Q  is  meant  the  excess  of  the  nnmber  Q  above  the  nnmber  of 
independent  conditions  that  Q  snpplies  for  an  Z-ic.     Thns  Q  supplies  Q  —  ti  in- 
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and  tlie  l-\e  excesses  by  e,,  e{j  E^.  The  values  of  7),  and  -E,  are  known 
for  all  yalues  of  2;  by  Gayley's  and  other  theorems.  The  general 
reciprocity  theorem  expresses  the  values  of  cF,  e'  in  terms  of  those  of 
d,  e  viz. 

e/  =  rf|—  Dl,    ß,  =  dy  —  Dyj    where  l  +  V ^l^  +  l^—-^. 

These  two  formulae  are  equivalent  to  one  only;  and  are  correct  for 
all  positive  integral  values  of  l,  Vy  including  zero. 

Another  theorem^  including  the  case  in  which  M^,  M^  have  inter* 
sections  at  infinity,  which  are  disregarded^  is  as  foUows:  If  any  series 
Q  +  B  oi  one-set  points  in  a  plane  is  divided  into  any  two  residual 
series  of  base- points  Q  and  R,  by  dividing  eaoh  one-set  point  of 
Q  +  R  into  any  two  residual  base-points^  then 

e,/ ^dj—  Dl    and    e, ^  rf,/  —  D,. ,     pro vided     JE, + ^ >  0. 

The  proviso  -B,^,.>0  is  not  quite  «ufficient;  it  is  to  be  under- 
stood  as  meaning  that  the  prime  equation  of  any  one  of  the  one-set 
points  in  Q  +  JK  is,  for  curves  of  degree  l  +  l\  a  consequence  of  the 
derivates  of  that  equation  and  the  prime  equations  of  aU  the  other 
one-set  points  and  their  derivates.  The  two  inequalities  are  not  equi- 
valent, the  first  giving  an  inferior  and  the  second  a  superior  limit 
for  dy  for  a  certain  ränge  of  values  of  V.  The  nearest  limits  are  ob- 
tained  by  choosing  the  value  oil  -{-V  as  high  as  possible,  consistently 
with  £,+,,>  0. 

10.  Of  the  properties  mentioned  above,  in,  lY  and  VI  are  only 
true  in  the  plane;  but  I,  II,  V,  VII  and  VIII  appear  to  be  true  for 
Space  of  n  dimensions.  These  properties  are  all  closely  connected  with 
one  another  (with  the  exception  of  11  which  is  a  more  or  less  independ- 
ent  proposition)  and  with  the  assumed  extension  of  Noether's  theorem, 
viz.,  if  Jbf  is  of  the  form  M^F^-\-  M^P^-^-  •  •  •  -|-  Mj^Pj^  whatever  point 
in   finite   space   be  taken  as   origin,   then  Jf  =  M^X^^  M^X^  +  •  •  • 

I.  The  one-set  theorem.  In  space  of  n  dimensions  all  isolated 
points  of  intersection  of  Jf^,  Jf,,  •  •  •,  M^  are  one-set  points. 

I  have  succeeded  in  proving  this  for  the  '^simple"  case,  although 
the  proof  has  not  been  published  and  is  too  long  to  be  given  here. 
From  this  and  other  evidence  I  infer  that  the  theorem  is  true  generally. 


dependent  conditions  for  an  J-ic;  and  we  have  ö  —  e,  -|-  r//  -|-  1  =  |(J  -f  1)  (?  +  2) 
for  all  positive  integral  values  of  2,  whether  an  Z-ic  can  be  drawn  through  Q 
or  not. 
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and  that  it  may  be  regarded  as  the  most  fundamental  theorem  in  con- 
nection  with  the  linear  equations  of  points  and  manifolds. 

The  ^'simple''  case  is  that  in  which,  the  point  being  taken  as 
origin,  the  resoltant  of  the  terms  of  lowest  degree  in  M^^  M^y  •••^  M^ 
does  not  vanish.  This  case  is  proved  by  a  direct  consideration  of  the 
g- equations  (as  in  1.  c.  4)  with  the  help  of  theorems  in  the  general 
(resultant)  theory  of  elimination.  A  proof  for  the  general  case  by  the 
same  direct  method  would  be  quite  impossible;  and  I  have  not  suc- 
ceeded  in  deducing  it  from  the  corresponding  theorem  for  the  plane. 
There  is,  moreover^  a  striking  difiPerence  for  the  '^simple"  case  according 
as  we  are  dealing  with  the  plane  or  space  of  n  dimensions.  In  the 
plane  the  coef&cients  {^^  in  the  prime  equation  may  be  any  constants, 
but  in  n-dimensional  space  they  satisfy  definite  relations  which  are 
independent  of  the  coefficients  of  M^,  Jf„  •  •  •,  M^. 

From  the  last  mentioned  property  it  follows  that  n  general  mani- 
folds Jfi  =  -äfj  ==  •  •  •  —  M^  =  0  drawn  through  a  given  one  -  set  point 
do  not  suf&ce  as  a  rule  to  determine  it;  but  have  a  higher^  intersecticTU 
at  the  point.  It  also  follows  that  the  whole  intersection  at  a  point 
of  more  than  n  independent  manifolds  M^  =«  Jtf,  =  •  •  •  =  M^  ==  0  may 
be  a  one-set  point;  and  the  conditions  that  this  may  be  the  case  form 
an  important  subject  for  investigation.  Hence  III^  lY^  and  VI  of  §  9 
are  not  true  in  n  dimensions. 

n.  The  reasons  for  supposing  that  the  number  fi  of  independent 
linear  equations  of  the  one-set  point  at  the  origin  determined  by  M^, 
Jfj,  •  •  •,  M^  is  equal  to  the  multiplicity  /t'  of  the  Solution  x^^^  x^=  -" 
=  x^  =  0  in  the  complete  Solution  of  the  equations  -Mj  =«  Jlf,  «=  •  •  • 
»  M^  ^  0  are  practically  the  same  as  those  already  advanced  in  §  9  for 
the  case  n  »  2;  with  this  difiPerence^  howeyer,  that  we  can  only  show 
the  probable  correctness  of  the  inequality  (i  ^  ft^  instead  of  actuaUy  prov- 
ing  it.  The  (i  equations  arise  from  the  fact  that  ft'  ordinary  points 
of  intersection  of  M^,  M^,  -  -  *,  M^  have  coalesced  in  some  way  at 
the  origin;  and  since  (i  separate  ordinary  points  of  intersection  would 
only  supply  /t'  equations  for  the  coefficients  of  M ^  M^Xi  +  M^ X^ 
+  . .  .  +  Jf^X^,  it  seems  inconceivable  that  they  should  supply  more 
than  fi'  equations  by  becoming  coincident;  hence  ft'^ft.  It  is  to  be 
observed  that  the  ^i  equations  supplied  by  any  point  of  intersection 
are  quite  independent  of  those  supplied  by  aU  others^  assuming  M  to 
be  of  sufficiently  high  degree;  for  the  equations  are  linear  relations 
among  the  values  of  the  partial  difiFerential  coefficients  (of  finite  ord,er) 
of  M  at  the  point,  which  are  all  independent  öf  one  another  for  any 
finite  number  of  points. 
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The  reasons  given  do  not  depend  in  anj  way  on  the  points  of 
intersection  being  one-set  points  ^  so  that  the  correctness  or  incorrect- 
ness  of  n  is  independent  of  that  of  I. 

The  foUowing  ezamples  illustrate  I  and  U. 

Example  1.  The  intersection  of  x}^-^^^  a;^+*  =  . . .  «  a;^««+i«  0 
at  the  origin  is  a  one-set  point  whose  prime  equation  is  0^^^^ . . .  ,^  «  0. 
This  equation  and  its  derivates  indude  (Z^  +  1)  (ij  +  1)  ...  (l^+  1) 
independent  eqnations. 

Example  2.  The  base- point  residual  to  the  given  base- point 
^^q-^pq-'^^f  2^JpY..^p,...'=  0,  •  •  •  with  respect  to  the  one-set 
point  -^""^{^(....L ""  Ö^  where  lif  1%,  -  -  -  ^xe  the  highest  values  of 
Pf  q  •  •  •  which  occur  in  any  of  the  prime  equations,  is  the  base-point 
determined  by  the  manifolds 

Sor  the  base-point  residual  to  the  last  with  respect  to  the  one-set 
point  is  th^  original  base-point^  its  prime  equations  being  obtained  by 
making  E  vanish  for  the  product  of  Zg^^,,, x^ a^«  •  •  •  with  each  of 
the  polynomials  x^''^^  •••,  a;>+\  -2:6^^...a?,'»-'a:,*»-«  •••,  etc.  (§  9,V). 

Example  3.  To  find  the  prime  equation  of  the  one-set  point  at 
the  origin  determined  by  the  three  surfaces 

x^x^  +  a?i*=  x^x^  -I-  V  —  ^^2  +  V="  0. 

Gonsidering  the  coefficients  of 

JlfiPi  +  M^^^  H-  M^T^^Ez^^,x^^x^^x{, 
i.  e.y  of 

{x^Xj,  +  V)  (^0  +  k^  +  ^^Ti  +  ^a;,  -f  . .  •) 
+  {x^x^  +  x^)  (mo  +  m^x^  +  m^x^  +  w,a:,  +  •  •  •) 

+  (^1^2  +  ^%)  K  H-  »h^i  +  ^^2  +  ^^8  H \ 

we  see  that 

therefore 

^4«  H"  ^WO  H"  ^004  ~  ^111  • 

The  derivates  of  this  equation  ore 

^800  ~  %i?     ^080  ^^  ^101 ;     ^008  "^  ^110 ; 

These  11  equations  are  satisfied  identically  by  the  coefficients  of 
Jf^Pj  +  JlfjP,  4-  -3^8^8  7  ^^^  ^^  <^^^  ^^  shown  that  there  are  no  others. 
Hence  the  intersection  of  M^^  M^,  M^  at  the  origin  is  a  one-set 
point  of  multiplicity  11. 
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The  base-point  determined  at  the  origm  by  the  four  surfaceB 

i8  the  base-point  of  highest  multiplicitj  contained  in  the  one-eet  point 
^400  +  ^040  +  ^004  ^  ^111  which  lies  on  the  surface  x^x^x^  =  0.  This  is 
the  3-set  point  ^300  =  %i^  %o=%u  ^oo8=*^iio^  ^f  mnltiplicity  10. 

Example4.  To  find  the  number  of  surfaces  which  are  necessarj 
to  determine  the  one-set  point  z^^  +  a^^  +  0^^  =  0. 

The  derivates  are  ^r^oo  ==  ^«0  =^  ^002  ^  ^100  =  ^010  =  ^001  "=  ^000  =*  ö- 
Hence  three  general  surfaces  through  the  point  are 

where  Ojoo  +  «080  +  «oc»  ==  *8oo  +  *o«o  +  *oas  ===  <W  +  ^  +  ^om  ^^  0.  These 
relations  have  no  effect  as  regards  the  number  it  is  required  to  find. 
The  three  surfaces  determine  a  one-set  point  at  the  origin  of  higher 
multiplicity  than  the  given  one,  the  prime  equation  of  which  may  be 
obtained  by  eliminating  the  arbitrary  parameters  involyed  in  jer^n;  ^010 » 
^110^  ^081?  ^012?  ^102?  ^201?  %o>  ^120?  ^111  >  ^ioo?  ^040>  ^004?  wherc  MiP^  +  M^P^ 

Four  general  surfaces  drawn  through  the  one-set  point  intersect 
in  a  2-set  point  at  the  origin  whose  prime  equations  involve  sf^^^,  z^^y 
^Mf  %i?  ^101;  ^110;  oiie  töi^  *^ö  equation  ^soo  +  i^oso  +  ^oo»  =  0. 

The  least  number  of  surfaces  that  will  suffice  to  determine  the 
given  one-set  point  is  five. 

y.  The  whole  of  §  9,  Y  with  the  exception  of  the  last  paragraph 
but  one^  is  immediately  applicable  to  space  of  n  dimensions. 

VIL  The  excepted  paragraph  of  §  9,  V  together  with  §  9,  VII 
relate  to  properties  of  base-points  on  a  given  base-curve,  and  can  be 
extended  to  space  of  n  dimensions  by  taking  the  base-curve  C  to  be 
any  algebraic  space  curve.  For  the  part  of  (7  in  the  neighbourhood 
of  any  particular  point  is  determinable  by  n— 1  equations  in  x^, 
x^y  "  '>  ^ft  (although  the  same  equations  may  not  serve  for  all  points 
on  C)y  and  therefore  any  isolated  point  of  intersection  of  C  with  a 
manifold  M^^O  is  a  one-set  point,  assuming  §  10,  L  Hence  we  have 
the  following  properties: 

Two  one-set  points  determined  at  the  same  point  by  C,  M^  and 
C,  JKj  respectively  are  residual  with  respect  to  the  one-set  point  de- 
termined by  C,  M^M^. 

H  M^y  M^  are  drawn  through  any  base-point  on  C,  their  remain- 
ing  intersections  with  C  at  the  point  are  coresidual  on  C. 

U  M^y  M^  are  drawn  through  any  given  series  of  base-points  on 

20* 
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C  iheir  whole  remaining  intersections  with  C  in  the  finita  region  of 
Space  are  coresidual  on  C. 

If  pari  of  the  interBection  of  C,  M^  is  the  whole  intersection  of 
C^  M^  m  the  finite  region  of  space  the  remaining  part  is  the  whole 
intersection  of  Cy  M^, 

Yin.  If  anj  series  Q  +  B  o{  one-set  points  in  the  finite  region 
of  space  of  n  dimensions  is  dirided  into  any  two  residual  series  of 
base-points  Q  and  R,  by  dividing  each  one-set  point  o{  Q  +  R  into 
any  two  residual  base-points^  and  if  d^,  d^j  D^  are  the  Z-ic  defects^  and 
6,,  e/,  E^  the  Z-ic  excesses,  of  ^,  iJ,  ^  +  ü  respectively,  then 

e^'  ^  (^—  2),    and    6,^  rf/  —  D^,    provided  E^^^>  0; 

the  proviso  £,^,,>  0  being  understood  to  mean  that  the  prime  equation 
of  any  one  of  the  one-set  points  of  Q  +  i2  is,  for  manifolds  itf »  0 
of  degree  l  +  l\  a  consequence  of  the  derivates  of  that  equation  and 
the  prime  equations  of  all  the  other  one-set  points  and  their  derivates. 
The  proof  of  this  is  exactly  similar  to  that  given  in  L  c.  2,  by 
assuming  the  one-set  theorem  for  n  dimensions.  The  inequalities  may 
be  changed  to  equalities  when,  and  only  when,  E^+ E^^  ^  +  i2*). 
For,  from  the  relation 

we  have 

and 

and,  by  adding, 


1.  e., 
therefore 


B  -  6/+ di/=  ö  +  ü  -  £,  + 2),; 
di+dj!  —  e^—  e/ «  2),+  D,,, 

^v  "^  d^—  Dl    and  e, -=  d^!  —  2),.. 


If  Q  +  R  is  the  whole  intersection  of  an  algebraic  curve  C,  re- 
quiring  more  than  n  —  1  equations  for  its  complete  determination,  and 
a  manifold  My^  —  0,  the  conditions  E,  +  JE,,  =-  ^  +  22,  E^  +  jE^  >  0  are 
not  in  general  satisfied  for  any  values  of  Z,  T;  but  they  are  satisfied 
for  all'  yalues  of  Z,  V  in  the  following  case: 

If  the  n  manifolds  -Jf^  =  -Sfg  =  •  •  •  —  M^  ^  0,  of  degrees  Zj,  Zg,  •  •  •, 
l^y  have  no  intersection  at  infinity  (i.  e.  if  the  resultant  of  the  terms 


•)  When  J5,  +  ^j.  «  <>  +  i?  the  only  poBsible  value  of  ä;^,,  >  0  ig  1. 


G.  Vorträge  in  den  Sekiionssitsnngen:  MacauWy.  309 

of  highest  degree  in  M^^  M^,  •••^  M^  does  not  yanish)^  and  it  Q  +  R 
(=  Zj,  Zj,  •••,  ZJ  is  their  whole  intersection^  then 

c/=  £^-  2),  and  ^=  d/--D^,  where  Z  +  T  =Zi  +  ig  +  ...  +  i„-  «  -  1. 

We  will  prove  that  E^+  E^,-^  Q  +  B  sxii  E^^y  >  0  (in  the  sense 
ascribed  above)  bj  assuming  the  extensions  of  Noether's  theorem  men- 
tioned  in  §  1.  The  condition  that  Mi,  M^,  -  -  -,  M^  have  no  inter- 
section  at  infinitj  ensures  two  things:  1)  M^,  M^y  •  *  -,  M^  have  none 
but  isolated  points  of  intersection^  and  the  intersection  of  any  k  of 
them  is  of  n-—Tc  dimensions  only,  for  otherwise  the  intersection  of 
M^y  M^y  . .  'y  M^  would  contain  a  manifold  of  dimensions  ^  1,  and 
would  inclnde  points  at  infinity;  2)  any  polynomial  of  degree  l  of 
the  form  Jf^ X^  +  Jf, X,  +  •  •  •  +  M^Xj^  can  be  so  expressed  that  each 
of  the  terms  M^X^y  •  • .,  M^Xj^  is  of  degree  ^  l.  This  may  be  proved 
by  indaction.  It  is  sufGcient  to  show  that  if  M^X^  is  of  higher 
degree  than  Jf  =  -Mj  Xj  +  Jf,  Xg  +  •  •  •  +  M^  X^ ,  and  of  as  high 
degree  as  anyone  of  the  terms  M^X^y  M^X^,  •  •  •,  M^X^y  then  the 
degree  of  M^X^  can  be  lowered  without  increasing  the  degree  of  any 
other  term.  Take  all  the  terms  in  M  which  are  of  the  same  degree 
as  M^X^y  viz.,  -MiXj  +  Jlf2X,  +  • . .  +  M^X^.    Then  we  must  have 

iif/x/  +  Jifg'x,'+  ...  +jif;x;  =  o, 

where  Jf/,  X/  (i  =  1,  2,  » •  -,  n)  are  homogeneous  polynomials  formed 
by  the  terms  of  highest  degree  in  ilf^,  X^.    By  making  the  Substitution 

the  identity  becomes  one  in  non-homogen6ous  polynomials  with  n  —  1 
variables  x^y  ar,,  •  •  .,  ^^_i,  viz. 

J/jW  Xi w  +  jf,(0  x,(0  +  ■ . .  +  Jf,w  X^^*)  =  0. 

Now  Mi^*\  M^^^y  .  • .,  M^^^  cannot  vanish  simultaneously  (since  the  re- 
sultant  of  Jf/,  Jtfg',  ■  •  .,  M^'  does  not  vanish),  and  consequently  any 
k  of  them  intersect  in  a  manifold  of  (n  —  l)  —  k  dimensions  only. 
Hence,  by  the  extensions  of  Noether's  theorem, 

XjC)«  jif,(ox,'w  +  . . .  +  Jf*wx;('), 

where,  as  only  m—  1  variables  are  involved,  and  M^^%  M^^%  •  •  •,  M^^*^ 
have  no  intersection  at  infinity,  we  may  assume  that  no  term  on  the 
right  hand  is  of  higher  degree  than  X/').  Making  this  identity  homo- 
geneous by  means  of  the  relation 

we  have 
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where  X^,  Jtf,',  •  •  •,  M^  are  the  same  as  above,  and  each  of  the  terme 
on  the  right  band  is  of  tbe  same  degree  as  X^,     Hence  also 

wbere  X/'  is  of  less  degree  than  X^ .  If  now  we  Substitute  this  value 
for  Xj  in  M^X^  +  M^X^+  •  •  •+  M^X^  the  result  will  be  to  lower 
the  degree  of  the  first  term  from  M^X^  to  M^X^'  without  increas- 
ing  the  degree  of  anj  other  term. 

Let  C{kyl)  denote  the  total  number  of  independent  linear  equations 
of  the  intersection  of  M^,  M^,  •  •  •,  Mj^  in  respect  to  manifolds  Jtf  «=  0 
of  degree  ly  that  is^  the  total  number  of  independent  linear  equations 
identically  satisfied  by  the  coefficients  of  M^X^  +  M^X^  +  •  •  •  +  ^k^ky 
where  X^,  Xj,  •  •  •,  X^^  are  arbitrary  polynomials  of  degrees  l  —  ly, 
l  —  lfy  '"y  i-'h'  (Thus  C{n,t)  is  the  number  of  independent  con- 
ditions  supplied  by  Q  +  B  for  ?-ics,  i.  e.,  C(n,  i)  =  Q  +  iJ  —  £,.) 
Suppose  M^Xi+  •••  +  Mj^Xj^  to  satisfy  such  further  conditions  that 
it  takes  the  form  -Sf^  Y^  +  •  •  •  +  j!lf^_i  F^_i.  For  this,  it  is  necessary 
and  Buf&cient  that 

Xj-  M,X^'+M,X^'+  ■■■  +  M,_,  XU. 

Hence^  since  X^  is  of  degree  l  —  Ij^j  the  number  of  independent  con- 
ditions that  its  coefficients  must  satisfy  is  CQ:—\y  l  —  li^-  As  none 
of  these  can  be  irrelevant,  there  must  be  a  precisely  equal  number  of 

independent  conditions  satisfied  by  the  coefficients  of  Jlf|  X^  H h  ^k^u 

in  Order  that  it  may  take  the  form  M^Y^+  •  •  •  +  M^_^Y^_^,  Hence 
we  have 

C{k  -1,0  =  ^iJ^y  l)  +  C{k-l,l-  l,), 
or 

c(ft,  i) «  c{k  -1,1)-  cik  -1,1-  i,y 

Let  F^  be  the  power  series  in  a;  in  which  the  coefficient  of  ^  is 
C(k,  T).    Then 

=  (1  -  a^)  (1  -  ic^)  . . .  (1  -  oft)  (1  -  xy-K 

Thus  C(k,l),  being  the  coefficient  of  o:'  in  F^,  is  a  number  depending 
only  on  l,  li,    -  •,  i^,  n.    Now 

^  coefficient  of  a;*  in  (1  —  a:^)     •  •  (1  —  afn)  (1  —  x)"**"^. 
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Henoe  we  have 

Q  +  R-'E^=  Bxxm  ot  first  l  +  1  coefficients  in  A(l  +  o;  +  -  +  ^^"0; 
and 

Q  +  R  —  Ey^  8um  of  first  V  +  1  coefficients  in  77 
«  sum  of  last  V  +  l  coefficients  in  77; 
and,  by  adding, 
2{Q  +  R)  —  Ei-Ei'=  sum  of  aU  coefficients  in  n^lj^-   l^=^Q  +  It, 

i.  e. 

Ei+E,^Q  +  R. 
Also 

JE;+r=  1. 

It  foUows  from  the  above  that  E^  is  equal  to  the  number  of 
factors  of  x^~^x^~^  -"  x^n'^  of  degree  exceeding  l,  We  obtain 
Gayley's  theorem  from  this  if  we  take  n  equal  to  2  and  2  to  be  not 
less  than  l^  or  l^. 

It  has  still  to  be  shown  that  the  prime  equation  of  any  one-set 
point  of  Q  +  72  is  a  consequence  of  all   the  remaining  linear   equa- 

tions  oi  Q  +  R  in  respect  to  an  -5f  of  degree  i^  +  J,  H h  i,.  —  w  —  1. 

Take  the  origin  at  any  one  of  the  points,  and  let  the  coefficients  of  M 
satisfy  aU  the  linear  equations  of  Q  +  72  with  the  exception  of  the 
prime  equation  of  the  one-set  point  at  the  origin.  Now  MM'  con- 
tains  the  whole  one-set  point  at  the  origin  provided  M'  contains  the 
base-point  residual  to  that  which  M  contains  (§  9,  V),  which  is  of 
multiplicity  1,  and  therefore  an  ordinary  point.     Hence  we  have 

x^M  =  0    (mod.  Jtfj,  Jfj,  •  •  •,  -SfJ,         (i  =  1,  2,  •  •  •,  n); 

and  it  is  required  to  prove  that 

M=0    (mod.  M^,  Jf„  . . .,  JfJ. 
Let 

x,M=X,,M,^-X,,M,^  ■■■+  X,,M,        (t  =  1,  2,  •.•,  n). 

Then 

i.  e. 

{x^X^^  -  x^  Xu)  Jfi  =  0     (mod.  M^,  •  •  -,  -MJ; 
therefore 

^i^n -x.X^i^O    (mod.  Jf„  •  •  -,  Jf J. 

Putting  x^  =  0,  and  writing  XA,  Jf/  for  the  values  taken  by  Xj^,  M^, 
we  have 

x,Xn  ^  0     (mod.  M,\  •  • .,  M^),        (i  «  2,  .. .,  n). 

Here,  since  M^\     •  •,  M^'  have  no  intersection  at  infinity  (this  being 
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ensored  by  origmslly  sabstitating  tlX^-\-  •  •  ■  -j-  t^x^  for  x,  if  need  be), 
and  Xii  iß  of  degree  1^+  ■■•  +  l„  —  {n —  1)  —  1,  we  have,  by  assaming 
the  theorem  for  »  —  1  variables*), 


I.  e. 
but 
therefore 


XA  =  0    (mod.  Jf,',  ..-,  M,'), 

X„  =  «1  Xi     (mod.  M„  ■  ■ ;  MJ; 

XiM-XuMi  =  0    (mod.  Jf„  •  •  •,  JfJ; 

x,iM-  X,M,)^0    (mod.  M,,  •■;  JfJ, 
M  -  Xi Jlfi  =  0    (mod.  Mt,  •  •  -,  M^, 

M  =  0    (mod.  Jfj,  Jtf„  •  •  •,  Jlf,). 


*)  The  theorem  is  proved  for  two  variables  in  1.  c.  2. 


Kürzeste  Wege  im  komplexen  Gebiet. 

Von 
E.  Study  aus  Bonn. 


Ähnliche  Eigenschaften  wie  die  quadratischen  Formen  haben  be- 
kanntlich die  stets  reellwertigen  sogenannten  Herrn it eschen  Formen^ 
immlich  bilineare  Formen  Sa^^  a:^  ^Tj^  (t,  Jfc  =  1,  2,  •  •  •,  n)  mit  konjugiert- 
komplexen  Veränderlichen  x^,  x^  und  konjugiert-komplexen  Koeffizienten 
^ik  ^  ^ki'  ^^^  wollen  nun  zeigen^  daß  man  unter  gewissen  Einschrän- 
kungen aus  einer  solchen  Form  eine  Art  der  Maßbestimmung  ableiten 
kann^  die  verwandt  ist  der  von  Cayley  aus  einer  quadratischen  Form 
abgeleiteten  sogenannten  projektiven  Maßbestimmung,  sich  aber  von 
dieser  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Entfernung  zweier  Punkte  in 
dem  zu  betrachtenden  komplexen  Gebiet  stets  reeU  ist.  Wir  werden 
so  zu  drei  Hauptarten  reeller  Maßgeometrie  im  komplexen  Gebiet 
kommen,  die  durch  die  Worte  elliptisch,  parabolisch,  hyperbolisch  unter- 
schieden werden  können  und,  bei  reellen  Werten  der  Koeffizienten  a^^, 
im  reellen  Gebiet  in  die  gewöhnlich  ebenso  bezeichneten  Arten  von 
Geometrie  konstanten  Biemannschen  Krümmungsmaßes  übergehen.  Da 
der  zu  erklärende  Entfemungsbegri£F  mit  den  Prädikaten  „größer'^  und 
„kleiner^'  verbunden  werden  kann,  so  wird  mit  dieser  Erweiterung 
der  reellen  Geometrie  eine  Ausdehnung  des  Satzes  von  der 
Geraden  als  kürzestem  Weg  auf  das  komplexe  Gebiet  ge- 
funden sein. 

Wir  behandeln  etwas  eingehender  nur  den  in  vieler  Hinsicht  wich- 
tigsten „elliptischen"  Fall,  in  dem  die  Her  mite  sehe  Form  definit  und 
zwar  positiv  ist,  und  also  bekanntlich  durch  lineare  Transformationen 
in  die  Gestalt 

übergeführt  werden  kann.     Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung 


314  II.  Teil:  WisseDSchafbliche  Vorträge, 

im  genannten  besonderen  Falle  also 

so  ist  der  Begriff  der  („elliptischen  Hermiteschen")  Entfernung 
zweier  Punkte  Xy  y^  nämlich  zweier  Punkte  mit  den  homogenen  kom- 
plexen Koordinaten  x^ix^:-"  \  x^,  yi'y%'*"'yny  durch  die  Formel 

(x,  y)  ^  2  arc  cos  -ÄM_-    mod.  2  x  (1) 

erklärt.  Man  sieht  hieraus,  daß  in  der  Tat  zwei  beliebige  Punkte  im 
komplexen  Gebiet  eine  st«ts  reelle  Entfernung  (x,  y)  erhalten.  Diese 
ist  reell-periodisch  mit  der  Periode  2%  und  übrigens  bis  aufs  Vorzeichen 
bestimmt.     Sie    führt    zu    folgendem    Ausdruck    für   das  Quadrat   des 

,2 A  (^^)  {dxdx)  —  {xdx)(xdx) 

"~  {xxy 

Zerspaltet  man  hier  die  komplexen  Yenuiderlichen  und  deren  Zuwüchse 
in  ihre  reellen  und  rein  imaginären  Bestandteile,  so  erhält  man  eine 
wesentlich  positive  quadratische  Di£Ferentialform,  die,  in  bekannter  Weise, 
eine  besondere  Art  der  Geometrie  in  dem  (2n  —  2)-dimensionalen 
,/ealen^'  Gebiet  definiert,  dessen  Raumelement  der  Punkt  des  komplexen 
Gebietes  n**'  Stufe  ist.  Natürlich  bleibt  noch  nachzuweisen,  daß  durch 
geeignete  Integration  —  längs  geodätischer  Linien  —  aus  dem  Aus- 
druck für  ds  wieder  eben  die  zuvor  erklärte  Funktion  {x,  y)  hervor- 
geht; andernfalls  würde  der  Name  „Entfernung^'  für  diese  nicht  gerecht- 
fertigt sein. 

Die  Art  der  Geometrie,  zu  der  wir  hier  gelangt  sind,  hat  nun 
sehr  bemerkenswerte  Eigenschaften.  Sie  gehört  nicht  zu  denen  von 
konstantem  Riemannschem  Erümmungsmaß;  sie  schließt  aber  gewisse 
besonders  einfach  erklärte  Mannigfaltigkeiten  ein,  die  ein  konstantes  Rie- 
mannsches  Erümmungsmaß  haben.  Wenn  z.  B.  die  Hermitesche  Form 
in  der  angeführten  speziellen  Gestalt  gegeben  ist,  oder  überhaupt  reelle 
Eoeffizienten  hat,  so  hat  die  Gesamtheit  der  reellen  Punkte  (eine  w— 1- 
dimensionale  Mannigfaltigkeit)  das  konstante  Erümmungsmaß  |.  Die 
konstruierte  Hermitesche  Maßbestimmung  reduziert  sich  dann  im 
reellen  Gebiet  auf  eine  gewöhnliche  Gayleysche,  und  zwar  auf  eine 
sogenannte  elliptische  Maßbestimmxmg. 

Greift  man  femer  aus  dem  komplexen  Gebiet  die  oo^  Punkte  einer 
beliebigen  Geraden  heraus,  so  hat  man  vor  sich  eine  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit  vom  Erümmungsmaß  Eins.  Die  Maßbestimmung  ffir 
die  Punkte  dieser  Geraden  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
gewöhnlichen  sphärischen  Maßbestimmung. 
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Der  Ort  aller  Punkte  y  nämlich^  die  Ton  einem  gegebenen  Punkte 
X  die  Entfernung  =  %  mod.  2%  haben  ^  ist  eine  —  im  komplexen  Ge- 
biete (2n  —  4)-dimensionale  —  lineare  Mannigfaltigkeit,  die  ^^absolute 
Polare"  des  Punktes  Xj  dargestellt  durch  die  einfache  Gleichung 

{Xy)  =  0, 
und  diese  schneidet  jede  durch  x  gelegte  Gerade  in  einem  von  x  ver- 
schiedenen Punkte  Xy  der  zu  o;  in  umkehrbarer  Beziehung  steht.  Die 
(X)^  Punkte  irgend  einer  Geraden  werden  daher  in  bestimmter  Weise 
gepaart.  Man  kann  dann  das  komplexe  Gebiet  der  Geraden  so  auf 
eine  Riemannsche  Kugelfläche  vom  Radius  Eins  abbilden^  daß  die 
Bilder  gepaarter  Punkte  x,  x  einander  auf  der  Kugel  diametral  gegen- 
überliegen. Die  Entfernung  zweier  Punkte  x,  y  wird  dann  identisch 
mit  dem  sphärischen  Abstände  ihrer  Bildpunkte.  Die  geodätischen  Li- 
nien auf  der  Bildkugel  sind  nun  die  größten  Kreise;  und  diese  sind  die 
Bilder  gewisser  (X>'  Staudtscher  Ketten^  die  in  bezug  auf  die  einge- 
führte Maßbestimmung  ebenfalls  geodätisch  sind^  zunächst  auf  der  be- 
trachteten Geraden. 

Es  gibt  also  auf  jeder  reellen  oder  imaginären  Geraden 
einen  einzigen  kürzesten  Weg  zwischen  jö  zwei  verschiede- 
nen Punkten  x^  y^  die  nicht  ^konjugiert^^;  d.  h.  nicht  durch 
die  Gleichung 

{xy)  =  0  =  {xy) 

verbunden  sind;  und  dieser  Weg  liegt  auf  einer  bestimmten 
unter  den  (X>^  Staudtschen  Ketten^  durch  die  man  die  beiden 
Punkte  verbinden  kann.  Seine  Länge  ist  der  absolut  kleinste 
Wert  der  Entfernung  der  beiden  Punkte. 

Die  beschriebenen  speziellen  Ketten^  die  wir  Normalketten  nennen 
woUen,  lassen  sich  sehr  leicht  angeben.  Sie  sind  erschöpfend  dadurch 
charakterisiert^  daß  ihre  Punkte  vermöge  der  Gleichung  {xx')  »  0  ge- 
paart sind.  Um  zwei  gegebene  (z.  B.  nicht  konjugierte)  Punkte  Xj  y 
durch  eine  Normalkette  zu  verbinden^  wähle  man  die  —  nur  bis  auf 
einen  komplexen  Faktor  bestimmten  —  Koordinaten  etwa  des  Punktes 
y  so^  daß  die  Gleichung 

{xy)  «  {xy) 

besteht,  der  Ausdruck  {xy)  also  reell  wird.  Bedeuten  dann  6  :  x  reelle 
Yerhältnisgrößen,  so  liegt  der  Punkt 

z  ^  6x  +  xy 
(d.  h.   der  Punkt  mit   den  homogenen  Koordinaten  z^  =  6x^  +  xy^  auf 
der  x  und  y  verbindenden  Normalkette,   und  diese   ganze  Kette  wird 
gefunden,  wemi  man  6 :  r  variiert. 
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Der  kürzeste  Weg  auf  der  Yerbindniigsgeraden  zweier 
nicht  konjugierter  Punkte  ist  nun  der  überhaupt  kürzeste 
Weg  zwischen  diesen  Punkten.*) 

Wir  verzichten  hier  auf  die  Wiedergabe  des  übrigens  einfachen 
Beweises  für  diesen  grundlegenden  Satz  und  bemerken  nur,  daß  dieser 
Beweis  mit  Hilfe  der  nahe  liegenden,  für  drei  beliebige  Punkte  Xy  y,  z 
geltenden  Ungleichung 

!  {xS)     (xy)    {xz)   j 

j  (y^)    {yy)   (y^)  |^o 

1  (zS)     (zy)    (zz)  I 
geführt  werden  kann. 

Es  hat  sich  also  herausgestellt^  daß  die  geodätischen  Linien  in  der 
betrachteten  (2n  —  2)-dimenBionalen  Mannigfaltigkeit  eine  sehr  einfache 
Beschaffenheit  haben.  Sie  sind  sämtlich  geschlossen  und  sie  haben 
alle  die  gleiche  Länge  2n.  Übrigens  haben  nicht  nur  die  Normal- 
ketten eine  einfache  Bedeutung  für  unsere  Geometrie,  sondern  die 
St  au  dt  sehen  Ketten  überhaupt.  Jede  solche  liegt  auf  einer  bestimmten 
Greraden,  und  sie  kann  daher,  wie  ein  Blick  auf  die  Bildkugel  zeigt^ 
auf  zwei  Arten  als  em  (spezieller)  geodätischer  Ejreis  aufgefaßt  werden. 

Bemerkenswerte  Eigenschaften  haben  die  sogenannten  geodäti- 
schen Flächen**)  in  unserem  (2 n  —  2) -  dimensionalen  „Hermite- 
schen" Räume.  Zu  ihnen  gehören  zunächst  die  oo*"-®  Geraden  im 
komplexen  Gebiet.  Jede  von  diesen  ist  selbstverständlicherweise  auf 
oo^  Arten  geodätische  Fläche.  Sie  enthält  oo^  Staudtsche  Ketten, 
darunter  oo^  Normalketten,  deren  je  zwei  verschiedene  einander  in  zwei 
Punkten  schneiden.  Alle  übrigen  geodätischen  Flächen,  deren  Mannig- 
faltigkeit oo***-^*  ist  (n>2),  enthalten  genau  oo*  Staudtsche  Ketten 
(deren  je  zwei  einander  in  einem  Punkte  schneiden),  und  sie  sind 
hierdurch  yoUkommen  charakterisiert.  Unter  ihnen  befinden  sich  ins- 
besondere oo*""^'  solche,  deren  sämtliche  Staudtsche  Ketten  Normal- 
ketten und  also  geodätische  Linien  sind.  In  jeder  einzelnen  unter  diesen 
reduziert  sich  die  Hermitesche  Maßbestimmung  auf  eine  gewöhnliche 
Gayleysche  und  zwar  elliptische  Maßbestimmung  vom  Krümmungs- 
maß |.  Jede  von  ihnen  ist  natürlich  ebenfalls  auf  oo*  Arten  geodä- 
tische Fläche  (während  die  übrigen  Flächen  mit  oo^  Ketten  nur  auf 
je   eine    Art   geodätische   Flächen    sind).      Das    Quadrat    des    Bogen- 


*)  Zwischen  ewei  konjugierten  Punkten  gibt  es,  wie  auf  der  Bildkugel,  oo^ 
kürzeste  Wege,  die  alle  dieselbe  L&nge  n  haben. 

**)  Übrigens  empfehlen  sich  statt  der  Worte  ,JLiinie*^  und  „Fläche''  in  diesem 
Zusammenhange  andere.    Vergleiche  die  am  Schlüsse  genannte  Abhandlung. 
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elementes  auf  einer  geodätischen  Fläche^  die  nicht  zu  den  genannten 
oo*"~®  gehört,  hat  die  für  gewisse  (nur  ideal-geschlossene,  nämlich 
glockenförmige)  Umdrehnngsflächen  des  gewöhnlichen  Raumes  charak- 
teristische Form: 

ds^  =  rfti«  +  4  sin«  2  I  ^  ~  **  ^"^^  fl  ^^'^ 

wo  die  Eonstante  A:',  die  stets  <  1  ist,  mit  der  Krümmung  Kq  der 
geodätischen  Fläche  in  deren  „Zentrum"  oder  „Nabelpunkf^  durch  die 
Gleichung  zusammenhängt 

4  J^o  ==  1  +  3/f«. 
Diese  Krümmung  2^,  also  das  Riemannsche  Krümmungsmafi, 
das  zu  irgend  einem  Büschel  von  Fortschreitungsrichtungen  gehört,  ist 
andrerseits  gegeben  durch  die  Formel 

TT         ^+J^ 

wo,  nach  Bezeichnung  zweier  der  oo^  Fortschreitungsrichttmgen  durch 
die  Symbole  d  und  dy 

A  =  (xx)  •  I  (xx)  (dxdx)  (ßx  8x)  \ , 


{xx)     (Säx) 
(d£x){dxdx) 


[  I  (dxsS){dxdic) 

niemals  negative  Qrößen  bedeuten.  K^  variiert  also  zwischen  den 
Extremen  1  und  \,  Die  Extreme  selbst  entsprechen  den  oo^**'^ 
Geraden  (-4  =  0)  und  den  anderen  oo***""  geodätischen  Flächen  (-B=»0), 
die  konstantes  Krümmungsmafi  und  cx>«  Zentra  oder  Nabelpunkte  haben. 
Aus  dem  Bogenelement  entwickelt  man  ohne  Mühe  die  ganze  Reihe 
von  Begriffen  und  Ausdrücken,  deren  Anfangsglieder  das  Flächen- 
element und  das  dreidimensionale  Volumenelement  sind.  Bei- 
spielsweise findet  sich  für  das  Flächenelement  die  Formel 

{d«.*s.8in(ds,ds))»-16^i#; 

die  Gesamtfläche  einer   zum  Parameter   k*  (s.  oben)  gehörigen  geo^- 
tischen  Fläche  wird  danach 

8^  r    j^i^-k'x^ —  {1^**^0}, 

wobei  der  oben  nicht  auftretende  Grenzfall  A:^  »  1  der  der  Geraden  ist. 
Das  letzte  Glied  in  der  genannten  Reihe  liefert,  gehörig  integriert, 
das    Gesamtvolumen   des    als   elliptischer  Hermitescher  Raum   be- 
trachteten (2n  —  2)-dimensionalen  komplexen  Gebietes 
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(n  -  1)! 

Wir  gehen  nicht  weiter  auf  Einzelheiten  ein^  sondern  wenden  uns 
jetzt  zur  Betrachtung  einiger  allgemeiner  Probleme  der  Gruppen- 
theorie^  die  mit  unserer  Mafigeometrie  zusammenhängen. 

Wir  verlangen,  alle  im  (2w  —  2)-dimensionalen  Gebiete  analytischen 
Transformationen  zu  bestimmen^  die  irgend  eine  der  folgenden  Eigen- 
schaften haben: 

1)  Die  Transformationsgleichungen  sollen  die  Gleichung 

nach  sich  ziehen. 

2)  Sie  sollen  irgend  eine  Gleichung  der  Form 

nach  sich  ziehen. 

3)  Sie  soUen  geodätische  Linien  (Normalketten)  in  ebensolche 
überführen. 

Im  Falle  1)  zunächst  läßt  sich  unschwer  einsehen,  dafi  die  frag- 
lichen Transformationen  entweder  Eollineationen  oder  Antikolli- 
neationen  sein  müssen  (nach  Segres  Ausdruck),  d.  h.  daß  sie  in  einer 
der  beiden  Formen 

ic/  "^  öt^i  ^1  +  •  •  •  +  (^in  ^nf 

sich  müssen  schreiben  lassen.  Die  explizite  Darstellung  aller  der  ver^ 
langten  Transformationen  ergibt  sich  dann  aus  einer  Untersuchung  des 
Herrn  A.  Loewj.*)  Man  kommt  zu  dem  folgenden  Resultat,  das 
übrigens  von  Herrn  Loewy  nicht  ausgesprochen  worden  ist: 

Die  Transformationen,  die  das  Problem  1)  lösen,  bilden  eine  so- 
genannte gemischte  Gruppe  (G^„«_i,  H^^_^),  deren  beide  Scharen  ab- 
geschlossene («*  —  l)-dimensionale  Kontinua  bilden.  Beide  Arten 
von  Transformationen  lassen  auch  die  Entfernung  endUch-verschiedener 
Punkte  ungeändert.  Sie  sind  also  analog  den  Bewegungen  und  Um- 
legungen (entsprechend  den  Begriffen  Kongruenz  und  Symmetrie) 
im  sphärischen  Räume,  und  können  daher  durch  die  gleichen  Worte 
(mit  einem  zur  Unterscheidung  dienenden  Zusatz)  bezeichnet  werden. 
Die  kontinuierliche  Gruppe  6r^»_i  der  Bewegungen  im  elliptischen 
Her  mite  sehen  Räume  ist  nicht  nur  transitiv,  sondern  überdies  auch 
primitiv  und  einfach.**) 

*)  über  bilineare  Formen  mit  konjagiert-imaginären  Yariabeln.  Halle  1898, 
Acta  Leopoldina  LXXI  Nz.  8. 

**)  Sie  stellt  einen  bis  jetzt,  wie  es  scheint,  nicht  bemerkten  Typus  der  Zu- 
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Die  Aufgaben  2)  und  3)  können  nunmehr  mit  einem  Worte  er 
ledigt  werden,  wenn  auch  im  Falle  2)  der  hier  nicht  wiederzugebende 
Beweis  einige  Umstände  macht.  Abgesehen  nämlich  von  dem  ein- 
fachsten Falle  «  «  2,  der  eine  evidente  Ausnahme  büdet,  gut  der  be- 
merkenswerte Satz^  dafi  die  vollständige  Lösung  auch  dieser  Auf- 
gaben durch  die  Gruppe  (6r^«_i,  -ff,,»-!)  geliefert  wird.  Jn  bezug  auf 
diese  beiden  Probleme  2),  3)  der  konformen  und  der  geodätischen 
Abbildung,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  können,  hat  also  unser  qua- 
dratischer Differentialausdruck  ds*  ein  anderes  (und  zwar  allgemeineres) 
Verhalten  als  das  Bogenelement  einer  Mannigfaltigkeit  konstanten  Rie- 
mann  sehen  Krümmungsmaßes. 

Eine  weitere  interessante  Frage,  die  sich  hier  anschließt,  ist  die, 
ob  es  nicht  möglich  sein  wird,  in  einem  höheren  Räume  konstanter 
Sjrümmung  eine  reelle  (2n  — 2)-dimensionale  Mannigfaltigkeit  so  an- 
zugeben, daß  die  gewöhnliche  —  Euklidische  oder  Nicht-Euklidische 
—  Geometrie  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  mit  der  hier  betrachteten 
übereinstimmt.  Dies  läßt  sich  in  der  Tat  auf  mannigfache  Art  erreichen. 
Es  läßt  sich  z.  B.  im  Euklidischen  Räume  von  n*  —  1   Dimensionen 

eine    rationale    Mannigfaltigkeit    -äf^^^g    von    der    Ordnxmg    (^J7i) 

finden,   die  der  genannten  Forderung  genügt.     Sie  verläuft  auf  einer 

sphärischen  Mannigfaltigkeit  vom  Krümmungsmaß  .^    ___^.,  und  ist  auf 

das  komplexe  Gebiet,  unter  Gleichheit  entsprechender  geodä- 
tischer Abstände,  vollkommen  eindeutig  umkehrbar  und  stetig  ab- 
gebildet. Alle  Transformationen  von  G^^^^  z.  B.  werden  durch 
diese  Abbildung  als  Euklidische  Bewegungen  wiedergegeben. 
Die  komplexen  Gebiete  aller  Geraden  erscheinen  als  Kugeln 
vom  Radius  Eins.  Die  größten  Kreise  auf  diesen  Kugeln  sind  die 
Bilder  der  Normalketten;  sie  sind  die  geodätischen  Linien  auf  M^^^^- 
Von  den  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  gruppentheoretische 
Anwendungen  machen,  die  auch  für  die  Funktionentheorie  von  Bedeu- 
tung sind.  Nach  einer  bekannten  Bemerkung  der  Herren  Loewy  und 
Moore  läßt  jede  endliche  Gruppe  linearer  Transformationen  (min- 
destens) eine  überall  positive  Hermitesche  Form  (und  natürlich  auch 
deren  reelle  Vielfache)  in  Ruhe.  Daraus  folgt  nunmehr,  daß  jeder 
endlichen  Gruppe  von  Kollineationen  eine  holoedrisch  iso- 
morphe Gruppe  reeller  Euklidischer  Bewegungen  zugeordnet 
werden  kann.     Es  folgt  also,  daß  die  reelle  Euklidische  Geometrie, 


sammensetziiiig  reeU-einfftcher  Gruppen   dar.     Vgl.   die   am   Schlüsse   erwähnte 
ausföhrUohere  Darstellung. 
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genügend  entwickelt^  bereite  die  ganze  Theorie  der  endlichen  Kollinea- 
tionsgmppen  einschließen  wird. 

Femer  ergibt  sich  ans  dem  Vorgetragenen,  daß  man  für  alle  end- 
lichen KoUineationsgruppen  mit  vollkommener  Pnizision  Fundamental- 
bereiche  in  der  Weise  definieren  kann,  wie  es  Herr  F.  Klein  im 
einfachsten  Falle  n  »  2  ausgeführt  hat. 

Das  Gesagte  läßt  sich^  mutatis  mutandis^  auf  den  Fall  übertragen, 
wo  die  zugrunde  gelegte  Hermitesche  Form  in  der  Gestalt 

»C\  tJO^    *"""  tJOa  •'^8  '  *  '    ~~~  •^a  •*'»| 

geschrieben  werden  kann.  Das  komplexe  Gebiet  wird  dann  durch  die 
QQ%n-i  Nullstellen  der  Form  in  einen  „iimeren"  und  einen  ,,äußeren^^ 
TeU  zerlegt.  Im  Inneren  hat  man  eine  der  gewöhnlichen  hyper- 
bolischen Geometrie  verwandte  Art  der  Geometrie,  wobei  der  Ausdruck 
für  die  („hyperbolische  Hermitesche")  Entfernung  zweier  Punkte 
X,  y  durch  einen  hyperbolischen  Arcus  cosinus  oder  durch  den  Logar 
rithmus  eines  Doppelverhaltnisses  erklärt  ist: 

(a;,y)»2arccosAJ^Mp= 


lg 


y(a;y)(«y)  —  V(xy)  Qcy)  —  (xx)(y~yy 


wo 


(xy)  «  x^y^  —  x^y^ x^y^. 


Die  in  das  Innere  des  komplexen  Gebietes  eindringenden  Geraden 
erhalten  in  diesem  Falle  das  Krümmungsmaß  —  1. 

Zwischen  der  elliptischen  und  der  hyperbolischen  Hermit eschen 
Geometrie  steht  ein  als  parabolisch  zu  bezeichnender  Ghrenzfall.  In 
diesem  FaUe  kann  man^  ohne  der  Sache  Schaden  zu  tun^  nicht-homo- 
gene Koordinaten  verwenden.  Man  kann  dann  den  nunmehr  algebrai- 
schen Ausdruck  für  die  (^^parabolische  Hermitesche^^  Entfernung 
zweier  Punkte  x^  y  in  die  einfache  Form 

(X,  y)  -  V^ÖT^l^T^«",)  (3) 

setzen  (i  «=  2,  3,  •  •  -^  n\  die  im  reellen  Gebiete  die  gewöhnliche  (Eukli- 
dische) Entfernung  zweier  Punkte  liefert.  In  diesem  Falle  allein  hat 
der  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ein  konstantes  Krüm- 
mungsmaß, nämlich  Null. 

Wegen  weiterer  Ausführungen  verweisen  wir  auf  eine  Arbeit,  die, 
unter  dem  gleichen  Titel  wie  diese  Mitteilung,  demnächst  in  den  Ma- 
thematischen Annalen  erscheinen  wird. 

Erwähnt  sei  noch,   daß  man  auch    aus    anderen  Arten   bilinearer 
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Formen,   insbesondere  aus  beliebigen   von   nicht   verschwindender  Dis- 
kriminante,  neue  Arten  der  Maßbestimmung  ableiten  kann. 

Nachdem  der  Verfasser  das  Thema  seines  Vortrags  der  eingesetzten 
Kommission  bereits  mitgeteilt  hatte,  hat  er  Kenntnis  erhalten  davon,  daß 
ein  italienischer  Mathematiker,  Herr  G.  Fubini,  ebenfalls  anf  den  Gedanken 
gekommen  sei,  Hermitesche  Formen  zur  Erklärung  einer  Maßbestimmung 
zu  verwenden.  In  der  inzwischen  erschienenen  Arbeit  dieses  Autors*)  findet 
sich  in  der  Tat  dieser  Grundgedanke  der  besprochenen  Theorie,  nicht  aber 
auch  eine  wirkliche  Erweiterung  des  Satzes  von  der  Geraden  als  kürzestem 
Weg.  Da  diese  Untersuchung  auch  sonst  nicht  so  weit  geht,  wie  die  soeben 
skizzirte,  und  manches  Unbefriedigende  enthält,  so  schien  keiue  Veranlas- 
sung dazu  gegeben,  den  einmal  angezeigten  Vortrag  zurückzuziehen. 


•)  iBtituto  Veneto  LXIH,  2,  1904. 


Vorh.  d.  in.  Internat.  Mftthem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  21 


Gher  Grundzüge  einer  Theorie  des  Tetraeders. 

Von 
F.  Meyer  aus  Königsberg  i.  P. 


Die  ^^neuere  Dreiecksgeometrie'^  ist  in  den  letzten  Jahrzehnten  eine 
umfangreiche  Disziplin  geworden.  Bei  zunehmender  Fülle  der  Einzel- 
ergebnisse macht  sich  aber  auch  das  Bedürfuis  geltend,  das  Gebiet  nach 
sachgemäßen  Klassifikationsprinzipien  zu  ordnen  und  so  zu  einer  Wissen- 
schaft zu  gestalten. 

Als  zwei  hervorragende  Prinzipien  dieser  Art  seien  hier  genannt 
einmal  die  systematische  Einführung  der  beiden  imaginären  Kreis- 
punkte  (bezw.  eines  absoluten  Kegelschnitts),  andererseits  die  der  qua- 
dratischen Verwandtschaft,  insbesondere  der  eineindeutigen,  der  sich 
wiederum  als  Spezialfall  die  Inversion  unterordnet.*) 

Für  eine  entsprechende  Geometrie  des  Tetraeders  sind  zwar  jene 
beiden  Prinzipien  unmittelbar  yeraUgemeinerungsfähig,  vermöge  Ein- 
führung des  Kugelkreises  sowie  einer  gewissen  eineindeutigen 
kubischen  Verwandtschaft,  dagegen  ist  bisher,  wenn  man  von 
speziellen  Tetraedern  oder  mehreren  Tetraedern  in  spezieller  Lage  ab- 
sieht, noch  wenig  Material  vorhanden.**) 

Der  Verfasser  hält  es  daher  für  nützlich,  seine  bislang  in  dieser 


*)  Anf  Grund  dieser  Prinadpien  hat  Herr  Stud.  G.  Berkhan  eine  neue  und 
überdies  vielfach  erweiterte  Darstellung  der  neueren  Dreiecksgeometrie  geliefert, 
in  einer  am  20.  Juli  1904  von  der  Eönigsberger  philosophischen  Fakultät  gekrOnten 
Preisarbeit  (ein  Auszug  wird  voraussichtlich  bald  als  Dissertation  erscheinen). 
Ein  weiteres,  theoretisch  sich  darbietendes  Prinzip,  die  Sätze  nach  der  Natur  der 
Funktionen  zu  ordnen^  die  für  sie  einen  extremen  Wert  annehmen,  scheint  prak- 
tisch schwer  durchfuhrbar.  Endlich  erweist  sich  die  Einfuhrung  der  komplexen 
Größen  nur  fclr  gewisse  Teilgebiete  der  Dreiecksgeometrie  als  zweckmäßig. 

**)  Eingehend  untersucht  sind  die  Komplexe  der  Geraden,  die  die  Ebenen 
eines  Tetraeders  in  konstantem  Doppelverhältnis  treffen,  femer  die  sogenannten 
Tetraedralfiächen  u.  a. 
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Richtung  angestellten  Untersachangen*)  hier  in  den  Hauptzügen  zu- 
sammenzufassen und  in  einigen  Punkten  zu  ergänzen. 

Wenn  auch  das  Tetraeder^  besonders  in  metrischer  Hinsicht^  eine 
vielfach  verwickeitere  Konfiguration  darbietet,  als  das  Dreieck,  so  erfreut 
es  sich  doch  andererseits  eines  gewissen  Vorzuges.  Von  der  ver- 
wirrenden Mannigfaltigkeit  der  „merkwürdigen"  Punkte  (resp.  Geraden) 
des  Dreiecks  bleibt  bei  der  Ausdehnung  auf  das  Tetraeder,  wie  es 
scheint,  nur  eine  verhältnismäßig  kleine  Anzahl  bestehen;  die  Mehrzahl 
geht  über  in  gewisse  ausgezeichnete  Flächen  zweiter  Ordnung  resp. 
Klasse. 

Damit  ordnet  sich  von  vornherein  die  Theorie  des  Tetraeders  der 
Theorie  der  allgemeinen  quadratischen  Formen  in  höherem  Maße 
unter,  als  die  Theorie  des  Dreiecks.  Auch  der  Umstand,  daß  die  An- 
zahl der  Dimensionen  des  Raumes  ungerade  ist,  erweist  sich  als  vor- 
teilhaft. 

Wir  betrachten  das  Tetraeder  zuvörderst  als  eine,  in  sich  dua- 
listische ausgeartete  Fläche  vierter  Ordnung  resp.  Klasse  und  setzen 
diese  in  Beziehung  (d.  h.  Schnitt  resp.  Berührung)  zu  andern  Flächen 
gewisser  Ordnung  resp.  Klasse,  insonderheit  zum  Kugelkreise. 

Eine  erste  Gruppe  von  Sätzen  stellt  Ausdehnungen  des  Pascalschen 
Satzes  über  Kegelschnitte  und  verwandte  Erscheinungen  dar.  Man  faßt 
zweckmäßig  Sätze  dieser  Art  als  Spezialfälle  einer  umfassenderen  Klasse 
von  Erscheinungen  auf,  was  analytisch  darin  seinen  Ausdruck  findet, 
daß  man  sie  gewissen  Identitäten  unterordnet. 

Das  vorgelegte  Tetraeder  mit  den  Ecken  Ä^  und  den  Gegenebenen 
Aj  (»  »  1,  2,  3,  4)  diene  als  Koordinatentetraeder,  wobei  der  Mittelpunkt 
der  ihm  einbeschriebenen  Inkugel  als  Einheitspunkt  (mit  den  Koordi- 
naten 1,  1, 1,  1)  benutzt  werde.  Die  Kante  -4,-4„,  {x^  =;  0,  Xj^  ==  0)  sei 
mit  Ä,^  bezeichnet,  die  inneren  Flächenwinkel**)  (A„  A^)  mit  y,^,  deren 
Kosinus  mit  c,^. 


*)  JahreBbericht  der  Deatschen  Mathematiker -Vereinigung,  IX  ^  (1900)  p.  91; 
XII  >  (1903)  p.  137;  Archiv  fflr  Math.  u.  Physik  (8)  1  (1901),  p.  372;  (8)  6  (1903), 
p.  168,  282;  (3)  8  (1904),  p.  136. 

**)  Diese  sechs  Flächenwinkel  sind  an  eine  bestinunte  Relation  gebunden,  die 
ihren  einfachsten  Ausdruck  darin  findet,  daß  die  Determinante  {  c,.^  |  der  Gleichung 
(lY)  des  Eugelkreises  verschwindet.  Auch  die  Unterdeterminanten  dieser  „Kugel- 
kreisdeterminante^*  I  ^tit  I  stehen  in  einfacher  Beziehung  zu  den  Bestinimungsstücken 
des  Tetraeders.  Ist  r.j^  die  erste  Unterdeterminante  von  c,.^,  und  bedeuten 
^, ,  ^, ,  ^, ,  ^4  die  Inhalte  der  Seitenflächen  des  Tetraeders,  so  lehrt  einmalige  Rän- 
derung von  \Cfj^\  mit  Punktkoordinaten  x^  daß  F.j^  proportional  wird  mit  J.Jj^. 
Der  Proportionalitätsfaktor  bestimmt  sich  aus  der  Formel  für  die  Entfernung  zweier 

21* 
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Ein  Punkt  ^^jr^j^^'  auf  der  Kante  kf^  ist   durch   seine  Koordinate 
:r.4  —  —  ( oder  auch  durch  a?*/  =  —  )  bestimmt,  dualistisch  eine  Ebene 

yjU^^^   durch   die   Gegenkante   h^^   vermöge   ihrer   Koordinate   u^^  =■  — 

/oder  auch  durch  Uj^^  — >  —  | .  Ein  Punkt  x^j^  liegt  dann  und  nur  dann 
auf  einer  Ebene  Uj^^y  wenn  x^u^  +  x^Uj^  =»  0  d.  h.  wenn: 

(1)  ^ik <**«• 

Um  zyklische  Anordnungen  zu  erzielen,  zerlege  man  das  Tetra- 
eder in  windschiefe  Vierecke,  was  offenbar  auf  drei  Arten  möglich  ist: 
Ä^Ä^A^A^y  A^Ä^A^A^y  A^A^A^A^j  und  greife  etwa  das  erste  Viereck 
A^A^A^A^  heraus. 

Es  liege  femer  eine  Fläche  n.  Ordnung  F^  vor: 

(2)  2?',  =  (a,a;,-  +  a,ir,-  +  a,x,-  +  a„a;„»)  +  ...-0,  (i,*,i,m-l,2,3,4), 

die  durch  keine  Tetraederecke  gehe.  Das  Produkt  P^^  der  Koordinaten 
^ny  ^ikf  "  'f  ^n  ^®^  ^  Schnittpunkte  von  F^  mit  der  Kante  Ä,^  be- 
stimmt sich  durch: 


Punkte,  angewandt  auf  eine  Hohe  des  Tetraeders.    Sind  ^ ,  ^ ,  \ ,  ^4  die  L&ngen 
der  vier  Höhen,  T  das  Volnmen  des  Tetraeders,  so  kommt: 

and  —r^j^  ist  das   Produkt  der  beiden,   zu   den  Ecken  A^  und  A^  gehörigen 
Eckensinus. 

Ist  andererseits  r^  j^  (h  ^  A^i  t  H  4"  ^)  «diejenige  zweite  ünterdeterminante  von 
I  ^»  *  1 1  ^®  durch  Streichung  der  f|*^,  jfc|*~  Horizontaheihe  und  der  »,••",  A:,*~  Vertikal- 
reihe entsteht,  bedeuten  femer  b,  ^8,^  die  Sinus  der  Fl&chenwinkel  y* ,«  ,  y^^m 
und  werden  die  Indizes  t,  A;,  Z,  in  in  zyklischer  Folge  genommen,  so  lehrt  die 
Formel  fdr  den  Winkel  zweier  Qeraden,  daß: 

wo  die  Richtung  der  Kanten  in  dem  angegebenen  Sinne  zu  erfolgen  hat.   Im  be- 
sondem  ist  hier  die  Formel: 

rJi  -  c^,  +  c^^  c,^  «  B^^  B^^  cos  (*^^,   *,^) 

nichts  anderes  als  die  Grundformel  der    sphärischen  Trigonometrie,   angewandt 
auf  das  Dreikant  A^^  w&hrend: 

nr  =  <?/i  «»m  -  ^im  hl  -  ^ik  »im  «>«  {Kk  »    */m) 

den  Winkel  zweier  Gegenkanten  Uefert. 
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(3)  P„=.(-l)-^. 

„Mithin  gilt  für  das  Produkt  X  der  zyklisch  angeordneten  Koordi- 
naten x^C^y  rcgj?  ^9A>  ^l\   (^  **  ^^  2,    •  •,  n)  aller  4n  Schnittpunkte  einer 
Fläche  n.  Ordnung  F^  mit  den  Kanten  des  Vierecks  Ä^Ä^A^A^i 
(I»)  X-l, 

und  dualistisch  für  das  Produkt  U  der  zyklisch  geordneten  Koordinaten 
aller  4i/  Berührungsebenen,  die  durch  die  Kanten  des  Vierecks  an  eine 
Fläche  V.  Klasse  O^  gehen: 
(Ib)  £r=l." 

Aber  auch  umgekehrt^)  liegen  viermal  n  Punkte  auf  den  Kanten 
des  Vierecks  A^Ä^A^A^  (von  denen  keiner  in  eine  Ecke  fällt)  auf 
einer  F^,  wenn  die  Bedingung  (la)  erfüllt  ist,  und  dualistisch  für  (Ib). 

Besonders  Hufig  wird  von  dem  Spezialfall  n  resp.  v  ^\  Gebrauch 
gemacht. 

Die  Identitäten  (la)^  (Ib)  seien  zum  Andenken  an  Carnot,  der  sie 
im  Falle  des  Dreiecks  und  für  n  »«  2  zuerst  (in  geometrischer  Gestalt) 
aufgestellt  und  verwendet  hat,  die  Carnotschen  Identitäten  genannt. 

Diese  Identitäten  werden  in  Verknüpfung  gesetzt  mit  einer  ge- 
wissen zyklisch  fortschreitenden  Verbindung  je  dreier  Punkte  (resp. 
Punkte -n-tupel)  auf  drei  verschiedenen  Kanten  des  Vierecks  durch 
Ebenen  (resp.  F^.  Da  diese  Art  von  Verbindung,  wiederum  im  Falle 
des  Dreiecks  und  für  n  =<  2  zuerst  von  Pascal  bei  Aufstellung  seines 
bekannten  Kegelschnittsatzes  ausgeübt  wurde,  sei  sie  als  Pascalsche^ 
Verbindungsprinzip  bezeichnet. 

Der  einfachste  Typus  dieser  Verbindung  tritt  für  3  .  4  Punkte  ein. 
Dann  liegt  auf  jeder  Kante  A*^^  des  Vierecks  ein  Tripel  von  Punkten 
^ik7  ^ikJ  ^ik'  Dies®  12  Punkte  verbinde  man  durch  4  Ebenen  nach 
dem  Schema: 

^1%}  ^ny  ^549  ^M»  ^M>  ^4i5  ^S4;  ^ax^  ^w  ^i\y  ^i%y  ^ny 

*)  Der  Beweis  beruht  auf  der  evidenten  Tatsache,  daß  sich  n  (von  Nnll  ver- 
schiedene) Größen,  deren  Produkt  den  Wert  Eins  besitzt,  in  die  Gestalt  — ,     -. 

— ,  ...,  —  setzen  lassen.    Im   Falle  der  Ebene  (eines  Dreiecks)   tritt  die  Modi- 

«4  «1 

fikation  ein,  daß  (laj  und  (Ib)  zu  ersetzen  sind  durch  X=  (—  1)**,  CT«  (—  1)".    Pur 


ein  ungerades  n  lassen  sich  ti  GrOßen  mit  dem  Produktwert  —  1  in  die  Gestalt  —  -^, 

*** 

—  — ,  . . . , bringen. 
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so  schneiden  diese  Ebenen  auf  der  jeweiligen  Kestkante  die  Restpunkte 
^41}  ^i%y  ^Mf  ^84  ^^ö-     Bedeutet  jetzt  X  das  Produkt  aller  12  x,  Z  das- 
jenige aller  4  js^  so  führt  die  Multiplikation  der  vier  korrespondierenden 
Formeln  (la)  (n  =»  1)  zu  der  Identität: 
(H)  XZ=1. 

Erhält  also  im  besondem  X  den  Wert  Eins^  so  auch  Z^  und  um- 
gekehrt.    Dies  sagt  aus: 

,^iegt  auf  jeder  Kante  eines  windschiefen  Vierecks  ein  Tripel  von 
Punkten  (je  mit  Ausschluß  der  Ecken),  und  verbindet  man  diese 
12  Punkte  nach  dem  Pascalschen  Prinzip  durch  4  Ebenen,  die  dann 
noch  4  Restpunkte  ausschneiden,  so  liegen  die  12  Punkte  dann  und 
nur  dann  auf  einer  F^,  wenn  die  4  Restpunkte  auf  einer  Ebene  („der 
Pascalschen  Ebene")  liegen."     (,,Pascalscher  Satz  für   Flächen  3.  Ord- 

nung.^0 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diesen  Satz  auf  eine  F^^  und  ihre 
Pascalsche  F„  zu  übertragen*),  resp.  auf  eine  Ogr  ^^^  ^^^  P*^' 
calsche  O^ 

Andererseits  führt  die  gleichzeitige  Verwendung  der  Identitäten 
(la)  und  (Ib)  in  Verbindung  mit  (1)  zu  einem  in  sich  dualistischen 
Satze.  Auf  jeder  Kante  des  Vierecks  befinde  sich  wieder  ein  Punkte- 
n-tupel,  das  von  der  Geg«ikante  je  durch  ein  Ebenen-n-tupel  proji- 
ziert werde.  Bezeichnet  wiederum  X  das  Produkt  der  zyklisch  an- 
geordneten Koordinaten  aller  4n  Punkte,  ü  das  entsprechende  für 
die  4n  Ebenen,  so  folgt  aus  der  Identität: 

(III)  XU^l 

für  Z-1,   17=1**)  der  Satz: 

„Gehören  4  Punkte- w-tupel  auf  den  Kanten  eines  windschiefen 
Vierecks  einer  i^,  an,  so  sind  auch  die  4w  von  den  Gegenkanten  aus 
projizierenden  Ebenen  Berührungsebenen  einer  O^,  und  umgekehrt." 


*)  Andererseits  geht  ans  dem  Pascalschen  Satze  för  F^  ein  solcher  för  Raum- 
kurven 3.  Ordnung  hervor,  indem  man  die  Kurve  von  jeder  Ecke  A^  auf  die  Gregen- 
ebene  A,-  durch  einen  Kegel  3.  Ordnung  projiziert. 

Das  Pascalsche  Yerbindungsprinzip  läßt  sich  auch  auf  JP,  anwenden,  indem 
man  immer  nur  je  2  der  8  Punkte  x^^,  xj^^  durch  eine  beliebige  Ebene  verbindet 
und  die  beiden  Restpunkte  in  Betracht  zieht.     Entsprechend  bei  einer  2^,„. 

*•)  Auch  der  Fall  X=  —  1,  ^=  —  1  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Z.  B.  für 
n»l  ergibt  sich:  Sind  die  4  Kanten  eines  windschiefen  Vierecks  Tangenten 
einer  P,,  so  sind  die  4,  die  Berührungspunkte  je  von  der  Gegenkante  aus  pro- 
jizierenden Ebenen  die  bez.  Tangentialebenen  der  F^. 

Im  Falle  der  Ebene  tritt  an  die  Stelle  von  (III):  XU^ir-  ^f  ^  «<>  daß  der 
Satz  des  Textes  nur  für  ein  gerades  n  gilt. 
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Ist  etwa  für  n  »  2  die  Gleiclmng  der  F^:  Za^^x^x^  «  0,  so  lautet 
die  der  zugehörigen  O^: 

(4)  *«  =  -^^^  -  ^^«*«*  Ti Ö- 

ii  ii    kk 

Wählt  man  im  besondern  als  ^^  den  Kugelkreis  K: 
(IT)  K^ZUu,,c,,^0      (c«==~l,  c,,  =  coByJ, 

so  wird  die  Gleichung  der  zugehörigen  F^: 

(5)  x^^  +  x^^  +  x^^  +  xj  +  2:2:  x^Xj^Cij,  =  0, 

d.  i.  wegen  der  Symmetrie  in  den  x: 

^^Die  6  Punktinvolutionen^  die  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders 
ausgeschnitten  werden  durch  die  6  rechtwinkligen  Ebeneninyolutionen, 
deren  Achsen  die  jeweiligen  Gegenkanten  sind,  sind  konjugiei-t  in  bezug 
auf  eine  (einzige)  bestimmte  F^  (5)." 

Nunmehr  fasse  man  alle  drei  Vierecke  des  Tetraeders  gleichzeitig 
ins  Auge^  andererseits  dessen  vier  Dreiecke. 

Man  gehe  zunächst  wieder  von  einer  F^  aus:  2J2J  a^J^x^X]^'=  0. 
Die  F^  schneidet  aus  der  Kante  k^^  das  Punktepaar  x^^,  x^J^  aus: 

(6)  x,\,  +  2x,Xj,a,^  +  V«**  -  0. 

Für  iJ?a^a'  =  A*  -  ^^  ergibt  sich: 

C^)  A  ^P%iPuP4i  =  1;  A  =PuPiiPu  ^  1» 

A  =Pi9PuP4i  ==  1»  A  =  Pi9PnP%i  "=  1; 

(8)  Afj,  ^äjjPmPmPü  ==1;  ^iz  =l>iaPMl>«Ai  =  1; 

^u  =PuP4iPnP$i  ^  1- 
Bildet  man  andererseits  die  linken  Seiten  der  Relationen  (7),  (8) 
für  6  ganz  beliebig  gewählte  Wertepaare  Xfj^,  x^^,  so  gelten  ersichtlich 
die  Identitäten: 
(V)       A^A^A^A^  ^  1;  Afj,  =  A^A^,  M^^  -  A^A^,  M^^  =  A^A^. 

Sind  also  im  besondem  drei  der  A  =^  1,  so  auch  das  vierte^  und 
damit  auch  jedes  M;  sind  drei  der  ^  =  —  1,  so  auch  das  vierte,  jedes 
M  ist  aber  wieder  =  +  1.  Umgekehrt,  sind  alle  M  =  1,  so  sind  ent- 
weder  alle  A  =^  1,   oder   aber   alle  »  —  1.     Das   ist   der  Inhalt   des 


„Wenn  von  6  Punktepaaren  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders  drei- 
mal die  3  Punktepaare  je  in  einer  Tetraederebene  einem  Kegelschnitt 
C,  angehören,  so  auch  das  vierte,  und  die  4  Cg  gehören  einer  F^  an. 
Weiß  man  aber  nur,  daß  die  4  Punktepaare  auf  jedem  der  3  Vierecke 
des  Tetraeders  einer  F^  angehören,  so  sind  zwei  Fälle  möglich.     Ent- 
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weder  liegen  wieder  alle  6  Punktepaare  x^j^f  x^^  auf  einer  F,,  oder 
aber  die  6  Punktepaare  y^^,  y,;,  wo  je  {x^j^yi^{Ä^Aj^y  und  {x^'y^j,") 
{A^A^)  harmonische  Paare  sind.^ 

Ersetzt  man  wiederum  die  6  Punktepaare  durch  6  Punkte-fi-tupel, 
so  treten  an  die  Stelle  der  F^,  C^  entsprechend  Flächen  resp.  Kurven 
n.  Ordnung  F^y  C^. 

Zugleich  gilt,  auf  Grund  von  (1),  der  oben  für  ein  Viereck  aus- 
gesprochene Satz  für  das  ganze  Tetraeder: 

„Gehören  6  Punkte-»-tupel  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders  einer 
F^  an,  so  auch  die  6  von  den  Gegenkanten  aus  projizierenden  Ebenen- 
ra-tupel  einer  O^,  und  umgekehrt."*) 

Eine  weitere  Gruppe  hierhergehöriger  Sätze  erhält  man,  wenn  man 
den  Ebenen  des  Tetraeders  die  Drei  kante  der  Gegenecken  zuordnet. 
Auf  Grund  wiederholter  Anwendung  von  (la)  und  des  bisher  befolgten 
Multiplikationsprinzips  ergibt  sich  so: 

„Schneidet  man  jedes  der  4  Dreikante  eines  Tetraeders  mit  einer 
F^,  so  gehören  die  so  erzeugten  3  •  4  •  w  =»  6  •  2  •  n  Schnittpunkte  dann 
und  nur  dann  einer  2^,^  an,  wenn  die  von  den  4  F^  auf  den  Gegen- 
ebenen des  Tetraeders  ausgeschnittenen  4  C„  einer  F^^  angehören**) 
(u.  entspr.  dualistisch).^' 

Die  Ausdehnung  der  bisherigen  Sätze,  die  sich  kurz  als  Pascal- 
Garnotsche  Geometrie  des  Tetraeders  charakterisieren  lassen,  auf 
den  Raum  von  d  Dimensionen  bietet  keine  prinzipiellen  Schwierigkeiten. 
Durch  geeignete  Projektion  solcher  Konfigurationen  auf  niedere  Räume 
findet  man  neue  Sätze. 

Hieraus  folgt  u.  a.  sofort  der  Satz:  „Berührt  jede  von  2  F^  sämtliche 
Kanten  eines  Tetraeders,  so  liegen  die  2  •  6  Berührungspunkte  wiederum 
auf  einer  F^."  Dagegen  ist  der  analog  von  Gergonne  formulierte 
Satz:  „Die  3  •  4  Berührungspunkte  dreier,  einem  Tetraeder  einbeschrie- 
benen Oj  gehören  einer  F^  an",  nicht  richtig,  wie  Herr  Sturm  (Arch. 
f.  Math.  Phys.  (3)  5  p.  9  [1903])  gezeigt  hat. 

*)  Im  Falle  n  =  2  fallen  die  F^  und  ^,  dann  und  nui  dann  zusanmien,  wenn 
das  Tetraeder  ein  Poltetraeder  der  F^  resp,  ^,  ist.  * 

**)  Fürn 3s  1  kommt  man  auf  einen  bekannten  Satz  von  Chasles  zurück.  Aus 
ihm  läfit  sich  ein  interessanter  Grenzfall  ableiten.  Die  2  •  6  Punktepaare  seien 
reeU,  und  je  drei  einer  Ecke  A^  zunfi,chst  gelegene  Punkte  mögen  der  Ecke  be- 
liebig nahe  rücken.  Dann  kommt:  .^Vier  Ebenen  durch  die  Ecken  eines 
Tetraeders  sind  dann  und  nur  dann  die  Berührungsebenen  einer  dem  Tetraeder 
umbeschriebenen  Fläche  2.  Grades,  wenn  die  Spuren  jener  Ebenen  in  den  Gegen- 
ebenen des  Tetraeders  einer  Regelschar  2.  Grrades  angehören,  und  umgekehrt.'' 
Wir  werden  diesem  Satze  weiter  unten  in  einem  ganz  andern  Zusammenhange 
begegnen. 
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War  bisher  ausdrücklich  festgesetzt,  daß  die  das  Tetraeder  bezw. 
gewisse  Kanten  desselben  schneidenden  Flachen  durch  keine  Ecke  gehen 
sollten,  so  gibt  es  auch  Sätze,  wo  diese  Beschrankung  wegfällt.  „Mar- 
kiert man  z.  B.  auf  jeder  Kante  k^^  einen  bestimmten  (in  keine  Ecke 
fallenden)  Punkt  B^^,  und  legt  jeweils  durch  eine  Ecke  A^  und  die 
3  Punkte  JB^,,  JB^^,  B^^  diejenige  Fläche  2.  Ordnung  F^^%  die  noch 
durch  einen  beliebig,  aber  fest  gewählten  (keine  Kante  treffenden) 
Kegelschnitt  K  geht,  so  schneiden  sich  diese  vier  Flächen  in  einem 
imd  demselben  Punkte/^ 

Auch  dieser  Satz  (der  entsprechend  im  Baume  von  d  Dimensionen 
gilt)  läßt  sich  einer  einfachen  Identität  unterordnen. 

Der  Kegelschnitt  K  werde  aus  der ,^  Ebene  u,  »  0  durch  die  ihn 
mit  den  Ecken  J^  verbindende  Fläche  2.* Ordnung  Ä: 

(9)  Ä  =  a^^  =  Oi^x^x^  +  •  -  +  «84^8^4  =•  0 
ausgeschnitten.  •  Durch  K  geht  eine  cx>^-Schar  von  Flächen  2.  Grades  F: 

(10)  F^u,v,-a„~0. 

Soll  F  durch  Ä.  gehen  —  F  sei  alsdann  mit  F^*^  bezeichnet  — , 
so  lautet  die  Gleichung  von  F^: 

(11)  J'(')  =  «.F,-a„-0,         . 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(12)  V,^x,v,,  +  x,v,,  +  x„v^,     (i,*,Z,m«l,2,3,4). 

F^'^  schneidet  aus  k^^  noch  einen  Punkt  B^f  aus,  analog  F<*">  aus 
4i^  noch  einen  Punkt  B^^J^\  Sollen  beide  Punkte  in  einen  einzigen 
B^^  zusammenfallen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(13)  ^i^mi  +  ^m^im  =  «<«• 

Multipliziert  man  diese  6  Relationen  je  mit  XiX^  und  addiert,  so 
resultiert  die  fragliche  Identität: 
(VI)  a„^i:x,u,V,. 

Hieraus  geht  der  genannte  Satz  hervor,  denn  die  4  Flächen  F^^ 
schneiden  sich  in  dem  durch  die  Gleichungen: 

(14)  7;  =  |.  =  F3=F, 

bestimmten  Punkte.     Dies  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der  gemeinsame 
Wert  der  4  F<  gleich  Null  ist. 

Ist  im  besondem  K  der  Kugelkreis,  so  schneiden  sich  die  4  Kugeln 
durch  A^,  Bj^^,  ^km7  ^im  ^  einem  Punkte.*) 

♦)  Der  Satz  ist  von  Heim  W.  Haekell  (Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  (3)  6, 
p.  278  (1903)  aufgestellt  und  bewiesen  worden.   Den  obigen  Beweis  der  projet^tiyen 
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Der  entsprechende  Satz  in  der  Ebene  weist  eine  spezifische  Eigen- 
art anf.  Ist  hier  der  gemeinsame  Wert  der  drei  in  Frage  kommenden 
Größen  V^  gleich  NuU^  so  sagt  das  ans^  daß  die  3  Punkte  B  auf  den 
Seiten  des  Grunddreiecks  in  einer  Geraden  liegen,  und  umgekehrt 
Somit  schneiden  sich  die  4  den  4  Dreiseiten  eines  Yierseits  umbeschrie- 
benen^  zugleich  noch  durch  zwei  feste  Punkte  K^,  K^  gehenden  Kegel- 
schnitte in  einem  Punkte. 

Sind  wiederum  im  besondem  K^,  K^  die  beiden  imaginären  Ereis- 
punkte,  so  hat  man  den  Steinerschen  Satz,  daß  die  4  Umkreise  der 

4  Dreiseite  eines  Yierseits  durch  einen  Punkt  gehen. 

Gerade  hieraus  läßt  sich  aber  sofort  folgern^  daß  der  entsprechende 
Satz  in  einem  Räume  von  mehr  als  2  Dimensionen  nicht  richtig  ist. 

Also  schneiden  sich  z.  B.  die  5  Umkugeln  der  5  Tetraeder  eines 
Fünfflachs  nicht  in  einem  Punkte.  Ferner  schneiden  sich  zwar  je  4 
der  Umkugeln  auf  der  fünften  Ebene  des  Fünfflachs^  aber  diese  neuen 

5  Punkte  liegen  ebensowenig  auf  einer  Kugel. 

Bisher  war  das  Tetraeder  als  ein  allgemeines  vorausgesetzt  Auf 
die  vieKach  aufgestellten  Sätze  über  spezielle  Tetraeder  (z.  B.  solche, 
in  denen  sich  die  4  Höhen  in  einem  Punkte  schneiden),  sowie  über 
zwei  Tetraeder  in  besonderer  (hyperboloidischer,  perspektiyischer)  Lage 
sei  hier  nur  hingewiesen. 

Nur  ein  Satz  dieser  Gattung  sei  hervorgehoben,  da  er  zeigt,  welche 
Vorsicht  bei  der  Übertragung  von  Sätzen  der  Ebene  auf  den  Raum 
obwalten  muß. 

Es  seien  drei  Tetraeder  mit  den  Ecken  Ä^,  £|,  C^  (i  =  1,  2,  3,  4) 
gegeben,  die  nur  der  einzigen  Bedingung  unterliegen  sollen,  daß  die 
vier  Ebenen  {A^B^G•)  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Nach  Analogie 
mit  dem  Satze  des  Desargues  für  zwei  Perspektive  Dreiecke  in  der 
Ebene  wäre  zu  vermuten,  daß  dann  auch  die  vier  Schnittpunkte  der 
entsprechenden  Gegenebenen  A^.,  B^,  f,.  in  einer  Ebene  liegen,  und  um- 
gekehrt. Das  ist  indessen  im  allgemeinen  nicht*)  der  Fall,  wie  man 
leicht  erkennt,  wenn  man  z.  B.  die  drei  Tetraeder  so  wählt,  daß  zwei 
von  ihnen  eine  zugeordnete  Ecke  gemein  haben. 

Die  bisher  besprochenen  Gruppen  von  Sätzen  bilden  gewissermaßen 
eine  Einleitung  in  die  Theorie  des  Tetraeders,  da  nur  von  den  elemen- 
tarsten Hilfsmitteln  Gebrauch  gemacht  wird. 

Yerallgemeinenmg  des  Satzes,  nebst  einer  Reihe  weiterer  Folgerungen,  hat  der 
Vortragende  ib.  p.  282  abgeleitet. 

*)  Folglich  ist  auch  die  dem  Falle  der  Ebene  versuchsweise  entsprechend 
gebildete  Determinantenidentität  im  allgemeinen  nicht  gültig. 
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Nunmehr  werde  sowohl  der  Engelkreis^  wie  die  eingangs  er- 
wähnte Transformation  systematisch  herangezogen. 

Die  Erweiterungen,  die  eintreten,  wenn  der  Kugelkreis  K  (IV) 
durch  eine  mehr  oder  weniger  allgemeine  Fläche  2.  Klasse  ersetzt  wird, 
mögen  an  der  jeweiligen  Stelle  hervorgehohen  werden. 

Es  giht  acht  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Kugeln.  Deren  (reelle) 
Mittelpunkte  sind  die  „Einheitspunkte*^  M^*)  (i  =  1,  2,  •  •  •,  8),  d.  i.  die 
Punkte,  deren  Koordinaten,  bis  auf  das  Vorzeichen,  der  Einheit  pro- 
portional sind.  Diese  8  Einheitspunkte  M  sind  die  Grundpunkte  eines 
Netzes  N  von  Flächen  2.  Ordnung: 

(15)  N=  x(x,^  -  x,^  +  X(x,^  -  x^')  +  (i(x,^  -  V)  -  0. 

Eine  Fläche  2.  Klasse  O^  =  ^J^^a^j^ti^u^^  =  0  ist  dann  und  nur  dann 
konjugiert  (apolar)  zu  allen  Flächen  des  Netzes  N,  wenn: 

(16)  «11  =  tt„  =  «83  =  a^. 

Im  besondern  ist  also  ein  Punktepaar  P^{x)y  Q  ^  (y)  mit  der 
Gleichung  0^  ^  u^u^  =  0  dann  und  nur  dann  konjugiert  in  bezug  auf 
aUe  Flächen  von  Ny  wenn  die  x^  den  y,.  umgekehrt  proportional  sind: 
(VII)  9a;,y,=  l. 

Die  Punkte  (x),  (y)  sind  dann  entsprechende  Punkte  der  einein- 
deutigen kubischen  Verwandtschaft  T  (VU). 

In  der  Schar  von  Flächen  2  Klasse: 

(17)  i/t«,My~K  =  0 

gibt  es  eine  und  nur  eine  Fläche  O,  in  deren  Gleichung  wegen  (VII) 
die  Quadrate  der  u  herausfallen,  die  also  dem  Tetraeder  einbeschrieben 
ist.  Ist  umgekehrt  O  eine  solche  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Fläche 
2.  Klasse,  daß  sich  in  der  Schar  ©^  +  K  =  0  ein  Punktepaar  (a?),  (y) 
befindet,  so  sind  (x),  (y)  konjugiert  in  bezug  auf  das  Netz  N. 

Nun  bedeutet  die  Schar  (17)  eine  Schar  konfokaler  Rotations- 
flächen 2.  Ordnung  mit  P,  Q  als  den  beiden  festen  Brennpunkten,  und 
umgekehrt  läßt  sich  jede  Rotationsfläche  2.  Ordnung  auffassen  als  Indi- 
viduum einer  Schar  von  Flächen  2.  Klasse,  der  K  und  das  Paar  ihrer 
beiden  festen  Brennpunkte  angehört. 

*)  Wie^  leicht  zu  sehen,  geht  irgend  eine  Verbindungsgerade  zweier  Einheits- 
punkte entweder  durch  eine  Ecke  oder  sie  trifft  zugleich  zwei  Gegenkanten. 
Umgekehrt  gehen  durch  jede  Ecke  vier  Gerade,  die  je  zwei  der  Einheitspunkte 
tragen.  Markiert  man  andererseits  auf  jeder  Kante  k^f.  die  beiden  Punkte  Hn^, 
Hf\^  in  denen  sie  von  den  Halbierungsebenen  des  gegenüberliegenden  Flächen  winkeis 
getroffen  wird,  80  trägt  jede  der  vier  Geraden  ^,.^ifj,„,  H^-^H^^,  Hi\Hi^,  ^ik^im 
ein  Paar  der  Einheitspunkte.  Damit  sind  gerade  die  28  Yerbindungsgeraden  der 
8  Einheitspunkte  erschöpft. 
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Rückt  im  besondem  der  eine  der  beiden  Punkte  P;  Q  in  bestimmter 
Richtung  ins  Unendliche;  so  tritt  der  GhrenzfaJI  einer  Schar  konfokaler 
Rotationsparaboloide  ein,  und  umgekehrt  laßt  sich  wiederum  ein  Rota-* 
tionsparaboloid  auffassen  als  Indiyiduum  einer  Schar  von  Flächen 
2.  Elasse,  der  außer  K  das  aus  dem  festen  Brennpunkte  der  Fläche 
und  dem  unendlich  fernen  Punkte  ihrer  Achse  bestehende  Punktepaar 
angehört. 

Somit  gilt  der  Satz:*) 

,;Zwei  korrespondierende  Punkte  der  Transformation  T  (VII)  sind 
die  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsfläche 
2.  Ordnung;  und  umgekehrt/' 

Zwei  solche  Punkte  heißen,  wie  bei  der  analogen  Erscheinung  im 
Dreieck;  ;;6egenpunkte''  des  Tetraeders.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte;  die  ;,Einheitspunkte"  der  Transformation  T;  sind  die  Mittel- 
punkte der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  EugelU;  fallen  also  mit  den 
obigen  acht  Einheitspunkten  M^  zusammen. 

Beschreibt**)  ein  Punkt  P  eine  Gerade  g,  so  durchläuft  sein  Gegen- 
punkt Q  eine  durch  die  Ecken  A^  gehende  Raumkurve  3.  Ordnung  C,; 
das  ;;Bild^  der  Geraden  g.  Das  Bild  einer  Ebene  ist  eine  Fläche  3.  Ord- 
nung F,;  die  in  den  Ecken  A^  Knotenpunkte  besitzt.  Ist  im  besondem 
die  Ebene  die  unendlich  ferne  E^: 

(Vm)  E„  =  x,J,  +  x,J,  +  x,^,  +  x,J,  «  0;***) 

wo  die  ^i  die  Inhalte  der  4  Tetraederdreiecke  bedeuten;  so  wird  die 
entsprechende  Fläche  3.  Ordnung  F^^*^h 

(18)  j;«.)  =  ^  +  ^  +  ^  +  ||=0. 

Diese  Fläche  -Fj^^^f)  ist  demnach  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsparaboloide.  Andererseits  ist 
sie;  wie  leicht  zu  zeigen,  der  Ort  eines  Punktes  mit  der  Eigenschaft; 


*)  Dieser  sraerst  vom  Vortragenden  anfgesteUte  und  bewiesene  Satc  (Arch.  f. 
Math.  n.  Fhys.  (8)  5,  p.  168  [190S])  ist  in  der  Straßburger  Dissertation  (1903)  von 
H.  Berg  er,  „Ober  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  die  einem  gegebenen  Tetra- 
eder eingeschrieben  sind^^  mit  rein  synthetischen  Mitteln  untersucht  worden. 
•^  Vgl.  F.  Geiser,  Jonm.  f.  Math.  69  (1868),  p.  179. 
^  Die  Gleichung  (VIII)  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  „Projektionssatzes'' :  ^,==  J^c^^tH"  ^j^ii+ -^»»^iw  ^^®  drei  Produkte 
rechterhand  sind  die  Inhalte  der  Projektionen  der  Dreiecke  ^^,  J^,  J^,^  auf  das 
Dreieck  J^ . 

t)  Die  JP,(«»)  geht  u.  a.  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken  M^Mk^ 
Allgemein  geht  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  je  zwei  der  8  Grund- 
punkte eines  Fl&chennetzes  t.  Ordnung  verbinden,  eine  Fläche  3.  Ordnung. 
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daß  die  4  Fußpnnkte  der  von  ihm  auf  die  Tetraederebenen  gef  aUten 
Lote  in  einer  Ebene  liegen. 

Für  diese  Fläche  F^^*"^  lassen  sich  die  bekannten  Satze  über  die 
auf  einer  beliebigen  Fläche  3.  Ordnung  gelegenen  Kurven  spezialisieren. 
So  gibt  es  auf  ihr^  abgesehen  yon  den  (vierfach  zählenden)  Tetraeder- 
kanten, noch  drei  Gerade  ^^^  ^2;  9s ^  ^^^  ^  ^^'  Ebene: 

(19)  E.|+g.+5  +  §  =  o 

liegen.  Projiziert  man  die  F^^*"^  von  einer  Tetraederecke  Ä^  aus  auf  die 
Ebene  E,  so  hat  man  die  einfachste  Ab'bildung  der  Fläche  auf  die 
Ebene. 

^^uf  Orund  dieser  Abbildung  hat  man  ein  Übertragungsprinzip, 
um  die  Geometrie  des  Dreiecks  (der  Geraden  ^^^  ^2?  ^s)  ^^^  ^®  Fläche 
F^^*"^  und  damit  auf  das  Tetraeder  selbst  zu  übertragen.^' 

Die  Theorie  der  Gegenpunkte  beim  Dreieck  fahrt  zu  einer  Reihe 
von  Sätzen  über  Kegelschnitte,  die,  durch  gewisse  Punkte  bestimmt, 
noch  duirch  gewisse  weitere  Punkte  gehen. 

Die  entsprechende  Theorie  im  Räume  gestaltet  sich  ungleich  mannig- 
faltiger; es  seien  zwei  Sätze  dieser  Art  hervorgehoben. 

In  der  Transformation  T  (YO)  entspricht  einer  Ebene  E„  die  durch 
eine  (und  nuir  eine)  Ecke  A^  geht,  ein  Kegel  2.  Ordnung  K^^  der  die 
drei  von  A^  auslaufenden  Tetraederkanten  enthält.  Die  Spuren  von  E^ 
und  Ki  in  der  Tetraederebene  A^  entsprechen  sich  in  einer  quadratischen 
Yerwandtschafk  T^,  deren  Fundamentalpunkte  die  Ecken  Ä^,  Ä^,  A^  und 
deren  Einheitspunkte  die  Spuren  (r/^>,  ö/*),  (t/%  ö/*>  der  vier  Geraden 
sind,  die  die  2  •  4  Punkte  M^  von  A^  aus  projizieren.  Sucht  man  ins- 
besondere denjenigen  Kegel  f /,  der  das  Bild  der  durch  A^  zur  Ebene  A^ 
parallel  gelegten  Ebene  E/  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

,^ie  durch  eine  Tetraederecke  A^  zur  Gegenebene  A^  parallel  ge- 
legte Ebene  E^  trifft  jede  der  24  Geraden  M^Mj^,  die  nicht  durch  A^ 
geht^  in  einem  Punkte  P^^y  zu  dem  man  den  bez.  M^,  M^  vierten  har- 
monischen Punkt  Q^j^  bestimme.  Die  24  Spurpunkte  der  Geraden  J^  Q^^ 
in  der  Ebene  A^  liegen  auf  einem  „Neunpunkte-Kegelschnitte'^,  der  so- 
wohl durch  A^j  -4,,  A^  wie  durch  die  6  Mittelpunkte  der  6  Strecken 
G/'),ö/')(r,«-l,2,3,4)geht« 

Ein  entsprechender  Satz  gUt  für  jeden  der  Kegel  K^, 

Zweitens  geht  eine  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  A;^^  vermöge 
der  Transformation  T  (VII)  wieder  in  eine  solche  über.  Diese  Ebenen- 
paare duirch  k^^  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelelemente  die 
Halbierungsebenen  H^^t,  H/^  des  Flächenwinkels  y^^  sind.     Jede  dieser 
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beiden  Ebenen  trägt  4  der  8  Punkte  M.  Seien  etwa  M^^  M^,  M^,  M^ 
die  4  auf  H,.^  gelegenen  Punkte  ifcf;  die  Gegenkante  Ä,^  werde  von  H^^^ 
in  jS^jt  getroffen.  Die  Ebene  H^^  entspricht  sich  selbst  yermöge  (VII), 
und  zwar  entsprechen  sich  die  Punkte  von  H,-^  yermöge  einer  quadra- 
tischen Verwandschaft  T^^  mit  den  Fundamentalpunkten  Ä^y  Ä^,  H^^  und 
den  Einheitspunkten  M^,  M^,  M^,  M^.  Insbesondere  ist  das  Bild  der 
unendlich  fernen  Geraden  o^^  von  H^j^  ein  „Neunpunkte-KegelschniW  C^^, 
der  außer  durch  die  3  Punkte  -4^,  A^,  fl'^^  noch  durch  die  6  Mittelpunkte 
der  6  Strecken  M^M,  (r,  s  =  1,  2,  3,  4)  geht. 

Nun  ist  in  der  Transformation  T  das  Bild  irgend  einer  unendlich- 
fernen  Geraden  g^  des  Raumes  eine  gewisse  durch  die  4  Ecken  A 
laufende  Raumkurve  3.  Ordnung.*)  Da  aber  jede  unendlichferne  Gerade 
^„  die  12  Geraden  co^^^  treffen  muß,  und  umgekehrt  eine  Gerade,  die 
zwei  solche  Gerade  o^^^  trifft,  eine  Gerade  g^  sein  muß,  so  hat  man 
das  Ergebnis: 

„In  jeder  der  12,  die  Flächenwinkel  des  Tetraeders  halbierenden 
Ebenen  existiert  vermöge  der  4  auf  ihr  gegebenen  Einheitspunkte  M 
ein  bestimmter  Neunpunkte-Kegelschnitt.  Jede  durch  die  Ecken  des 
Tetraeders  gelegte  Raumkurve  3.  Ordnung,  die  zweien  dieser  12  Kegel- 
schnitte begegnet,  trifft  auch  die  10  übrigen.^' 

Die   dualistischen  Eigenschaften   treten   bei    der  Ebenenverwandt- 
schaft 
(VH')  öu^v^^l 

auf  Die  beiden  Verwandtschaften  (VH)  und  (VH')  sind  aber  noch  in 
einer  besonderen  Art  miteinander  verknüpft.  Die  Verwandtschaft  (VII') 
besitzt  8  Einheitsebenen  M^.  Diese  lassen  sich  auf  eine  und  nur  eine 
Art  in  zwei  vierfach  perspektiv  **)  liegende  Tetraeder  I\,  T^  anordnen, 
deren  Ecken  dann  gerade  die  8  Einheitspunkte  M^  der  Verwandtschaft 
(VH)   sind.     Versteht  man   unter   T^,   T,   zugleich   die   Produkte   der 

♦)  Die  16  Geraden,  die  je  eine  Ecke  von  7\  mit  einer  Ecke  von  T,  verbinden, 
sind  gerade  die  16,  p.  381,  Anm.  *)  erwSlhnten,  durch  die  ^Ecken  Ai  laufenden 
Geraden  MiM^^  während  die  zwölf  übrigen,  je  zwei  Gegenkanten  treffenden,  sich 
ans  den  2  •  6  Kanten  der  beiden  Tetraeder  Tj,  T,  zusammensetzen. 

•*)  Diese  oo*  dem  Tetraeder  nmbeschriebenen  C,  stehen  zu  den  oo*  dem  Te- 
traeder einbeschriebenen  Flächen  2.  Klasse  ^,  in  der  Beziehong,  daß  es,  im  all* 
gemeinen,  außer  dem  vorhandenen  Tetraeder  kein  zweites  gibt,  das  einer  der  0, 
ein-  und  einer  der  $,  umbeschrieben  wäre  (und  entsprechend  dualistisch).  Dagegen 
gehören  zu  jeder  der  C,  noch  oo'  (apolare)  der  *„  und  zu  jeder  der  *,  noch  oo* 
(apolare)  der  0,,  so  daß  außer  dem  in  Bede  stehenden  Tetraeder  noch  eine  oc* 
lineare  Schar  solcher  existiert  (cf.  W.  Fr.  Meyer,  Apolarität  und  rationale  Kurven, 
Tübingen  1883,  p.  279). 
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4  bezüglichen  Ebenenformen,  so  herrscht  (bei  passender  Wahl  von  Pro- 
portionalitatsfiaktoren)  die  Identität: 

(20)  Ti  —  T,  =  —  ^Sx^x^x^x^. 

T^  nnd  T^  bilden  daher  mit  dem  ursprünglichen  Tetraeder  ein  Tripel 
desmischer  Tetraeder;  dieselben  zeigen  auch  insofern  ein  symmetrisches 
Verhalten*,  als  immer  die  Ecken  je  zweier  derselben  die  Grundpunkte 
eines  Flachennetzes  2.  Ordnung  bilden  ^  und  die  bez.  des  Netzes  kon- 
jugierten Raumpunkte  eine  Transformation  von  der  Natur  (VII)  bilden, 
deren  4  Fundamentalpunkte  eben  die  Ecken  des  dritten  Tetraeders  sind 
(und  entsprechend  dualistisch). 

Aber  auch  umgekehrt,  wie  sich  durch  einfache  Rechnung  zeigen 
läßt;  sind  drei  vierfach  Perspektive  Tetraeder  auch  drei  desmische,  d.  h.  sie 
gehören  einem  Büschel  von  Flächen  4.  Ordnung  an,  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  besteht  für  sie  eine  Identität  von  der  Form  (20),  wenn  man  von 
Ausartungen  absieht,  also  allgemein  festsetzt,  daß  keine  Ecke  resp. 
Ebene  irgend  eines  der  drei  Tetraeder  mit  einer  Ebene  resp.  Ecke  eines 
der  beiden  andern  Inzident  sein  soll.  Dabei  ist  eines  der  drei  Tetraeder, 
das  man  wieder  als  Koordinatentetraeder  wählen  mag,  willkürlich,  des- 
gleichen eine  Ecke  M  eines  zweiten  Tetraeders,  dann  aber  sind  die 
sieben  übrigen  Ecken  eindeutig  bestimmt.*) 

Das  Netz  N^  von  Flächen  2.  Ordnung  durch  die  acht  Ecken  der 
beiden  letzteren  Tetraeder  tritt  jetzt  allgemeiner  an  die  Stelle  des 
früheren  Netzes  N,  in  das  es  speziell  übergeht,  wenn  der  Punkt  M 
der  „Einheitspunkt^^,  d.  i.  der  Schnittpunkt  der  Halbierungsebenen  der 
inneren  Flächenwinkel  des  ersten  Tetraeders  wird. 

Andererseits  verallgemeinert  sich  der  Kugelkreis  K  jetzt  in  einen 
anderen  imaginären  Kegelschnitt  K^  (i  »  1,  2,  •  •  *,  8)  vermöge  einer 
derjenigen  acht  Kollineationen,  die  das  erste  Tetraeder  unverändert  läßt 
und  dessen  Einheitspunkt  in  den  beliebig  gewählten  Punkt  Jlf ,  d.  h. 
in  irgend  eine  der  acht  Ecken  der  beiden  anderen  Tetraeder  überführt. 

Es  werde  nunmehr  eine  andere  wichtige  Konfiguration  in  Betracht 
gezogen,  die  unmittelbar  durch  Beziehung  des  Kugelkreises  K  (lY)  zum 
Tetraeder  erzeugt  wird,  nämlich  die  der  Höhen  des  Tetraeders.    Es  sei 


*)  Aus  dieser  Umkehrong  folgt  u.  a.,  bei  metrischer  Spezialisiemng,  eine  be- 
merkenswerte  Ausdehnung  des  bekannten  Satzes  der  Ebene  ,,Die  Mittelpunkte  der 
Strecken  der  8  Paare  von  Gegenpunkten  eines  vollständigen  Vierseits  liegen  auf 
einer  Geraden^^  auf  den  Raum. 

Greift  man  nämlich  von  8  desmischen  Tetraedern  irgend  2  heraus,  so  g^hen 
deren  8  Ebenen  auf  6  Arten  zu  je  4  durch  2  „Gegenpunkte^S  ,^ie  Mittelpunkte 
der  6  Strecken  dieser  6  Paare  von  Gegenpunkten  liegen  alsdann  auf  einer  Ebene." 
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jedoch  gleich  betont,  daß  gerade  die  wesentlichsten  Eigenschaften  dieser 
Konfiguration  erst  hervortreten,  wenn  man  den  Kugelkreis  durch  eine 
beliebige  Fläche  2.  Klasse  ersetzt.  Die  Fußpunkte  H^  der  Hohen  \ 
des  Tetraeders  haben  die  Koordinaten '*'): 

(21)  x^^0,  Xk=-'Cik,  ^i-Cw  ^m-<^im  (i,A,Z,w-l,2,3,4). 
Man  erhält  sie  direkt  aus  der  Definition  der  Höhen  als  derjenigen 
Ecktransversalen,  die  zu  den  bez.  Gegenebenen  in  Beziehung  zum 
Kugelkreis  K  konjugiert  sind.  Die  Höhen  h^  sind  alsdann  (zu  den 
Gegenebenen)  gleichzeitig  konjugiert  in  Beziehung  zu  der  ganzen  oo^- 
Schar  von  Flächen  2.  Klasse  O,: 

(22)  X^u,^+  A,V+  h<+  A4V+  AK  =  0, 

die   sich  linear  zusammensetzt   aus  dem  Kugelkreise   K  und  der  00'- 
Schar  der  O,,  für  die  das  Tetraeder  Poltetraeder  ist  („Polarflächen''). 
Es  gibt  eine  und  nur  eine  Fläche  2.  Klasse  H,  die  die  Ebenen  A,. 
des  Tetraeders  in  den  Höhenfußpunkten  ^^  bertlhrt:**) 

(IX)  H  =  W^MjCig  +    •  •  •    +  MjM^C,^«  0. 

Der  Mittelpunkt  L  dieser  Fläche  H    besitzt  die  Koordinaten  z/^. 

*)  Hieraus  folgt  sofort,  da  die  Koordinaten  der  rechtwinkligen  Plrojektion 
eines  Banmpunktes  (y)  anf  die  Tetraederebene  A|  die  Werte  x,«=  0,  x^=^  y^ 
+  y<^<*i  ^=yi+y<^*«t  ^m— ym+yi^<m  besitzen,  dafi  sich  die  Höhen  eines 
Tetraeders  dann  und  nnr  dann  in  einem  Punkte  (1])  schneiden,  wenn  die  zwei 
Bedingungen  c^^c^^  ^=  C|,c,4  »»  ^i^^^s  erfüllt  sind.  Die  Größen  1]  sind  alsdann  be- 
stimmt durch    ^*  =    '* :«  -J«  .    In  der  Tat  wird  dann,   wie  es  sein  muß,   die 

nk  Ckl  c*m 
linke  Seite  der  Höhenfläche  P(X')  proportional]  zum  Quadrate  von  tAjYij  4*  ^i^s 
~l~  S  ^8  4"  ^4  ^4  *  indem  die  iji'  den  Größen  a^  proportional  werden.  Ist  nur  eine 
der  beiden  obigen  Bedingungen  erfüllt,  so  sagt  deren  Form  den  bekannten  Satz 
aus,  daß,  wenn  sich  zwei  Höhen  des  Tetraeders  treffen,  dies  auch  fOlr  die  beiden 
anderen  gilt.  Andererseits  folgt  aus  der  Theorie  des  Eugelkreises ,  daß  die  Be- 
dingung Ci^c^^  —  ^4^18  <i<unit  äquivalent  ist,  daß  die  beiden  Gegenkanten  A^j,,  A^^ 
aufeinander  senkrecht  stehen.  Findet  dies  Ereignis  also  zweimal  statt,  so  auch 
das  dritte  Mal  (und  dies  bleibt  auch  gültig,  wenn  der  Kugelkreis  durch  eine 
beliebige  Fläche  3.  Klasse  ersetzt  wird),  und  dann  und  nur  dann  treffen  sich  die 
vier  Höhen  in  einem  Punkte.  Und  dieser  Satz  ist  wiederum  nur  ein  Spezialfall 
des  folgenden,  der  ebenso  für  ein  ebenes  Viereck  gilt  und  übrigens  auch  elementar 
leicht  beweisbar  ist.  Nimmt  man  die  Richtungen  der  Spanten  in  der  zyklischen 
Folge  1284,  während  die  k^j^  jetzt  die  absoluten  Längen  der  Kanten  bedeuten  mögen, 
so  ist  die  Summe  der  drei  Produkte  („der  skalaren  Produkte  der  Gegenkanten- 
Vektoren")  ki^ki^  cos  (ifc,jt,  Ä;,^  gleich  Null. 

**)  Die  Fläche  H  gehört  also  der  durch  die  ausgezeichnete,  zum  Flächen- 
netze N  apolare  Polarfläche  «i'-|- u,'-f- u,*-}' ^^4*  =  ^  erzeugten  konfokalen 
Schar  an. 
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Da  andererseits  der  Schwerpunkt  S*)  des  Tetraeders  die  Koordinaten 

hat,  so  sind  beide  Punkte  Gegenpunkte  des  Tetraeders,  also  nach  dem 
Satz  auf  p.  332  die  festen  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschrie- 
benen Rotationsfläche  2.  Ordnung: 

(23)      „,«,(^  +  ^  +  2^..)+  ...  +«,«,(.J^  +  -j;  +  2«^,)  =  0. 

Der  Punkt  L  ist  das  Analogon  zum  Lemo ineschen  Punkt  beim 
Dreieck. 

Die  Höhen  A,.  gehören**)  der  einen  Regelschar  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung an,  der  „Höhenfläche"  R: 

(X)    iJ  =  (;r5  ~  äJ {x^x^c^  +  Xj^x^c^^)  +  (jx^  —  ä,)  (x^x^c^  —  ^%^4^i) 
wo: 

(24)  ^«=^2C84>       ^8=^8^1147       ^4-^4^8- 

Als  Elassenfläche  P  aufgefaßt,  hat  die  Höhenfläche  zur  Gleichung: 

(X')        P=Uj*6^  +  V<^2  +  V<^8+  ^^^4+  (^8+^4)  (<i4«*8«*4+  ^2«*1<*«) 

wo: 

(26)  tf,  -  Ci*^«^im  {i,  k,l,m'~  1,  2,  3, 4). 

£s   zeigt   sich  nun,   daß   die   drei  erwähnten  Haupteigenschaften  der 


*)  Der  Schwerpunkt  S  ist  seinerseits  Mittelpunkt  zweier  ausgezeichneter 
Flächen  2.  Ordnung  (Ellipsoide) ;  einmal  der  Fläche,  die  die  Kanten  des  Tetraeders 
in  ihren  Mittelpunkten  berührt  (oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Dreiecken  des 
Tetraeders  die  Steinerschen  Ellipsen  ausschneidet),  andererseits  der  Fläche, 
die  die  Ebenen  der  Dreiecke  in  deren  Schwerpunkten  berührt.  Der  bekannte  Satz 
über  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als  Mittelpunkt  der  Steinerschen  Ellipse  läßt 
daher  eine  doppelte  Ausdehnung  auf  das  Tetraeder  zu. 

**)  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  in  Beziehung  auf  eine  beliebig,  aber  fest  gewählte 
Ebene:  Fällt  man  von  den  Ecken  Ai  des  Tetraeders  Lote  auf  eine  feste  Ebene 
und  von  deren  Fufipunkten  wiederum  die  Lote  auf  die  bez.  Ebenen  A^  des  Te- 
traeders, so  gehören  die  letzteren  vier  Lote  einer  Regelschar  2.  Grades  an.*'  Auch 
dteser  Satz  bleibt  erhalten  bei  Ersetzung  des  Kugelkreises  durch  eine  beliebige 
Fläche  2.  Klasse.  Das  ist  eine  Erweiterung  des  Satzes  über  den  „Lotpunkt"  beim 
Dreieck  (s.  K.  Cwojdzinski  im  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  (3)  1  [lOOlJ,  p.  176).  Zu  der 
Konfiguration  der  Höhen  sei  noch  bemerkt,  dafi  sich  bekannte  Sätze  des  Dreiecks 
nur  teilweise  auf  das  Tetrader  übertragen  lassen.  Fällt  man  z.  B.  von  jedem 
Höhenfußpunkt  H.  auf  die  drei  Kanten  der  Ebene  A,-  Lote,  so  liegen  die  3  •  4  Fuß- 
punkte dieser  Lote  auf  einer  Fläche  2.  Ordnung.  Fällt  man  dagegen  von  H,  die 
Lote  auf  die  drei  von  A.  auslaufenden  Kanten  oder  auch  auf  die  drei  anderen 
Tetraederebenen  A^.,  A^  A„^,  so  gehören  beidemal  die  8  •  4  Fufipunkte  der  g«- 
fällten  Lote  keiner  Fläche  2.  Ordnung  an. 

Yarh.  d.  m,  Internat.  lUtham-  Kongr.  Huidelbarg  39<»4.  22 
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Höheiiy  sobald  man  den  Kugelkreie  durch  eine  beliebige  Flache  2.  Klasse 
ersetzt^  sobald  also  die  6  Grrößen  c^^  ganz  beliebig  gev^ählt  sind^  einander 
äquivalent  werden. 

Seien  t^  irgend  vier  Ecktransversalen  des  Tetraeders,  T^  ihre  Spuren 
in  den  Gegenebenen  A^.  Stellt  man  dann  jeweils  die  drei  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  auf,  daß: 

(A)  die  Geraden  ^^  zu  den  Ebenen  A,  konjugiert  sind  in  bezug  auf 

irgend  eine  Flache  2.  Klasse  0^  (und  damit  von  selbst  fQr  eine 
ganze  cx>*- Schar*)  solcher); 

(B)  daß  eine  Fläche  2.  Klasse  H  existiert,  die  die  Ebenen  A^  in  den 

Punkten  T^  berührt; 

(C)  daß  die  vier  Geraden  t^  der  einen  Regelschar  einer  Fläche  2.  Ord* 

nung  resp.  Klasse  22 »  P  angehören, 
so  sind  diese  3  Bedingungen  jedesmal  die  nämlichen. 

Dieser  Satz  werde  kurz  als  „Transversalentheorem^^  des  Te- 
traeders zitiert. 

Der  algebraische  Ausdruck**)  dieser  drei  Bedingungen  ist  einfach 


*)  Dies  Btinunt  überein  mit  einem  bekamiten  Abz&hlangsprinzip.  Für  vier 
beliebig  gewählte  t.  und  eine  unbekannte  ^,  repräsentiert  die  Forderung  (A)  acht 
Bedingungen,  so  dafi  es  zunächst  scheint,  als  ob  stets  eine  oo*- Schar  von  zu- 
gehörigen 4>,  existiert.  In  Wahrheit  gibt  es  eine  solche  ^^  erst  nach  Erfüllteein 
dreier  Beding^ungen  für  die  t.,  dann  aber  muß  auch  die  Schar  der  9,  eine 
oo*+*  sein. 

^  Die  Äquivalenz  der  Bedingungen  (26)  und  (C)  findet  sich  schon  bei 
0.  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1869),  p.  218.  Hieran  schliefien  sich  Satze  über  vierfach 
Perspektive  Tetraeder  bei  E.  Doehlemann,  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  (2)  17  (1899),  p.  160; 
s.  auch  L.  Klug,  ib.  {fi^  8  (1904),  p.  167).  Sind  die  Koordinaten  der  4  Punkte  T^  zu- 
nächst als  3  •  4  beliebige  Größen  ß^j,,  ß.^,  ß^^  gegeben,  so  erhält  man  die  8  Be- 
dingungen des  Textes  in   der  einfachsten  Form,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

''"    «  _  ^ 

setzt: 

A^PtiPiAPAt'^'h    A—Pl»P»*P*l=^^^    A^PsiPl4P«=*l|    ^4=PnP«8Al  =  i- 

Denn  diese  4  Bedingungen,  die  vollkommen  von  der  Gestalt  (7)  sind,  reduzieren 
sich  vermöge   der  Identität  A^  A^A^A^^l  auf  drei.     Sind  sie  erfüllt^  so  lassen 

sich  sofort  4  Größen  o^,  o,,  a,,  a^  angeben,  so  daß  pj^.  =  —  -  wird.    Dann  aber 


ergeben  sich  für  a.ß.j^^=^  a^^,  aj^ßn=^  t>c^^  gerade  die  ssrmmetrischen  Größen  (26). 
Analoge  Erscheinungen  treten  auf  fär  solche  Punktquadrupel  T^,  deren  Koordinaten 
sich  in  die  Form  ß.j^  bringen  lassen,  wo  ßfi'=  —  ß^,-.  Diese  Bedingungen  sind 
äquivalent  mit  jeder  der  beiden  Forderungen : 

(A)    Die  Ecktransversalen  t,.  sind  zu  den  Ebenen  A^  konjugiert  in  bezug  auf  irgend 
ein  NuUsystem  (und  damit  von  selbst  für  eine  ganze  (X>^- Schar  solcher); 
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der^  daß  die  Koordinaten  der  Punkte  T^  solchen  Größen  cc^,  a^,  a^^ 
(i,  i,  ly  m  =  ly  2,  3;  4)  proportional  gesetzt  werden  können,  daß  stets: 

(26)  «u  ==«*.■ 

wird,  oder  kürzer  gesagt,  daß  die  aus  den  Koordinaten  der  Punkte  T^ 
gebildete  Determinante  in  eine  symmetrische  Gestalt  z/^  gebracht 
werden  kann.  Diese  6  Größen  a^^  (26)  sind  dann  zugleich  die  Koeffi- 
zienten der  Fläche  H  (IX)  (mit  der  Determinante  z/„)  und  treten  im 
übrigen  an  die  Stelle  der  früheren  speziellen  Ci^. 

Neben  das  obige  Theorem  tritt  das  dualistische. 

Die  Bedingungen  (26)  mögen  noch  weiter  verfolgt  werden.  Sie 
sind  z.  B.  stets  erfüllt  für  vier  durch  einen  Raumpunkt  (y)  laufende 
Ecktransversalen  t^.  Denn  die  Koordinaten  von  T^  lassen  sich  offenbar 
in  die  Form  setzen: 

(27)  «u-l/iy*,     ^ii-ViVu    «im-yiVm; 

und  umgekehrt,  wenn  stets  «i*=y<yt,  so  entstehen  die  T,  durch  Pro- 
jektion des  Pimktes  {tf)  von  den  Ecken  A^  aus. 

Man  gehe  femer  von  zwei  beliebig  gewählten  Wertsystemen  (26): 
ip^ik)}  {^'ik)  *^^>  ^®  ^^^  ^^^^  Quadrupel  von  Punkten  T„  T/  darstellen. 
Dann  ist  für  jeden  Wert  von  k  auch  {a^J^+  ka.f)  ein  solches,  das  den 
Punkten  T/^^  entsprechen  möge. 

Durch  den  gleichen  Wert  von  k  sind  dann  die  4  Geraden 
g^^{T^,T^)  projektiv   aufeinander   bezogen.     Auf  irgend   zwei    der 


(B)    Efl  existiert  ein  NudlBystem  (mit  den  Koeffizienten  ß.j^  derart,  daß  in  bezug 

auf  dasselbe  die  Punkte  1\  die  Pole  der  Ebenen  A^  sind. 
Nur  zu  der  Eigenschaft  (C)  des  Textes  existiert  kein  unmittelbares  Analogen. 

Zu  diesen  Punktquadrupeln  T^  ißik^^  —  Pki)  geboren  u.  a.  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  den  Tetraederebenen,  femer  die  Spuren  der  in  den  Ecken  Af 
an  eine  dem  Tetraeder  umbeschriebene  Raumkurve  8.  Ordnung  gelegten  Tangenten, 
endlich  die  Schmiegungspunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Baumkurve 
8.  Ordnung.  Die  weitere  Bedingung,  die  diese  drei  speziellen  Punktquadrupel 
charakterisiert,  lautet  der  Reihe  nach: 

ftiAi  +     As  Ai  +     Aifts  —  ^t 


ßll  ß»A  ßli  ß*i  Ai  ß»t 

Auch  die  Sätze  des  Textes  über  zwei  und  drei  Punktquadrupel  7\  lassen  sich  auf 
den  Fall  ß.^  =^  —  ßj^^  unmittelbar  übertragen.  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  aus  den 
Bedingungen  (26)  auch  leicht  ein  einfacher  algebraischer  Beweis  des  bekannten 
Satzes  folgt,  daß  die  Figur  zweier  vierfach  -  perspektiver  Tetraeder  eine  in  sich 
dualistische  ist. 

22* 
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Geraden  g^,  g^  erhält  man  unmittelbar  ein  drittes  Paar  zugeordneter 
Punkte  durch  die  Schnittpunkte  mit  der  Kante  Ar,^(ir^=«0,  a?^«0). 

Je  vier  auf  diese  Weise  korrespondierende  Punkte  T/^^  sind  daher  die 
Berührungspunkte  einer  dem  Tetraeder  einbescliriebenen  Fläche  2.  Klasse 
0^^^\  und  diese  Ischen  bilden  eine  lineare  Schar  0^+  /LO,'  u^^- 

Die  aus  den  beiden  Systemen  (a^^^)^  (a!  J  zu  bildenden  zweireihigen 
Determinanten  repräsentieren,  wie  man  aus  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte weiß;  acht  unabhängige  Konstanten. 

In  der  Tat  kann  man  durch  XJmkehrung  obiger  Figur  von  vier 
willkürlichen  Geraden  g^  in  den  Tetraederebenen  A^  ausgehen. 

,^iese  vier  Geraden  g^  sind  alsdann  durch  die  Forderung^  daß  je 
vier  zugeordnete  Punkte  derselben  ein  Punktsystem  (7^  bilden  sollen, 
in  eindeutig  bestimmter  Weise  aufeinander  projektiv  bezogen.^ 

Im  besondem*)  seien  T^,  T{  in  A^  die  Spuren  von  2*4  Eck- 
transversalen t^f  tly  die  den  beiden  Begelscharen  ein-  und  derselben 
Fläche  2.  Grades  angehören.  Dann  sind  die  4  Ebenen  {t^y  t^)  die 
4  Tangentialebenen  dieser  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Fläche 
2.  Grades  in  den  Ecken  des  Tetraeders,  mithin  gehören  nach  dem  zum 
Transversalentheorem  dualistischen  Satze  die  4  Spuren  g^^  (T^,  T{)  der 
Ebenen  {t^,  t^)  in  A^  wiederum  einer  Regelschar  einer  dem  Tetraeder 
einbeschriebenen  Fläche  2.  Klasse  an.**) 

Auf  diese  Figur  kommen  wir  noch  genauer  zurück. 

Entsprechend  sind  vermöge  dreier  Wertsysteme  (26):  («,4)^  («fj; 
{a!j)  die  vier  Tetraederebenen  kollinear   aufeinander  bezogen,   so  daß 

*)  Seien  andererseits  2\,  T!  die  Projektionen  zweier  Ramnpunkte  (y),  (y')  von 
den  Ecken  A.  auf  die  Gegenebenen  A^.,  so  bilden  die  3  •  4  =  2  •  6  Treffpunkte 
der  Geraden  (T^  Tf)  mit  den  Kanten  der  Ebenen  A^  ein  Beispiel  zur  zweiten  H&lfte 
des  Satzes  auf  p.  327.  Denn  das  zyklisch  geordnete  Produkt  der  Koordinaten  der 
6  anf  einer  Ebene  A^.  befindlichen  Kantenpunkte  erhält  stets  den  Wert  der  negativen 
Einheit. 

**)  Die  Koordinaten  der  BerÜhmngspunkte  dieser  Fläche  2.  Klasse  in  den  Ebenen 
A,.  lassen  sich  übersichtlich  darstellen.  Denn  die  Gleichung  der  Fläche  als  Ord- 
nungs-  wie  als  Klassenfläche  geht  aus  den  Gleichungen  für  die  Flächen  B  ^^  F 
(X)  resp.  (X')  hervor,  wenn  man  dort  die  x.  mit  den  u-  vertauscht  und  statt  der 
c,jt  die  Koordinaten  d.j^  der  Geraden  T^ff  einsetzt.  Dabei  haben  die  ^^^,  in  sym- 
metrische Gestalt  gebracht,  die  Werte: 

Ä,  —  Ä^,    —---->_-«  «^  —  Ä, »    -——_-—  3r,  —  Ä, , 

und  die  damaligen  Größen  «,,  tc,,  n^  sind  zu  ersetzen  durch: 

Denn  die  jetzige  Aufgabe  ist  gerade  die  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der  Fläche 
R  ^=^  P  dualistische. 
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stets  die  Kanten  sieh  selber  entsprechen,  die  zugehörigen  Berührungs- 
flächen 4>2  bilden  eine  Scharschar  usw. 

Wir  kehren  zurück  zur  Höhenfläche  R  =>  P  resp.  ihrer  pro- 
jektiven Verallgemeinerung;  so  daß  die  c^^  (21)  ganz  beliebige  Größen 
bedeuten  können. 

Die  durch  die  Kanten  k^^  des  Tetraeders  an  die  Fläche  R  gehen- 
den Tangentialebenen  schneiden  auf  den  Gegenkanten  k^^  sechs  Punkte- 
paare Tijtf  Tik  aus,  die  nach  dem  Satze  auf  p.  328  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung G  angehören.     Die  Gleichung  Yon  O  lautet: 

(XI)  G  =  X^^Q^  +  X^^Q^  +  X^^Q^  +  X^Q^  -  (ä,  +  «4)  (^«^5^4  +  ^«4^1  ^j) 

wo: 

(28)  p^=^«^i^. 


ff 


Sei  die  Polarfläche  x^Qy  +  x^^q^  +  x^q^  +  x^q^  =  0  mit  P^  be- 
zeichnet, die  drei  Flächen  c^^^x^x^  -\-  c^x^x^^Q  usw.  mit  C^,C^,C^y  die 
nämlichen  vier  Flächen,  als  Klassenflächen,  mit  Z7  ,  F^,  F,,  f\. 

Dann  erscheint  die  verallgemeinerte  Höhenfläche,  als  Ordnungs- 
fläche R  aufgefaßt,  als  Individuum  des  Netzes  (C,,  Q,  C^),  als  Klassen- 
fläch^  P  aufgefaßt^  als  Individuum  des  Gewebes  (77  ,  F,,  Fj,  F^),  weiter 
die  Fläche  G,  als  Ordnungsfläche  aufgefaßt,  als  Individuum  des  Ge- 
büsches (P  ,  (7j,  C5,  C\);  endlich  gehört  die  Fläche  2.  Grades,  die  die 
vier  Geraden  T^y  ff  enthält,  als  Ordnungsfläche  B  dem  Gebüsch 
(P^yC^j  Cj,  CJ  an,  als  Klassenfläche  B  der  Scharschar  (F,,  F,,  FJ, 
und  das  Büschel  {B,  G)  enthält  eine  dem  Tetraeder  umbeschriebene 
Fläche. 

Eine  wichtigere  Eigenschaft  der  projektiv  verallgemeinerten  Höhen- 
konflguration  erhält  man  vermöge  des  Doppelverhältnisses  D^j^,  das  das 
Punktepaar  T,*,  Tik  mit  den  Ecken  Ai,  Äk  auf  der  Kante  kfk  bildet. 
Die   sechs   sich   so  ergebenden  Doppelverhältnisse  besitzen  die  Werte 

D^  =  "'■  (r,  s  =«  2,  3,  4),  wobei  je  zwei  Gegenkanten  reziproke  Werte 

zugeordnet  werden  mögen. '^) 

Andererseits  bilden  die  vier  Ecktransversalen  ^^  auf  der  Fläche  R 
ein  gewisses  Doppel  Verhältnis  J^^  und  die  vier  Nebentransversalen  t^, 

*)  Verbindet  man  daher  die  hierdurch  zugeordneten  Punkte  der  beiden  Qua- 
drupel Ä.,  Aj^,  r,^,  Tl„^  und  A^,  A,^^,  T.^,  T\^\  80  erhalt  man  vier  Gerade  einer 
RegelBchor,  die  der  Fläche  2.  Ordnung  c.j^x^x^^^  =  Ci^x^x^^  angehört.  Diese  drei 
Fl&ohen  sind  die  „Gegenflächen"  (d.  i.  Ort  der  Gegenpunkte)  der  drei  oben  er- 
wähnten Flächen  C,,  C,,  C^. 
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d.  i.  die   vier   Ecktransyersalen,   die   der   zweiten   Regelschar   auf  der 
Flache  jB  angehören,  ein  zweites  Doppelverhaltnis  ^i**). 
Dann  besteht  die  Relation: 


•)  Die  sechs  Werte  von  J.j^  resp.  J'.^  sind: 


resp. .  —  (r,  «,  *  =  2,  3,  4). 


*t  —  '*r  '*t  ~  "r       *J 


Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  läßt  sich  die  Fläche  R^=F  auch  übersichtlich  mittels 
zweier  Parameter  Z,  ft  darstellen.    Für  die  Klassenfläche  P  ergibt  sich,  für 

(Xa')  <JU..««^(X-X,)(M-^^, 

(t,  k,  l,  m  zyklisch  =  1,  2,  3,  4). 
Andererseits  gilt  für  die  Ordnungsfläche  B: 


(Xa) 


i(t,      i,    (*,    1 

=  (1- 

-it)0*-c,)i,-,i'.* 

-  (i  -  1,)  0* 

*m<»»..*m.fm.l 

i.-.          .    . 

t^k)hkhr 


80  daß  also  die  a.*  den  a,.'  und  damit  auch  die  a.  den  a.  umgekehrt  proportional  sind. 
Hierbei  entsprechen  die  Geraden  t^.  den  Werten  ^  «  fi.  und  die  Greraden  i/ 
den  Werten  l  =^  X..    Die  vier  Werte  X  resp.  ^  sind  nur  je  an  die  eine  Relation 
gebunden: 

\ß,  1*    a—     ^*  ^» 

^8^f4  *4  ''f 

f*18f*«4  «4  —  «t        'fj 

Mit  Rücksicht  auf  p.  324  Anm.  drücken  sich  die  Doppel  Verhältnisse 

^4  ■—   «s  ^4    ~   ^8        ^t 

%t    5Cj  fl^a    —'     Jtm  ff a 

mittels  der  Winkel  resp.  Kanten  des  Tetraeders  aus,  wie  folgt: 

«4  —  ^8    ^  «lt«S4.C08^^1J  A4}  ^    *i»^54,<508(Ä:i,,  A^) 

»4  —  «1       «18  «4t  cos  (fci, ,  A:„)       i„  A;^,  cos  (A:„ ,  \^) ' 
«4— -^8     ff,  ^  sin  2yt,  sin  2y,^  cos(A;^,,  k,^} 
«4  —  «,  '  ff,  ""  sin  2y„  sin  2y^,  cos  {k,j^]  *„)  ' 

und  entsprechend  die  zugehörigen  Doppel  Verhältnisse. 

Noch  sei  bemerkt,  daß  die  Doppelverhältnisse  J^  J  zugleich  die  der  Punkt- 
quadrupel  sind,  die  die  beiden  Geradenscharen  der  Fläche  22  »=  P  aus  den  Te- 
iraederebenen  ausschneiden. 
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(xn)  A*=z-*- 

Femer  liegen  nach  dem  Satze  der  p.  338  die  vier  Geraden  T^Tf 
(wo  die  T/  die  Sparen  der  ^/  in  den  A^)  auf  einer  weiteren  Regelfläche 
2.  Grades.  Deren  Schnittpunkte  mit  den  Kanten  bilden  mit  den  zu- 
gehörigen Ecken  wiederum  sechs  Werte,  die  Doppelverhältnis- 
Produkte  ^;k^ik' 

Man  kann  auch  umgekehrt  von  der  Fläche  R=  P  als  einer  be- 
liebigen, dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Fläche  2.  Orades  ausgehen, 
dann  gibt  es  zwei  zugehörige,  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Flächen 
H,  H',  deren  Koeffizienten  C/*,  cj*  durch  übersichtliche  Ausdrücke  in 
der  Art  von  den  Koeffizienten  von  12  abhängen,  daß  die  c^j^  den  clm 
umgekehrt  proportional  werden. 

Die  Ecktransversalen  ^^,  f/,  die  den  beiden  Regelscharen  von  R 
angehören,  sind  zu  den  Ebenen  A,.  konjugiert  in  bezug  auf  die  oo*- 
Schar  von  Flächen  2.  Klasse  O  resp.  4>': 

\«'^c;,V+ . . .  +  c>,>+ 2<,u,«,+ . .    +  2c',,u,ti,- 0, 

wo  die  Ciiy  Ca  willkürlich,  und  die  c,*,  Cu-  die  oben  angegebenen  Größen 
sind,  die  Koordinaten  der  Spuren  T^y  T{  der  t^^  t{  in  den  Ebenen  A^. 

Unter  den  Flächen  9  resp.  9'  gibt  es  eine  c»^- Schar,  die  apolar 
ist  zum  Flächennetze  N:  f&r  sie  sind  die  Ca  resp.  die  Ca  einander  gleich. 

Für  die  in  einen  Kegelschnitt  ausartenden  Flächen  0  resp.  9' 
dieser  c»*- Schar  gilt  noch  der  auf  p.  337  aufgestellte  Satz  über  die 
Gegenpunkte  L,  S^  wenn  man  daselbst  den  Kugelkreis  durch  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  ersetzt. 

Durch  anderweitige  metrische  Spezialisierung  der  untersuchten 
Konfiguration  gelangt  man  zu  bemerkenswerten  Winkeleigenschaften 
des  Tetraeders. 

Man  gehe  von  der  (projektiv  verallgemeinerten)  Höhenfläche  J2 »  P 
als  einer  beliebigen,  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Fläche  2.  Grades 
aus  und  spezialisiere  diese  wieder  zu  einer  Kugel.  Dann  sagt  der  Satz 
über  das  Doppelverhältnis  D  aus: 

^^egt  man  in  den  Ecken  eines  Tetraeders  an  die  ihm  umbeschrie- 
bene Kugel  (Umkugel)  die  Tangentialebenen  und  schneidet  jede  von 
ihnen  mit  den  drei  in  der  bez.  Ecke  zusammenstoßenden  Tetraeder- 
ebenen,  so  bilden  die  Spuren  der  letzteren  drei  Winkel,  die  fßr  jede 
Tetraederebene  die  nämliche  Größe  besitzen.'^ 

Denn  die  Geraden  t^,  t{  des   allgemeinen  Satzes  werden  jetzt   die 
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durch  die  Tetraederecken  gehenden  Minimalgeraden  auf  der  Umkugel 
und  deren  mit  g-.  multiplizierten  Logarithmen  der  drei  wesentlich  ver- 
schiedenen Werte  von  D  ( D,  \  —  D,  j)  _  i)  ^^®  bezüglichen  Winkel. 

Der  soeben  ausgeführte  Satz  läßt  sich  einfacher  so  aussprechen: 

beschreibt  man  einer  Engel  ein  Tetraeder  ein,  so  schneiden  sich 
die  von  den  Tetraederebenen  aus  der  Kugel  ausgeschnittenen  Kreise 
^i;  Ci>  Cij;  C^4  '^  drei  Paaren  gleicher  Winkel  (C^,  C^  =  (C„  CJ/^ 

Durch  stereographische  Projektion  der  Kugel  auf  die  Ebene  er- 
gibt sich  der  analoge  Satz  für  die  Ebene: 

^egt  man  durch  je  drei  von  vier  Punkten  einer  Ebene  einen  Kreis^ 
so  schneiden  sich  von  diesen  vier  Kreisen  je  zwei  unter  demselben 
Winkel  wie  die  beiden  andern." 

Unterwirft  man  endlich  diese  Figur  der  Ebene  einer  geeigneten 
Inversion,  so  kommt  man  auf  den  elementaren  Satz  über  die  Gleichheit 
der  Peripheriewinkel  auf  demselben  Kreisbogen  zurück. 

Umgekehrt  wird  man  von  hier  aus  nicht  nur  wiederum  mittels 
Inversion  und  stereographischer  Projektion  zu  den  oben  erwähnten 
Eigenschaften  der  Kugel  zurückgeführt,  sondern  es  scheint  dieser  Weg 
auch  ein  naturgemäßer  zu  sein,  den  Satz  von  der  Gleichheit  der  Peri- 
pheriewinkel auf  demselben  Kreisbogen  von  der  Ebene  auf  die  Kugel 
zu  übertragen.  Spricht  man  die  obige  Eigenschaft;  der  Kugel  dua- 
listisch aus,  so  gelangt  man  zu  dem  zuerst  von  Bang  bemerkten  Satze: 

„Verbindet  man  je  einen  der  vier  Berührungspunkte  einer  dem 
Tetraeder  einbeschriebenen  Kugel  mit  den  drei  Tetraederecken  der  s^u-, 
gehörigen  Berührungsebene,  so  bilden  die  Verbindungsgeraden  drei 
Winkel,  die  far  jede  der  vier  Tetraederebenen  die  nämlichen  sind." 

Kehrt  man  zurück  zu  dem  allgemeinen  Satz  über  die  Doppel- 
verhaltnisse und  beschränkt  sich  auf  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders, 
so  reduziert  sich  der  Satz  auf  eine  fandamentale  Eigenschaft  der  Figur, 
die  aus  einer  beliebigen  Fläche  2.  Grades  F  und  zwei  beliebigen,  wind^ 
schiefen  Geraden  ^,  h  gebildet  wird.  Die  Geraden  p,  h  schneiden  aus 
F  zwei  Punktepaare  öj,  G,;  H^y  H^  aus;  andererseits  gehen  durch 
^,  h  je  zwei  Tangentialebenen  an  JP,  die  A,  g  in  zwei  weiteren  Punkte-« 
paaren  H^^  J?,';  G^y  6?,'  treffen. 

„Dann  ist  das  Doppelverhältnis  der  beiden  Punktepaare  [G.^,  6rg; 
6r/,  6r|')  auf  g  gleich  demjenigen  der  beiden  Punktepaare  {H^y  H^*^ 
H^y  H^)  auf  A." 

Sieht  man  F  ab  die  absolute  Fläche  der  nichteuklidischen  Geo- 
metrie an,  so  ergibt  sich,  daß  die  unendlich  ferne  Strecke  einer  Raum- 
geraden g   von   einer   anderen   Baumgeraden   li   aus    unter   deme^lbeu 
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Winkel  projiziert  wird,  wie  die  unendlich  ferne  Strecke  der  letzteren 
Geraden  von  der  ersteren  aus.  In  dieser  Fassung  erscheint  der  in  Bede 
stehende  Satz  als  ein  elementarer^  auch  leicht  direkt  beweisbarer  Satz 
der  nichteuklidischen  Geometrie. 

Für  den  oben  in  projektiver  Verallgemeinerung  gegebenen  Satz 
hat  der  Vortragende  eine  Reihe  voneinander  unabhängiger  Beweise  ge- 
liefert, unter  anderen  auch  einen  solchen,  der  eine  elementare  De- 
terminantenidentität als  Quelle  erscheinen  läßt.  Von  hier  aus  läßt  sich 
der  Satz  auch  ausdehnen,  indem  man  das  durch  die  Fläche  F  be- 
stimmte räumliche  Polarsystem  durch  eine  allgemeine  Korrelation 
ersetzt. 

Es  lassen  sich  femer  für  die  drei  obigen  Doppelverhältnisse  D^ 
Aj  /f  algebraische  Ausdrücke  aufstellen,  die  simultane  Invarianten  der 
Fläche  F  sowie  der  beiden  Geraden  ^,  h  sind. 

Den  eigentlichen  geometrischen  Grund  des  in  Bede  stehenden 
Satzes  erkennt  man  aber  in  der  Theorie  der  eine  Fläche  2.  Grades  iur 
variant  lassenden  Eollineationen  K. 

Solcher  automorpher  Eollineationen  K  gibt  es  oo®;  jede  von  ihnen 
ist  entweder  „von  der  ersten  Art'',  indem  sie  beide  Geradenscharen 
der  Fläche  F  miteinander  vertauscht,  oder  aber  „von  der  zweiten  Art", 
indem  sie  jede  der  beiden  Geradenscharen  von  F  in  sich  überführt 
Soll  K  indessen  außerdem  noch  zwei  beliebige  Baumgerade  ^,  1%  mit- 
einander vertauschen,  so  kann  sie  nur  von  der  zweiten  Art  sein  und 
wird  dann  zugleich  zu  einer  räumlichen  (quatemären)  Involution;  jeder 
der  zwei  Parameter  der  beiden  Geradenscharen  auf  F  erfahrt  seiner- 
seits eine  lineare  Substitution,  die  eine  binäre  Involution  ist.  Man 
erkennt  dann  unmittelbar,  daß  gerade  zwei  Eollineationen  der  zweiten 
Art  existieren,  die  das  Verlangte  leisten. 

Damit  ist  der  in  Bede  stehende  Satz  von  der  Gleichheit  der  beiden, 
auf  ^,  h  entstehenden  Doppelverhältnisse  nur  eine  andere  Fassung  der 
grundlegenden  Tatsache,  daß  das  Doppelverhältnis  eine  Invariante  der 
EoUineation  ist. 

Man  kann  schließlich  den  soeben  skizzierten  Zusammenhang  zwi- 
schen quatemären  und  binären  Involutionen  auch  von  der  Theorie  der 
räumlichen  Eollineationen  aus  begründen,  vermöge  deren  sich  die 
Punkte  je  einer  von  zwei  windschiefen  Geraden  ^,  %  binär  involutorisch 
entsprechen.  Diese  Eollineationen  erweisen  sich  als  quatemäre  In- 
volutionen. Es  sind  dabei  die  beiden  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  daß 
die  beiden  Geraden  r/,  h  reell  oder  aber  konjugiert  komplex  sind. 

Hinterher  fragt  man  nach  allen  Flächen  2.  Grades  F^  die  vermöge 
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einer  solchen  Raaminvolntion  in  sich  übergehen,  und  gelangt  so  zu 
unserem  Hauptsatz  wieder  zurück. 

Die  Rechnung  läßt  sich  so  fuhren,  daß  sie  auch  bei  verschwin- 
dender Diskriminanie  von  F  gültig  bleibt. 

Nimmt  man  dann  insbesondere  wiederum  F  als  Kugelkreis,  so 
resultiert  der  Satz  der  Kinematik: 

,,Es  gibt  zwei  und  nur  zwei  Bewegungen,  nämlich  Umwendungen, 
die  zwei  beliebig  gegebene  windschiefe  Raumgerade  ineinander  über- 
führen.'' 


über  algebraische  Raumkurven. 

Von 
E.  RoHN  aus  Dresden. 


Das  Studium  der  algebraischen  Raumkurven  B/  von  der  Ordnung 
n  und  dem  Geschlecht  p  gründet  sich  am  besten  auf  die  Punktgruppen, 
die  auf  einer  solchen  Kurve  existieren.  In  hervorragendem  Maße  macht 
hiervon  Noether  in  seiner  Arbeit:  „Zur  Grundlegung  der  Theorie  der 
algebraischen  Raumkurven,  Abh.  der  Akad.  der  Wiss.  zu  Berlin  (1882)" 
Gebrauch.  Es  empfiehlt  sich  jedoch  in  dieser  Richtung  noch  weiter 
zn  gehen  und  auf  der  Rj*  alle  Scharen  von  Gruppen  von  in  Punkten 
in  Betracht  zu  ziehen,  die  von  der  Gesamtheit  der  Flächen  i.  Ord. 
(i  =»  1,  2,  3,  •  •  •)  auf  ihr  ausgeschnitten  werden.  In  diesen  Scharen 
spiegeln  sich  die  Eigenschaften  der  R/  und  ihrer  Restkurve  wieder, 
so  daß  ihre  Kenntnis  die  Einordnung  der  12/  in  Familien  und  ihre 
charakteristischen  Merkmale  lehrt.  Sobald  p  >  n  —  3  ist,  werden  die 
genannten  Scharen  zum  Teil  Spezialscharen  sein.  Es  sind  nun  zwei 
wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens:  Die  Flächen 
t.  Ord.  (t  =  1,  2,  3,  •  •  •)  schneiden  aus  der  R/  Vollscharen  aus  — 
mögen  das  nun  Spezialscharen  sein  oder  nicht.  Dieses  Verhalten  tritt 
bei  den  meisten  Kurvenfamilien  ein.  Es  lassen  sich  hier  alle  Scharen 
unmittelbar  angeben  und  damit  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften 
der  betr.  Kurvenfamüie.  Insbesondere  ergibt  sich  die  Bestimmung  der 
Konstantenzahl  im  Anschluß  hieran  einfach,  eine  Frage,  die  bekanntlich 
besondere  Schwierigkeiten  macht.  Zweitens:  Die  Flächen  i,  Ord. 
schneiden  fdr  besondere  Werte  von  i  nur  Teilscharen  aus.  Dieses  Ver- 
halten spricht  sich  bei  der  R/  in  einer  besonderen  Beziehung  zu  den 
Flächen  (i  +  1).  Ord.  0.^^  aus,  welche  die  R/  ganz  enthalten.  Liefern 
nämlich  die  Flächen  (/  +  1).  Ord.  auf  der  R/  eine  Vollschar ,  die 
Flächen  /.  Ord.  aber  eine  Teilschar,  die  um  3  kleiner  ist  als  die  Voll- 
schar, dami  schneidet  eine  beliebige  Ebene  die  R/  in  n  Punkten  und 
die  Flächen  0^^^   in  Kurven  (fi^^,   die  nicht  mehr  die  volle  KurveA- 
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schar  durch  diese  n  Punkte  bilden^  sondern  eine  um  3  kleinere  Schar. 
Hier  treten  Schwierigkeiten  ein^  die  sich^  wie  es  scheint^  nur  mit  Hilfe 
der  Restkurve  von  R/  bewältigen  lassen.  Doch  ist  die  niedrigste  Rest- 
kurve hier  von  wesentlich  geringerer  Ordnung  als  R/,  kann  aber  redu- 
zibel  sein.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Scharen  auf  R/  und  den 
Scharen  auf  ihrer  Restkurve^  den  Verfasser  in  einer  kleinen  Note  in 
den  Ber.  der  KonigL  Sachs.  Gesellsch.  der  Wiss.  zu  Leipzig  (6.  Dez. 
1897)  behandelt  hat^  fOhrt  auch  hier  zum  Ziel.  Es  ist  indessen  frag- 
lieh,  ob  sich  ein  geschlossener  Ausdruck  fQr  die  Konstantenzahl  auch 
hier  angeben  läßt^  wie  das  im  erstgenannten  Falle  möglich  ist.  Diese 
kurzen  Notizen  mögen  genügen,  da  eine  spätere  ausführliche  Behand- 
lung des  Gegenstandes  beabsichtigt  ist. 


über  Isogonalkurven,  Äquitangentialkurven  und  komplexe 

Zahlen. 


Von 
6.  Scheffers  aus  Darmstadt. 


Der  Ausgangspunkt  der  Betrachtungen,  über  die  ich  hier  kurz  be- 
richten möchte,  sind  die  isogonalen  Trajektorien:  Liegt  eine  einfach 
unendliche  SeharJ  von  Kurven  y  in  der  Ebene  vor,  so  kann  man  die- 
jenigen Kurven  betrachten,  die  sie  unter  einem  konstanten  Winkel  a 
schneiden.  Sie  heißen  bekanntlich  isogonale  Trajektorien  oder  Iso- 
gonalkurven.  Da  der  Winkel  a  noch  variieren  kann,  so  ergeben 
sich  so  CO*  IsogonalkurveiL  Für  derartige  Kurvenscharen  fand  ich  vor 
mehreren  Jahren*^)  einen  einfachen  Satz,  von  dem  ich  nachträglich  er- 
fuhr, daß  er  schon  vorher  von  Herrn  Cesäro**)  aufgestellt  worden 
war.  Faßt  man  nämlich  alle  diejenigen  Isogonalkurven  ins  Auge,  die 
durch  einen  beliebig,  aber  bestimmt  gewählten  Punkt  P  der  Ebene 
gehen,  so  findet  man,  daß  sie  in  P  solche  Krümmungskreise  haben, 
die  ein  Büschel  bilden,  die  also  außer  P  noch  einen  zweiten  Punkt  P' 
gemein  haben.  Als  ich  die  Gleichungen,  die  die  Koordinaten  des 
Punktes  P'  durch  die  des  Punktes  P  ausdrücken,  näher  betrachtete, 
bemerkte  ich  ziemlich  zufällig,  daß  sie  eine  merkwürdige  Eigenschaft 
haben,  daß  sie  nämlich  ihre  charakteristische  Form  beibehalten,  wenn 
man  sie  nach  den  Koordinaten  des  ursprünglich  gewählten  Punktes  P 
auflöst.     Daraus  ergab  sich  ein  neuer  Satz.     Er  lautet  so: 

Zu  jeder  Schar  von  oo*  Isogonalkurven  in  der  Ebene  gibt 
es  eine  ganz  bestimmte  zweite  Schar  von  oo'  Isogonalkurven 
in  der  Ebene.  Die  Beziehung  zwischen  beiden  Scharen  ist 
vollständig  wechselseitig  und  besteht  in  folgendem:  Alle  die- 

^  Siehe  Leipziger  Berichte  1898,  8.  216^294. 

**)  „Lezioni  di  geometria  intrin8ecjft*^  Neapel  1896,  deutsche  Ausgabe  „Yor- 
lesungen  über  natürliche  Geometrie*^  besorgt  von  Eowalewski,  Leipzig  1901, 
S.  148. 
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jenigen  Kurven  der  ersten  Schar^  die  durch  einen  beliebig  ge- 
wählten Punkt  P  gehen,  haben  dort  Krümmungskreise,  die 
noch  einen  zweiten  Punkt  P'  —  nach  dem  Cesäroschen  Satze  — 
gemein  haben,  und  in  diesem  zweiten  Punkte  P'  sind  diese 
selben  Kreise  die  Krümmungskreise  derjenigen  Kurven  der 
zweiten  Schar,  die  durch  P'  gehen. 

Da  ich  diesen  Satz  einem  analytischen  Zufall  verdankte,  befriedigte 
mich  sein  Beweis  nicht.  Den  inneren  Grund  dafür  erkannte  ich  viel- 
mehr erst,  als  ich  die  Betrachtung  in  enge  Beziehung  zu  gewissen  leicht 
definierbaren  Berührungstransformationen  brachte.  Wenn  nämlich  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Kurven  y  gegeben  ist,  so  geht  durch 
jeden  Punkt  P  der  Ebene  eine  Kurve  y.  Sie  hat  in  P  eine  bestimmte 
Tangente  g.  Ich  betrachtete  nun  diejenige  Berührungstransforma- 
tion Sl^,  die  jeden  Punkt  P  in  die  zugehörige  Tangente  g  verwan- 
delt. Sie  steht  natürlich  in  engem  Zusammenhang  mit  den  Kurven  y, 
da  sie  jedes  Linienelement  jeder  dieser  Kurven  in  Buhe  läßt.  Ich 
drehte  nun  jedes  Linienelement  der  Schar  y  um  seinen  Punkt  P  um 
ein  und  denselben  konstanten  Winkel  a,  wodurch  jede  Gerade  g  in  eine 
gedrehte  Gerade  g^  überging.  Alsdann  betrachtete  ich  diejenige  Be- 
rührungstransformation 3l„,  die  jeden  Punkt  P  in  die  durch  ihn  gehende, 
durch  Drehung  erhaltene  Gerade  g^  verwandelt.  Diese  Berührungstrans- 
formation  ^^  steht  in  derselben  engen  Beziehung,  in  der  %^  zu  den 
Kurven  y  steht,  zu  denjenigen  Kurven,  die  alle  Kurven  y  unter  dem 
Winkel  a  schneiden.  Da  der  Winkel  a  variieren  kann,  so  betrachtete 
ich  also  eine  Schar  von  oo^  Berührungstransformationen  3l„.  Jede 
führt  jeden  Punkt  in  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  über.  Man  er- 
kennt nun  leicht  auf  synthetischem  Wege,  wie  die  Linienelemente 
irgend  eines  Punktes  bei  einer  dieser  Berührungstransformationen  in  die 
einer  Geraden  übergehen.  Daraus  ergab  sich  alsdann  von  selbst  zu- 
nächst der  Cesärosche  und  alsdann  mein  neuer  Satz.  Ich  gehe  auf 
diese  Überlegungen  hier  nicht  näher  ein,  weil  ich  sie  kürzlich  in  einer 
Arbeit  schon  veröffentlicht  habe.*) 

Weshalb  ich  von  diesen  Dingen  spreche,  das  hat  einen  anderen 
Grund:  Die  Untersuchung  der  erwähnten  Berührungstransformationen  31^ 
führte  mich  nämlich  dazu,  eine  zweite  in  gewissem  Sinne  hierzu  dua- 
listische Reihe  von  Überlegungen  anzustellen;  und  dies  ergab  eine  Reihe 
von  interessanten  Analogien: 


*)  Siehe  Leipziger  Berichte  1904,  S.  106—116.  Dort  ist  auf  S.  113  eine  kleine 
Zwischenbetrachtung  übersehen  worden^  die  ich  in  einer  bald  erscheinenden  aus- 
führlichen Darstellung  angeben  v^erde. 
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Gehe  ich  zunächst  wieder  von  den  Kurven  einer  einfach  unend- 
lichen Schar  y  aus^  so  wird  jede  Gerade  g  der  Ebene  eine  Kurve  y  be- 
rühren. Ist  P  der  Berührungspunkt^  so  kann  ich  diejenige  Berührungs- 
transformation JBq  betrachten,  die  jede  Gerade  g  in  den  zugehörigen 
Berührungspunkt  P  verwandelt.  Sie  ist  natürlich  invers  zu  der  zuerst 
erwähnten  Berührungstransformation  %^.  Während  ich  nun  aber  bei 
den  ursprünglichen  Betrachtungen  jedes  Linienelement  der  Kurven  y 
um  seinen  Punkt  um  einen  konstanten  Winkel  a  drehte,  verfuhr  ich 
hier  anders:  Ich  verschob  jedes  Linienelement  der  Kurven  y  auf  seiner 
Geraden  g  um  eine  konstaate  Strecke  a,  wodurch  jeder  Berührungs- 
punkt P  längs  seiner  Tangente  g  um  die  konstante  Strecke  a  nach 
einem  neuen  Punkte  P^  gebracht  wird.  Alsdann  definierte  ich  als  eine 
Berührungstransformation  S3^  diejenige^  die  jede  Gerade  g  der  Ebene 
in  den  durch  Verschiebung  auf  ihr  erhaltenen  Punkt  P^  verwandelt. 
Da  die  Strecke  a  variieren  kann^  ergeben  sich  so  oo^  Berührungstrans- 
formationen 93^.  Lidern  ich  diese  synthetisch  gerade  so  untersuchte 
wie  die  vorhin  genannten  Berührungstransformationen  S^,  gelangte  ich 
zu  Sätzen  analog  den  vorhin  erwähnten.  Sie  beziehen  sich  auf  eine 
neue  Art  von  Scharen  von  cx)'  Kurven.  Wenn  man  nämlich  jedes 
Element  der  Kurven  y  auf  seiner  Geraden  um  dieselbe  Strecke  a  ver- 
schiebt, so  gehen  die  Elemente  in  die  einer  neuen  Kurvenschar  über. 
Die  Kurven  dieser  neuen  Schar  haben  die  folgende  charakteristische 
Eigenschaft:  Jede  solche  Kurve  hat  mit  allen  oo^  Kurven  y  Tangenten 
von  der  konstanten  Lange  a  gemein.  Eine  Kurve,  die  so  beschaffen 
ist,  daß  die  oo^  Tangenten,  die  sie  mit  gegebenen  oo^  Kurven  y  ge- 
meia  hat,  sämtlich  dieselbe  Lange  haben  —  gemessen  von  Berührungs- 
punkt zu  Berührungspunkt  — ,  wiU  ich  eine  Aquitangentialkurve 
der  Schar  y  nennen.  (Diese  Bezeichnung  kommt  allerdings  in  der 
mathematischen  Literatur  schon  in  einer  anderen,  aber  viel  einfacheren 
Bedeutung  vor.)  Es  gibt  ihrer  unendlich  viele,  und  da  die  Strecke  a 
variieren  kann,  so  gelangt  man  zu  oo'  Äquitangentialkurven  der  ge- 
gegebenen Schar  y. 

Für  solche  Kurven  nun  ergaben  sich  analoge  Sätze  wie  für  die 
Isogonalkurven.     Ich  fasse  das  Ergebnis  sogleich  wie  folgt  zusammen: 

Zu  jeder  Schar  von  cx)'  Äquitangentialkurven  in  der  Ebene 
gibt  es  eine  ganz  bestimmte  zweite  Schar  von  oo'  Äquitan- 
gentialkurven in  der  Ebene.  Die  Beziehung  zwischen  beiden 
Scharen  ist  vollständig  wechselseitig  und  besteht  in  folgen- 
dem: Alle  diejenigen  Kurven  der  ersten  Schar,  die  eine  be- 
liebig gewählte  Gerade  g  berühren,  haben  in  ihren  Berüh- 
rungspunkten   Krümmungskreise,     die     sämtlich    noch     eine 
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zweite  Gerade  g  berühren,  und  in  den  Berührungspnnkten 
mit  g  sind  diese  selben  Kreise  zugleich  die  Erümmungs- 
kreise  derjenigen  Kurven  der  zweiten  Schar,  die  die  Gerade 
g   berühren. 

Die  Analogie  geht  aber  noch  weiter: 

Zu  den  Isogonalkurren  stehen  die  konformen  Abbildungen  in 
engster  Beziehung.  In  der  Tat:  Eine  konforme  Abbildung  bildet  ja 
jeden  Punkt  als  einen  Punkt  so  ab,  daß  jeder  Winkel  dabei  in  wahrer 
Ghx)ße  erscheint,  also  ungeändert  bleibt.  Daraus  erhellt,  daß  eine  Schar 
von  Isogonalkuryen  durch  konforme  Abbildung  immer  wieder  in  eine 
Schar  von  Isogonalkurven  übergeht.  Was  gibt  es  nun,  das  hierzu  bei 
der  zweiten  Betrachtungsreihe,  bei  den  Äquitangentialkurven,  analog 
ist?  Hier  tritt  die  Gerade  statt  des  Punktes  in  den  Vordergrund,  und 
an  die  Stelle  des  Winkels  tritt  hier  die  Strecke.  Ich  fragte  daher  nach 
denjenigen  Berührungstransformationen  der  Ebene,  die  jede 
Gerade  in  eine  Gerade  und  jede  Strecke  in  eine  gleich  lange 
Strecke  verwandeln.  Wenn  nämlich  Gerade  in  Gerade  übei^eht, 
gehen  zwei  Linienelemente  einer  Geraden  wieder  in  zwei  Linienelemente 
einer  Geraden  über.  Ich  verlangte  also,  daß  die  Entfernung  der  Punkte 
der  beiden  ursprünglichen  Linienelemente  gleich  der  Entfernung  der 
Punkte  der  beiden  neuen  Linienelemente  sei.  Eine  derartige  Berüh- 
rungstransformation verwandelt  irgend  zwei  Kurven  mit  einer  gemein- 
samen Tangente  wieder  in  zwei  Kurven  mit  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente, und  zwar  ist  die  Länge  der  ursprünglichen  Tangente  gleich  der 
Länge  der  neuen  Tangente.  Es  erhellt  also,  daß  derartige  Berüh- 
rungstransformationen,  die  ich  äquilonge  Transformationen 
nenne,  jede  Schar  von  Aquitangentialkurven  wieder  in  eine 
Schar  von  Aquitangentialkurven  verwandeln. 

Es  gibt  in  der  Tat  derartige  Berührungstransformationen.  Man 
kann  sie  leicht  aufstellen,  wobei  man  ohne  Mühe  erkennt,  daß  es  sich 
empfiehlt,  jene  Größen  als  Linienkoordinaten  tf,  t;  zu  benutzen,  die  in 
der  Hesseschen  Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden  auftreten. 
Ich  wähle  also  einen  Anfangspunkt  0  und  eine  Anfangsrichtung  in  der 
Ebene  und  lege  eine  beliebige  Gerade  g  dadurch  fest,  daß  ich  von  0 
das  Lot  auf  sie  fälle.  Alsdann  sei  u  der  Winkel  des  Lotes  mit  der 
Anfangsrichtung  und  v  die  Länge  des  Lotes.  Bei  beiden  Bestimmungs- 
stücken  wäre  noch  eine  Vorzeichenbestimmung  zu  treffen,  worauf  ich 
hier  nicht  eingehen  will.  In  diesen  Linienkoordinaten  u,  v  lauten  nun 
die  Gleichungen  einer  äquilongen  Transformation  einfach  so: 

(1)  U   -  9(w),  t?'  -  ^^{jA)^  +  *(w). 
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WO  <p  und  ilf  irgendwie  zu  wählende  Funktionen  von  u  allein  bedeuten. 
Diese  Gleichungen  führen  jede  Gerade  (w,  v)  in  eine  neue  GeradiB  (ti\  v) 
über^  und  zwar  ist  die  Transformation  so  beschaffen^  daß  sie  jede 
Strecke  in  eine  gleichlange  Strecke  verwandelt. 

Alle  äquilongen  Transformationen  bilden  wie  alle  konformen  Ab- 
bildungen eine  Gruppe  und  zwar  eine  unendliche  Gruppe.  Wir  kommen 
also  zur  äquilongen  Gruppe  als  Analogon  der  konformen 
Gruppe. 

Die  Analogie  geht  nun  noch  weiter^  und  indem  ich  dies  ausein- 
andersetze^ komme  ich  zu  dem  interessantesten  Gesichtspunkte: 

Es  ist  Ihnen  geläufig,  in  wie  engem  Zusammenhange  die  kon- 
forme Gruppe  mit  den  komplexen  Zahlen  x  +  iy  steht.  Mittels  der 
komplexen  Zahlen  läßt  sich  ja  jede  konforme  Abbildung  durch  eine 
einzige  Gleichung  ausdrücken: 

(2)  x'  +  iy=f{x  +  iy), 

wo  f  irgendeine  analytische  Funktion  von  x  +  iy  bedeutet.  Wenn  x,  y 
gewöhnliche  rechtwinklige  Punktkoordinaten  sind  und  wenn  wir  den 
Punkt  {Xy  y)  als  Trager  der  komplexen  Zahl  x  +  iy  betrachten,  so  ist 
jedem  Punkte  der  Ebene  eine  komplexe  Zahl  zugeordnet.  Die  Glei- 
chung (2)  ordnet  jeder  Zahl  eine  neue,  also  jedem  Punkte  der  Ebene 
einen  neuen  Punkt  zu,  und  dies  ist  bekanntlich  nichts  anderes  als  eine 
konforme  Abbildung. 

Die  Frage  ist  nun  die,  ob  sich  auch  für  die  äquilonge  Gruppe  eine 
analoge  Darstellung  angeben  läßt.     Dies  ist  in  der  Tat  der  Fall: 

Es  gibt  außer  den  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  x  -f-  iy,  die 
aus  den  beiden  Einheiten  1  und  i  zusammengesetzt  sind,  bekanntlich 
noch  andere  Zahlen,  die  den  gewöhnlichen  Rechenregeln  der  Addition 
und  Multiplikation  folgen  und  die  ebenfalls  aus  zwei  Einheiten  zu- 
sammengesetzt sind.  Übrigens  ist  hier  das  Gesetz  der  Kommutation 
bei  der  Multiplikation  eine  Folge  der  übrigen.  Es  ist  nun  längst  be- 
wiesen worden,  daß  alle  Zahlensysteme  in  zwei  Einheiten  durch  passende 
Auswahl  der  Einheiten  auf  einen  von  gewissen  zwei  und  nur  zwei 
Typen  zurückgeführt  werden  können.*)  Der  eine  Typus  ist  der  der 
gewöhnlichen  komplexen  Zahlen,  gebildet  aus  den  beiden 
Einheiten  1  und  i,  wo  i*  =  —  1  ist.  Der  andere  Typus  besteht 
aus  denjenigen  Zahlen,  die  aus  1  und  einer  Einheit  j  gebildet 

•)  Um  einem  naheliegenden  Einwand  von  vornherein  zu  begegnen,  sei  aus- 
drücklich hervorgehoben,  daß  im  Text  von  den  „Typen'',  nicht  aber  von  den  „Ge- 
stalten'^ der  Systeme  die  Rede  ist.  Vgl.  Enzykl.  der  math.  Wissensch.  I  A  4, 
S.  166.     Unsere  Betrachtungen  gelten  auch  für  die  imaginären  Gebilde  der  Ebene. 

Verh.  d.  HL  Internat.  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  23 
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sind,  wo  /  =  0  ist.  Es  lag  nun  die  Vermutung  nahe,  dieses  zweite 
Zahlensystem,  das  allein  in  zwei  Einheiten  —  abgesehen  von  dem  ge- 
wöhnlichen —  vorhanden  ist,  für  die  äquilonge  Gruppe  zu  verwerten. 
Ich  habe  in  früheren  Arbeiten  allgemein  die  Frage  behandelt,  ob  es 
innerhalb  eines  höheren  Zahlensystems  „analytische"  Funktionen  gibt. 
Es  ist  der  FaU,  wenn  das  System  auch  kommutativ  ist^  was  gerade 
hier  zutrifft.  Man  kann  daher  --  und  zwar  ohne  Mühe  —  die  „analy- 
tischen" Funktionen  f{u  +  jv)  der  Veränderlichen  u  +  j'o  innerhalb 
dieses  zweiten  Zahlensystems  berechnen.  Und  nun  zeigt  sich:  Wenn 
wir  allgemein  eine  Gleichung  ansetzen  von  der  Form: 

(3)  u+3v^f(u+jv), 

wo  f  eine  „analytische"  Funktion  von  u  -\-jv  sei,  so  ist  sie  in  der  Tat 
eine  Darstellung  einer  äquilongen  Transformation.  Der  Unterschied 
gegenüber  der  Darstellung  (2)  einer  konformen  Transformation  ist  fol- 
gender: Bei  der  konformen  Gruppe  sind  die  Koeffizienten  rr,  y  der  Zahl 
X  +  iy  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  zu  deuten,  und  alsdann  ist 
der  Punkt  (a?,  y)  der  Trager  der  komplexen  Zahl  x  +  iy.  Hier,  bei 
der  äquilongen  Gruppe,  sind  die  Koeffizienten  u,  v  der  Zahl  u  +  jv  als 
die  vorhin  definierten  Hesseschen  Linienkoordinaten  u,  v  zu  deuten, 
und  alsdann  ist  die  Gerade  (u,  v)  der  Träger  der  komplexen  Zahl 
u+jv.  Die  Gleichung  (3)  ordnet  jeder  Zahl  u+jv  eine  neue 
Zahl  u  +jv  und  infolgedessen  jeder  Geraden  (u,  v)  eine  neue 
Gerade  (u,  v)  zu,  und  diese  Zuordnung  ist  nichts  anderes  als 
eine  äquilonge  Berührungstransformation. 

Wie  Sie  sehen,  ergibt  sich  auf  einem  naturgemäßen  Wege,  ohne 
Zwang,  vielmehr  in  einer  Reihe  von  auffallenden  Analogien  eine  ein- 
fache geometrische  Deutung  des  einzigen  komplexen  Zahlensystems, 
das  in  zwei  Einheiten  außer  dem  gewöhnlichen  komplexen  Systeme 
existiert.  Dieses  zweite  System  spielt  also  für  die  äquilongen  Trans- 
formationen und  die  Äquitangentialkurven  dieselbe  wichtige  Rolle,  wie 
es  das  gewöhnliche  System  für  die  konformen  Transformationen  und 
die  Isogonalkurven  tut. 

Mit  der  Skizzierung  meiner  wesentlichsten  Ergebnisse  bin  ich  fertig; 
ich  darf  aber  vielleicht  noch  folgende  Bemerkung  anknüpfen: 

Die  Definition  der  Isogonalkurven  leidet  ebenso  wie  die  der 
Äquitangentialkurven  daran,  daß  sie  von  vornherein  eine  in  der  Schar 
von  oo*  Kurven  enthaltene  Schar  von  oo^  Kurven  y  auszeichnet,  die 
tatsächlich  keine  ausgezeichnete  Rolle  spielt. 

Statt  nämlich  z.  B.  die  Isogonalkurven  aus  den  ursprünglichen 
Kurven  y  abzuleiten,  kann  man  sie  ebenso  gut  aus  solchen  <x>^  Kurven 
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ableiten^  die  alle  Kurven  y  unter  ein  und  demselben  Winkel  a  schneiden. 
Es  ist  daher  erwünscht,  für  die  Isogonalkuryen  ebenso  wie  für  die 
Aquitangentialkurv^i  eine  charakteristische  Eigenschaft  zu  kennen,  bei 
deren  Formulierung  keine  Kurven  der  Schar  bevorzugt  werden.  Bei 
den  Isogonalkurven  kann  dies  so  geschehen:  Wählen  wir  eine  Kurve 
y^  der  Schar  y  und  zwei  beliebige  isogonale  Trajektorien  aus,  so  bilden 
alle  drei  ein  Dreieck,  bei  dem  wir  durch  die  jener  Kurve  ^q  gegen- 
überliegende Ecke  noch  die  hindurchgehende  Kurve  y  ziehen  woUen. 
Aus  einigen  Winkelgleichheiten,  die  aus  dem  BegriflFe  der  isogonalen 
Trajektorien  folgen,  ergibt  sich  in  dieser  Figur  sofort,  daß  die  Summe 
der  Winkel  des  Kurvendreiecks  zwei  Rechte  beträgt.  Es  gilt  aber 
auch,  wie  sich  leicht  beweisen  läßt,  der  umgekehrte  Satz,  so  daß  man 
die  Isogonalkurven  so  definieren  kann: 

Eine  Schar  von  cx)*  Kurven  in  der  Ebene  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Schar  von  Isogonalkurven,  wenn  in  jedem  Dreieck, 
das  irgend  drei  Kurven  der  Schar  miteinander  bilden,  die 
Winkelsumme  zwei  Rechte  beträgt. 

Scharen  von  Isogonalkurven  haben  also  als  charakteristische  Eigen- 
schaft jene  Eigenschaft,  die  der  Schar  aller  Geraden  der  Ebene  zu- 
kommt. Die  Gesamtheit  aller  Geraden  selbst  bildet  eine  in  gewissem 
Sinne  triviale  Schar  von  Isogonalkurven. 

Für  Äquitangentialkurven  gilt  etwas  Analoges: 

Eine  Schar  von  oo*  Kurven  in  der  Ebene  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Schar  von  Äquitangentialkurven,  wenn  bei 
jedem  Dreieck,  das  irgend  drei  Kurven  der  Schar  miteinander 
bilden,  die  Summe  der  drei  gemeinsamen  geradlinigen  Tan- 
gentenstücke gleich  Null  ist. 

Hierbei  hat  man  natürlich  die  Fortschreitungssinne  der  Kurven  zu 
berücksichtigen  und  das  Dreieck,  infolge  dessen  auch  die  Tangenten, 
in  einem  Sinne  zu  durchlaufen,  wodurch  sich  eben  die  drei  Tangenten- 
stücke in  ihrer  Summe  gegenseitig  aufheben.  Ich  kann  jedoch  hier 
auf  diese  Einzelheiten  nicht  genauer  eingehen. 

Es  ist  vielleicht  nützlich,  einige  Beispiele  von  Scharen  von 
Äquitangentialkurven  anzugeben:  Wählt  man  als  Kurven  y  alle 
(»^  Kreise,  die  eine  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  berühren, 
so  erkennt  man  sofort,  daß  jeder  Kreis,  der  die  Gerade  irgendwo  be- 
rührt, eine  Äquitangentialkurve  ist.  Alle  c»*  Kreise  also,  die  eine 
Gerade  berühren,  bilden  eine  Schar  von  Äquitangential- 
kurven. Es  ist  dies  die  einfachste  und  in  gewissem  Sinne  eine  tri- 
viale Schar  von  Äquitangentialkurven. 

Wählen  wir  als  die  oo*  Kurven  y  alle  konzentrischen  Kreise  um 

23* 
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Oy  80  hat  eine  Aquitangentialkurre  mit  der  konstanten  Tangentenlänge 
a  augenscheinlich  folgende  Eigenschaft:  Alle  ihre  Normalen  haben  von 
0  den  Abstand  a,  d.  h.  die  Kurve  ist  eine  Evolvente  des  Kreises  um 
0  mit  dem  Radius  a.  Demnach  bilden  alle  oo^  Kreisevolventen 
aller  oo*  konzentrischen  Kreise  eine  Schar  von  Aquitangen- 
tialkurven. 

Ein  drittes  Beispiel  endlich  finden  wir,  wenn  wir  die  oo^  Kurven 
Y  sich  auf  die  oo*  Punkte  einer  Kurve  S  reduzieren  lassen.  Jede  Aqui- 
tangentialkurve  muß  hier  Tangenten  haben,  deren  Länge,  gemessen  bis 
zum  Schnitt  mit  d,  konstant  ist,  d.  h.:  Alle  oo^  Traktrizen  ein  und 
derselben  Direktrixkurve  d  bilden  eine  Schar  von  Aquitan- 
gentialkurven. 

Schon  diese  einfachen  Beispiele  zeigen,  daß  der  Begriff  der  Aqui- 
tangentialkurven  für  wichtige  Kurvenklassen  eine  besondere  Bedeu- 
tung hat. 


struktur  der  perfekten  Mengen. 

Von 
A.  SoHÖNFLiBS  aus  Königsberg. 


Der  Vortrag   ist  in  ausführlicherer  Darstellung   in  den  Mathema- 
tischen Annalen,  Band  59,  Seite  129  erschienen. 


Zur  Differentialgeometrie  der  Linienkomplexe. 

Von 
K.  ZiNDLER  aus  Innsbruck. 


Wir  wollen  uns  damit  befassen^  von  der  Umgebung  eines  regu- 
lären Strahles  eines  Linienkomplexes  eine  ansckauliclie  Vorstellung  zu 
gewinnen;  eine  solche  hat  man  bisher  nur  von  der  Verteüung  der 
schneidenden  Nachbarstrahlen.  Zunächst  wollen  wir  die  „Fort- 
schreitungsrichtung  im  Linienraum''  definieren  und  durch  Koordinaten 
festlegen.  Wenn  der  Strahl  irgendwie  durch  (sagen  wir  der  Einfach- 
heit halber  vier  von  einander  unabhängige)  Koordinaten  u^,  -",  u^^  ge- 
geben ist,  so  ist  durch  die  Inkremente  dw„,  auf  deren  Verhältnisse  es 
nur  ankommt,  eine  von  diesem  Strahl  ausgehende  Richtung  bestimmt. 
Es  kommt  uns  aber  hier  nicht  auf  diesen  allgemeinen  Richtungsbegriff 
an,  der  sich  in  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  aufstellen  läßt,  son- 
dern darauf,  die  Richtungen  im  Linienraum  in  geometrisch  unmittel- 
bar anschaulicher  Weise  zu  definieren.  Hierzu  dient  folgender  Aus- 
gangspunkt: Analog  wie  im  Punktraum  alle  Kurven,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren,  daselbst  dieselbe  Richtung  haben,  sagen  wir:  Alle 
Regelöächen,  die  sich  längs  einer  ganzen  Erzeugenden  berühren,  soUen 
in  ihr  dieselbe  Richtung  haben. 

Zur  Untersuchung  der  metrischen  Eigenschaften  der  Umgebung 
eines  Strahles  ist  folgendes  Koordinatensystem  nützlich:  Wir  wählen 
einen  festen  Strahl  als  „  Achse  ^^  31,  auf  ihr  einen  festen  Punkt  0  als 
„Ursprung"  und  durch  ?l  eine  feste  Ebene  £,  die  „Ausgangsebene". 
Der  kürzeste  Abstand  einer  beliebigen  Geraden  g  von  der  Achse  sei  NGy 
wobei  N  auf  81  liege.     Als  die  vier  Koordinaten  von  g  wählen  wir  nun : 

die  Strecken  NG  =»  a    und     ON  ==  js, 

den  Winkel  a,  den  NG  mit  s  büdet, 

den  Winkel  ©,  den  g  mit  Ä  büdet. 

Wenn  nun  zwei  durch  31  gehende  Regelflächen  sich  längs  31  be- 
rühren soUen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Zentral- 
punkte und  die  Zentralebenen  zusammenfallen  und  daß  die  Verteüungs- 
parameter  P  gleich  sind.     Nun  ist 
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P  =  lim-, 

während  der  Zentralpunkt  unmittelbar  durch  lim  z  und  die  Zentral- 
ebene durch  lim  a  bestimmt  ist.     Während  wir  also 

a,  Zy  a,  (o 
als  Linienkoordinaten  wählten,  sind 

(1)  z,  a,  P 

als  die  drei  „Koordinaten  einer  Fortschreitungsrichtung",  die 
von  81  ausgeht,  brauchbar.  Buden  wir  mit  P  =  const.  von  Ä  aus- 
gehend eine  Regelfläche,   so  ist  diese,   wenn   auch  z  und  a  konstant 

bleiben,  wegen 

a  =  Pco 

eine  gewöhnliche  gerade  Schraubenfläche,  die  als  Annäherung  jeder 
Begelfläche  der  Richtung  jsf,  »,  P  im  selben  Sinne  gelten  kann,  wie 
die  Tangente  als  Annäherung  einer  Kurve  und  Repräsentant  ihrer  Rich- 
tung. Femer  kann  diese  Schraubenfläche  durch  einen  einzigen  Nachbar- 
strahl bestimmt  werden,  der  also  auch  als  Repräsentant  der  betreffen- 
den Fortschreitungsrichtung  betrachtet  werden  kann. 

Ist  nun  die  Umgebung  eines  Komplexstrahles  zu  untersuchen,  so 
machen  wir  denselben  zur  Achse  81  unseres  Koordinatensystems.  Dann 
sind  von  81  aus  im  Komplex  nur  mehr  oo^  Richtungen  enthalten;  es 
muß  also  zwischen  den  drei  Richtungskoordinaten  eine  Relation  be- 
stehen. Diese  läßt  sich,  indem  man  das  Koordinatensystem  möglichst 
ausgezeichnet  wählt,  auf  die  einfache  Form  bringen: 

(2)  P  =  j?  tg  a  -  w, 

wobei  m  eine  Konstante  ist.  Aus  dieser  Gleichung,  die  mit  Hilfe  der 
berührenden  Strahlengewinde  bewiesen  werden  kann,  muß  man  alle 
Eigenschaften  der  Umgebung  eines  Komplexstrahles  entnehmen  können, 
die  von  keinen  höheren  als  ersten  Ableitungen  abhängen,  sagen  wir 
kurz:  alle  „Eigenschaften  erster  Ordnung.^'  Wir  suchen  zunächst  alle 
Regelflächen  heraus,  die  in  A  eine  Kuspidalerzeugende  haben,  setzen 
also  P  =  0;  dann  stellt  die  Gleichung 

j?  tg  a  —  m 
die  wohlbekannte  Korrelation  dar,   die  den  Punkten  auf  81  die  Bertih- 
rungsebenen  ihrer  Komplexkegel  zuordnet. 

Um  auch  für  die  nichtschneidenden  Nachbarstrahlen  von  81 
eine  anschauliche  Anordnung  zu  treffen,  wählen  wir  für  jede  durch  (2) 
bestimmte  Richtung  einen  Repräsentanten,  dessen  kürzester  Abstand 
von  81  eine  feste  willkürlich  gewählte  Größe  a  hat,  mit  anderen  Worten, 
wir  wählen  die  Repräsentanten  unter  den  Tangeuten  eines  festen  Zy- 
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linders   C  mit  der  Achse  %     Ferner  fassen   wir  alle   Richtungen   zu- 
sammen,  für   die   P   denselben   konstanten   Wert   hat.     Dann    können 
wir  aus 
(3)  £r  tg  a  =  w  +  P  =  const.  =  c 

die  Lage  des  Berührungspunktes  G  eines  Nachbarstrahles  mit  C  ent- 
nehmen. Denn  ^  und  a  können  als  Koordinaten  von  G  auf  C  auf- 
gefaßt werden.  Die  Punkte  G  bilden  eine  Kurve  vierter  Ordnung  C^ 
mit  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Asymptoten;  sie  kann  wegen 
tg  a  =  -  als  Schnitt  von  C  mit  dem  gleichseitigen  Paraboloid 

yz  ='CX 
erhalten  werden  und  geht  durch  Abwicklung  von  C  in  die  bekannte 
ebene  Kurve  js  ^  c  cot  a  über.     Bewegen  wir  nun  einen  Strahl  so,  daß 
er  stets  C  in  einem  Punkte  von  C^  berührt  und  stets  denselben  Winkel 

a 
P 

mit  Ä  bildet,  so  erhalten  wir  oo^  Strahlen,  die  alle  dem  Komplex  an- 
gehörenden Richtungen  mit  dem  Parameter  P  repräsentieren.  Für  die 
oo^  Werte  P  erhalten  wir  oo*  Kurven  C^  und  hiermit  alle  oo*  Rich- 
tungen des  Komplexes.  Alle  diese  Kurven  gehen  übrigens  aus  einer 
derselben  hervor,  indem  man  die  Abstände  aller  Punkte  von  der  XY- 
Ebene  im  selben  Verhältnis  ändert.  Je  nach  dem  Vorzeichen  von  m 
teilen  sich  die  Umgebungen  der  regulären  Strahlen  aUer  Komplexe  in 
zwei  Klassen;  die  Umgebungen  aller  Strahlen  derselben  Klasse  sind 
untereinander  im  selben  Sinne  ähnlich,  wie  man  bei  der  konformen 
Abbildung  von  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  spricht. 

In  einer  Kongruenz  sind  von  einem  Strahl  aus  nur  oo^  Richtungen 
enthalten.  Es  müssen  also  zwischen  den  drei  Richtungskoordinaten 
(1)  zwei  Relationen  bestehen.  Die  eine  davon,  die  z  als  Funktion  von 
a  gibt,  ist  schon  lange  bekannt,  es  ist  die  Hamiltonsche  Gleichung; 
die  andere  (P  als  Funktion  von  a)  scheint  bisher  noch  nicht  aufgestellt 
worden  zu  sein,  ist  aber  ebenso  einfach.  Ich  muß  hier  jedoch  (sowie 
auch  wegen  der  Beweise  einiger  früheren  Ergebnisse)  auf  den  in  Vor- 
bereitung begriffenen  zweiten  Band  meiner  Liniengeometrie  (Sammlung 
Schubert  bei  Göschen,  Leipzig)  verweisen. 

Die  Richtungen  im  Linienraume  wurden,  nachdem  Klein  auf 
diesen  Begriff  hingewiesen  hatte  (Math.  Ann.  Bd.  V),  namentlich  von 
Königs  in  seiner  These  (Paris,  1882)  untersucht,  wo  sich  auch  bei- 
läufig die  Gleichung  (2)  ohne  weitere  Diskussion  findet;  aber  dieser 
operiert  vorzugsweise  mit  den  äquivalenten  Korrelationen  und  verfolgt 
seine  Untersuchungen  nicht  bis  zu  so  anschaulichen  Ergebnissen. 


The  general  projective  theory  of  space  curves  and  ruled 

surfaces. 

Von 
E.  WiLczYNSKi  aus  Berkeley. 


It  is  my  purpose  in  this  paper,  to  give  a  brief  account  of  the 
investigations  which  I  have  been  carrying  on  for  the  last  few  years. 
Projective  geometry  has,  on  the  whole,  heretofore  confined  itself  to 
the  consideration  of  algebraic  configurations.  On  the  other  band, 
the  general  theory  of  surfacee,  congruences,  etc.,  generally  known  as 
differential  geometry,  has  been  concemed  almost  exclnsively  with 
metrical  properties.  The  general  character  of  my  own  investigations 
is  perhaps  snfficiently  indicated  by  describing  them  as  belonging  to 
an  intermediate  domain.  The  properties,  npon  which  attention  is  fixed, 
are  projective  properties.  But  the  methods,  essentiaUy  connected  with 
the  theory  of  invariants  of  linear  differential  equations,  apply  to  the 
most  general  configurations  of  the  class  considered,  and  are  not  con- 
fined to  the  algebraic  cases.  These  general  ideas  I  have  applied  in 
detail  to  the  theory  of  ruled  surfaces  and  space  curves.  The  latter 
application  is  one  in  which  I  have  been  able  to  make  use  of  some 
papers  of  Halphen,  whose  geometrical  aspect  has  never  been  properly 
appreciated.  It  appears,  in  fact,  that  a  clear  comprehension  of  the 
theory  of  space  curves  from  this  point  of  view  is  not  possible  without 
a  previously  developed  theory  of  ruled  surfaces.  I  shall  begin,  there- 
fore,  with  the  theory  of  ruled  surfaces,  and  give  only  a  very  brief  in- 
dication  of  the  theory  of  space  curves.  My  papers  on  this  subject  are 
to  be  found  in  the  Transactions  of  the  American  Mathematical 
Society.  Before  long  I  hope  to  be  able  to  present  the  matter  in  the 
more  satisfactory  form  of  a  smaU  volume,  which  wiU  be  completed 
long  before  it  would  have  been,  had  it  not  been  for  the  generous 
Support  of  the  Carnegie  Institution  of  Washington. 
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§  1.    Gonsider  a  System  of  differential  equations,  of  the  form 

^"  +  PnV  +  Ä8^'  +  ftiy  +  fe2^  -  0- 
A  transformation  of  the  form 
(2)  Tj^ay  +  ßg,     i~yy  +  Sz,    i^-fix), 

where  a,  /3,  y,  d,  f  are  arbitrary  fimctions  of  x,  converts  it  into  another 
System  of  the  same  form.  A  fimction  of  the  coefficients  of  (1)  and 
of  their  derivatives,  which  has  the  same  value  as  the  corresponding 
function  formed  for  the  transformed  system,  is  called  an  invariant. 
Govariants  are  invariant  fanctions  which  contain  y,  z,  y\  z  as  well  as 
the  coefficients  of  (1). 

The  most  important  invariants  and  covariants  are  formed  in  the 
following  manner.     Put 

«*ii  -  ^Pn  -  4(Zii  +  Pii  +  Ä8Ä1 , 
Wia  =  ^Pn  -  4^2  +  i?i2  (jpn  +  p^), 

^i-'^Pti-^^n+PiiiPii  +  P^), 
«<22  =  ^Pn  -  4gja  + 1>|,  +  p^^ p^^ , 


(3) 
and 

(4) 


% = 2«;, + ft,«8i  -  PiiUii, 

«li  -  2«;,  +  (i)ii  -  Pm)  «,j  -  i)„  (mh  -  Ug,), 

%  =  2«ii  -  (l)ii  -  J>i,)  «Jl  +  i»»!  («11  -  M»)  , 

»„ = 2«;,  -  j>,j  M„ + i),i  Mj, , 

and  imagine  s  Ühird  set  of  fonr  quantities  w^^,  formed  from  v^  and  p^ 
in  the  same  waj  as  the  quantities  v^^  are  formed  from  Uf^  and  j)^;^.  Then 
we  can  easily  write  down  the  expressions  for  the  inyariants,  viz.: 

ö*  ='(«u-«m)*+4m,««ju 

ö,  =  2 (m,i  +  m„)  Ö4-  j  [(»„  -  »„)*  +  4»i,»„]  +  («11  -  u„)  (wn  -  w„) 
W  +  2(«;i,u,i  +  w,!«!,), 

^10  =  (««  »»1  -  «»1  Vit)'  -  [(«11  -  «m)  »u  -  (»11  -  »«)  «12]  [(«u  -  «1»)  «•'« 

and 

ö,  -^  = 

(6) 

To  express  the  covariants  in  a  simple  manner,  we  write 
(7)  p  =  2y +i)iiy  +  jpij^,     tf  =  2z+p^^y+p^Zy 

whence  we  obtain  the  following  covariants: 


«11-  «»» 

"1» 

«« 

%—  v„ 

»IJ 

»n 

«'11-«'« 

«'w 

Wjl 
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^5=  [(«,1  -  «M)f  1,  -  (»11  - 1)„)  «13]«»+  [(tti,  -  u»,)»,i  -  (vji  -  tJ„)ff,i]  y« 

+  2(Mi,%-M,i%)y*, 

(8)  C^=BQ-y6, 

1 2  («11  -  «8s)  p  +  4tti,  (T  +  2"  («1,  -  »„)  y  +  Vis «     y 

1 4uj,  p  -  2(mii  -  «m) tf  +  %  y  -  2  (»11  -  v»»)«      « I 

The  indices  in  (5),  (6)  and  (8)  indicate  the  weight  of  the  invariant  or 
covariant  considered,  a  notion  which  we  need  not  explain  for  our  pre- 
sent  pnrpose. 

If  {y^,  e^  for  A;  =  1,  2,  3,  4  are  four  pairs  of  functions  satisfy- 
ing  (1),  and  for  which  the  determinant 


(9) 


B 


Vi 
Vi 
Vi 


Vi  K 

y,'  ^, 

y.'  »i 


ly*  «.  y4  «4 


does  not  Tanish,  the  most  general  Solutions  of  (1)  are  giren  by 


itsl 


Jb»l 


with  four  arbitrary  conetants  c^,  •  •  •,  c^. 

Let  yi,  •  •  •,  y^  be  interpreted  as  the  bomogeneous  coordinates  of 
a  point  Py,  Ziy"'y^i  afl  tbe  coordinates  of  another  point  P,.  As  x 
cbangeB,  these  points  describe  two  curves  C^  and  (7,.  Let  L^^  or  g 
be  the  line  joining  P^  to  P,.  It  gives  rise  to  a  mied  surface  S.  Any 
mied  snrface  may  be  studied  in  this  way  with  any  two  curves  upon 
it^  provided  that  it  be  not  developable.  The  developable  surfaces 
are  excluded  by  the  condition  D  +  0. 

The  part  which  the  transformation  (2)  plays  in  this  theory  is 
now  quite  obvious.  The  points  Py  and  P,  are  changed  by  it  into 
two  other  points  P  and  P>  of  (/,  i.  e.  the  curves  C^  and  C,  on  S  are 
converted  into  any  two  others  C  and  C^,  while  the  parameter  x  is, 
at  the  same  time,  transformed  in  an  arbitrary  manner. 

Since  the  coefficients  p^l^  and  g,^  are  invariant  under  projective 
transformations,  the  invariants,  which  we  have  defined  above,  will 
express  by  their  vanishing  projective  properties  of  the  mied  surface  S. 
Thus,  for  example,  if  z:/  =  0,  S  belongs  to  a  linear  complex. 

It  is  possible  to  characterize  the  important  curves  of  the  mied 
surface  by  very  simple  conditions.     For  instance,  if  ftj  =  0,  C^  is  an 
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asymptotic  curve.  If  u^^  =  0,  C^  is  one  branch  of  the  flecnode  curve 
(curve  in  each  of  whose  points  a  taagent  may  be  drawn  to  S  having 
four  consecutive  points  in  common  with  it).  If  t^^ «  0,  C^  is  a  branch 
of  the  flecnode  curve.  If  ö^  =  0,  tbe  two  brancbes  of  the  flecnode 
curve  coincide.  In  general  the  two  factors  of  the  covariant  Q  give 
the  flecnodes  of  g.  The  two  factors  of  Cg  give  the  complex  points 
of  g.  These  points  may  be  defined  as  foUows.  Five  consecutive 
generators  of  S  determine  its  osculating  linear  complex.  Now,  to  any 
point  P  oi  g  there  corresponds  a  plane  in  this  linear  complex.  More- 
over  this  plane  contains  g.  There  also  corresponds  to  P  another  plane 
through  g,  namely  that  which  is  tangent  to  S  at  P.  There  will  be, 
in  general,  two  points  on  g  for  which  these  two  planes  will  coincide. 
These  are  the  complex  points,  and  are  determined  by  the  covariant  C^, 
We  find  moreover,  that  on  every  generator  the  flecnodes  and  the  com- 
plex points  form  a  harmonic  group. 

The  covariant  C,  gives  rise  to  considerations  of  the  greatest  inter- 
est.  By  means  of  (7)  we  obtain  two  further  points  P  and  P^,  such 
that  the  skew  quadrilateral  P^P  P„P^  is  situated  upon  the  hyper- 
boloid  H  which  osculates  S  along  g.  P  P„  is  therefore  a  generator  of 
H  of  the  same  kind  as  g.  If  the  independent  variable  be  transformed 
by  putting  |  =  |(a:),  q  and  a  are  changed  into 

^  =  j'  (p  +  vy),       *  ==  ^'  (<y  +  v^)7 

where 

This  shows,  that  by  an  appropriate  choice  of  the  independent  variable 
the  line  P^P„  may  be  made  to  coincide  with  any  generator  of  H  be- 
longing  to  the  same  set  as  g. 

We  are  led,  in  this  way,  to  consider  the  congruence  F,  made  up 
of  the  generators  of  the  first  set,  upon  the  osculating  hyperboloids 
of  H.  Any  four  of  its  developables  of  either  family  intersect  all  of 
the  asymptotic  tangents  of  S  in  point -rows  of  the  same  cross- ratio. 
Its  focal  surface  coincides  with  the  flecnode  surface  of  S,  and  is  there- 
fore a  ruled  surface.  It  is  a  W^- congruence,  i.  e.  the  asymptotic  lines 
of  the  two  sheets  of  its  focal  surface  correspond  to  each  other. 

We  may  pick  out  a  ruled  surface  of  F  whose  generators  intersect 
one  of  the  sheets  of  the  flecnode  surface  along  an  asymptotic  curve. 
It  will  then  intersect  the  other  sheet  also  along  an  asymptotic  curve, 
owing  to  the  fact  that  F  is  a  T^- congruence.  Any  four  surfaces  of 
this  kind  wül  intersect  all  of  the  asymptotic  tangents  of  S  m  point- 
rows  of  the  same  cross -ratio. 
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The  important  part,  plajed  in  the  theory  of  mied  surfaces  by  the 
üecnode  curve^  makes  it  important  to  investigate  to  wbat  extent  a 
mied  Burface  is  determined  when  one  branch  of  the  flecnode  curve  is 
arbitrarily  prescribed.  It  appears  that  the  general  expression  of  the 
mied  surface,  which  contains  a  given  curve  as  one  branch  of  its  flecnode 
curve,  depends  upon  an  arbitrary  function.  A  geometrical  construction 
makes  this  quite  obvious.  Similar  results  hold  for  the  complex  curve. 
A  very  remarkable  theorem  demonstrates  the  existence  of  a  family  of 
oo^  surfaces,  having  one  of  the  branches  of  their  flecnode  curve  in 
common.     This  theorem  is  as  follows. 

1.  If  at  every  point  of  the  flecnode  curve  of  S  there  be  drawn 
the  generator  of  the  surface,  the  flecnode  tangent,  the  tangent  to  the 
flecnode  curve  and  finally,  the  line  which  is  the  harmonic  conjugate  of  the 
latter  with  respect  to  the  other  two,  the  locus  of  these  last  lines  is  a 
developable  surface,  called  the  secondary  developable  of  the  flecnode  curve. 

2.  There  exists  a  single  infinity  of  mied  surfaces,  each  having 
one  branch  of  its  flecnode  curve  in  common  with  that  of  S.  This 
family  of  oo^  surfaces  may  be  described  as  an  involution  of  which 
any  surface  of  the  family  and  its  flecnode  surface  form  a  pair.  The 
primary  and  secondary  developables  of  the  branch  of  the  flecnode  curve 
considered  are  the  double  surfaces  of  this  involution.  In  fact,  the 
generators  of  these  surfaces  at  every  point  of  their  common  flecnode 
curve,  form  an  involution  in  the  usual  sense. 

§  2.  The  theory  of  space  curves  is  based  upon  the  theory  of  the 
invariants  and  covariants  of  the  equation 

y(*)  +  4p,f^^)  +  6p,y''  +  4p,y'  +  p,y  =  0, 
under  the  transformations 

where  k  and  /*  are  arbitrary  functions.    The  covariants  are  functions  of 

^-y'  +  PiV, 

Q--y''+2p^y'  +  p^y, 

6^y^^)+Sp,y'+Sp,y'  +  p,y, 
and  it  is  the  geometrical  Interpretation  of  these  quantities  which  fnmishes 
the  groundwork  of  this  whole  theory,  a  point  which  has  hitherto  been 
neglected.  It  tums  out  moreover  that  the  properties  of  the  mied  sur- 
faces, generated  by  the  ünes  obtained  by  joining  P^  to  P,,  P  and 
P^,  are  of  importance  for  the  purpose  of  carrying  out  this  Inter- 
pretation. For  this  reason  the  theory  of  mied  surfaces  must  come 
first  from  this  point  of  view.  The  theory  of  space  curves  then  appears 
as  one  of  its  applications. 


Determination  des  mouvements  fi  de  solides  aux  trajectoires 

sph^riques. 

Von 
J.  Amdrade  aus  Besan90D. 


Considerons  rebranlement  du  solide  S  ä  Tepoque  ^;  soient  trois 
axes  ox^  oy,  oe  rectangulaires  fixes  dans  le  solide  S  et  se  coupant 
en  o\  soient  S,  iy,  g  les  projections  sur  ces  axes  de  la  vitesse  de  o  par 
rapport  ä  Tespace  Eq\  soient  enfin  ^,  g,  r  les  projections  suivant  les 
memes  axes  de  la  vitesse  de  rotation  instantanee  ä  Fepoque  t 

Soient  A,  B,  C  les  coordonnees  relatives  ä  Tepoque  t  du  centre  de 
la  sphere  qui  porte  la  trajectoire  du  point  du  solide  ayant  x,  y,  z  pour 
coordonnees. 

L'immobilite  du  point  (J.,  JB,  C)   est  exprimee  par  les  equations: 


(1) 


iJ  +  '-^-l'C  +  lf  =  0 


et  la  sph^ricit^  de  la  trajectoire  du  point  o;^  ^,  ;er  ou  la  constance  de 
la  distance  des  points  (J.,  -B,  C)  {Xy  y,  z)  est  exprimee  par: 

(2)  (^_^)|f  +  (y_5)|f  +  (.-  (7)^  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  meme^  par: 

(2 bis)     ZA  (§  +  ?;?-  ry)  =  ^(g  +  g^  -  ry)  +  Bir^  +  ra;  -  i^z) 

ou^  en  faisant: 

g  +  gj?  -  ry  =  X 

iy  +  rx—pz  ^  Y 

t+py-qx-^Z, 
par: 

(2  ter)  ZAX^^x  +  rjy+t^. 
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Le  Probleme  consiste  ainsi  ä  trouver  trois  fonctiöns  A,  B,  C  de 
Xy  y,  j?  et  de  ^  unies  aux  6  fonctiöns  g,  ??,  g,  p,  q^  r  de  t  par  les  equa- 
tions  (1)  et  (2ter). 

Un  lemme  geometrique  nous  permettra  tout  ä  Theure  de  degager 
la  Solution  de  ce  probl^me  en  apparence  tres  complique;  observons 
d'abord  que  si  Aq  Bq  Cq  est  im  groupe  de  3  fonctiöns  A,  B,  C  corre- 
spondant  ä  un  point  particulier  Xq  y^  z^  du  solide,  nous  pourrons  poser: 

A^A^  +  a 
B^B,  +  h 

a,  h,  c  seront  alors  des  Solutions  u,  v,  Wy  du  Systeme: 

\    du        f. 
qw  —  rv  +  -^  =*  ^ 

ru  —  pw+  ^y  =  0 


pv-qu  +-^==0; 

si  donc   nous   designons  3  Solutions   orthogonales    de   ce  Systeme   qui 
representent  les  cosinus  directeurs  de  3  directions  absolument  fixes  par: 

9i  \  K 

9%  K  h 

9t  ^h  K 
nous  aurons: 

«  =  <Pi9i  +  ^%9i  +  <Pi9i 

6  =  g?i  Ai  +  9?8Äa  +  9^3*8  9>ii  qP« ,  qPs  «i^eignant  des  fonctiöns 

,      ,        ,      ,        7  des  seules  variables  x.  y.  z. 

Si  alors  nous  posons: 

P,=^g,X  +  h,Y+k,Z 

P^=g^X  +  Ji^Y+  k^Z  les  g,  ä,  ä:  sont  de  simples 

P.=^,X  +  A,r+^,Z  fo.ction.de*, 

Tequation  (2ter)  prend  la  forme: 

(3)     <p,P,  +  ip,P,  +  g>,P,  +  A,X  +  B,Y+  C^Z^U  +  riy  +  g^r. 


Etüde  du  mouvement  d'orientation  d'un  mouvement  fi. 

Examinons  d'abord  les  consequences  que  Ton  peut  tirer  de  la  forme 
meme  de  cette  equation  qui  doit  etre  satisfaite  identiquement  quels- 
que  soient  Xy  y^  e. 
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1**.  Aacun  des  numerateurs  des  <Pi,<P2y9i  ^^  pe^^*  ^tre  d'un  degr^ 
superieur  a  celui  du  denominateur  ou,  si  non,  requation  rendue  entiere 
nous  indiquerait  un  mouvement  d'orientation  dans  leqnel  toute  droite 
du  Corps  ferait  un  angle  fixe  ayec  une  direction  associee  de  Tespace, 
ce  qui  exigerait  de  suite  la  fixite  de  la  direction  de  la  rotation  instan- 
tan^e;  supposons  alors  qu'il  n'en  soit  pas  encore  ainsi. 

2®.  Sous  le  benefice  de  la  remarque  qui  precede^  on  peut  d^signer 
par  A  une  indetermin^e  et  ezaminer  sur  Tequation  Teffet  de  la  Sub- 
stitution 

X    X  +  kp 

y   y  +  ^a 

z  \  z  +  Xr 

et  on  trouve  alors  que  si  F(Xy  y,  z)  designe  Tensemble  des  termes  du 
plus  haut  degre  dans  le  denominateur  des  q>  on  aura  F{py  g,  r)  «  0. 

3^.  Si  le  degre  de  F  etait  superieur  au  degre  de  tous  les  nume- 
rateurs on  pourrait  trouver  dans  le  mouvement  inyerse  de  fi  un  centre 
d'une  spbere  dont  la  vitesse  relative  devrait  etre  normale  ä  une  infinite 
de  directions  arbitrairement  choisies,  et  par  consequent  nulle  ayec  ses 
composantes;  il  y  aurait  alors  pivotement,  c'est  un  cas  banal  de  mou- 
vement ,a. 

4®.  Toute  direction  du  solide  qui  satisfait  ä  Tequation  F{Xy  y,z)  =  0 
foumit  des  points  de  la  figure  pivotante  dont  le  mouvement  definit  le 
mouvement  d'orientation  de  (i,  ces  points  auront,  tous,  des  trajectoires 
planes.  Car  si  les  numerateurs  des  ip  s'annulaient  en  meme  temps  on 
retomberait  sur  un  mouvement  banal. 

Consequences  geometriques   de  ces  faits  pour  le   mouvement 

d'orientation. 

n  resulte  des  remarques  prec^dentes  que  si  la  direction  de  Taxe 
instantane  est  variable,  la  figure  spherique  dont  le  glissement  definit  le 
mouvement  d'orientation  de  fi  possedera  une  courbe  C  jouissant  des 
proprietes  suivantes: 

1®.   Tous  les  points  de  C  decrivent  des  cercles. 

2^.  Le  pole  P  de  rotation  instantanee  est  ä  chaque  instant  sur  la 
courbe  C. 

Distinguons  ici  deux  sortes  de  mouvements  /li,  suivant  que  les 
centres  des  sph^res  qui  portent  les  trajectoires  forment  un  ensemble  ä 
3  ou  a  2  dimensions,  tont  autre  cas  donnant  de  suite  le  cas  banal  du 
pivotement  sur  un  point  fixe. 

Examinons   d^abord  les    mouvements  fi  de  premiere  esp^ce:   pour 
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ceux-ci  la  sph^re  fixe  possedera  aussi  nne  courbe  y  jouissant  des  pro- 
prietes  snivantes: 

Tons  les  points  de  y  sont  des  centres  de  cerdes  decrits  par  des 
points  coDvenables  de  la  figure  mobile,  et  le  pole  instantane  decrit  y 
sur  la  Sphäre  fixe. 

Si  nous  laissons  de  cot^  deux  cas  faciles  ä  enyisager  directement, 
sayoir:  le  cas  oü  les  courbes  C  ei  y  Be  confondent  ayec  le  cerde  de 
TiBfini  de  la  sphere^  et  le  cas  oü  les  points  de  C  on  y  decriraient 
dans  leurs  mouvements  relatifs  des  generatrices  imaginaires  de  la  sphere, 
les  courbes  C  et  y  pourront  constituer  deux  roulettes  spheriques  ca- 
pables  de  d^finir  le  deplacement  de  la  figure  sph^rique  (meme  dans  le 
dojnaine  imaginaire). 

Envisageons  le  roulement  de  C  sur  y,  sur  le  point  de  contact  ac- 
tuel  P;  soient  M  et  M'  deux  points  correspondants^  qui  yiendront  plus 
tard  en  contact;  le  centre  du  cercle  decrit  par  M  sera  le  point  I  oü 
la  tangente  spherique  ä  y  en  M'  rencontre  Tarc  de  grand  cercle  ou 
corde  spherique  PM. 

Considerons  la  position  limite  de  /  quand  M  tend  vers  P,  par 
hjpothese  ceUe-ci  est  a  une  distance  finie  de  P;  donc  Tangle  M' IM  a 
une  signification  et  est  un  infiniment  petit  a  du  meme  ordre  que  MM' 
c'est  a  dire  du  second;  de  meme  soit  J  le  point  oü  la  tangente  sphe- 
rique a  C?  en  -äf  coupe  la  corde  spherique  PM\  Tangle  M'  JM  est  un 
infiniment  petit  /3  du  second  ordre;  observons  que  les  points  letJ  sont 
par  hjpothese  distincts  et  ä  distance  finie;  des  lors  Tun  ou  Fautre  des 
deux  triangles  spheriques  symetriques  UM  ou  UM'  nous  donne, 
aprfes  avoir  observe  que  le  couple  (/J)  pas  plus  que  le  couple  (MM') 
ne  peuvent  former  ici  des  couples  isotropes: 

*  cos  JMI  =»  ±  cos  Y  cos  y  +  sin  y  sin  y  cos  JJ, 

d'oü  nous  concluons  que  sin  JMI,  et  par  suite  Tangle  de  contingence 
de  Tune  et  Tautre  courbe  est  infiniment  petit  du  second  ordre.  Les 
deux  courbes  C  et  y  seraient  deux  arcs  de  grand  cercle,  et  d^s  lors 
comme  on  sait  Taxe  instantane  aurait  une  direction  invariable. 


Cas  des  mouvements  fi  de  seconde  esp^ce,  s'il  en  existe. 

Les  centres  des  spheres  qui  portent  les  trajectoires  sont  alors  sur 
une  surface  S,  et  ä  chaque  point  de  cette  surface  correspond  une  droite, 
axe  d'un  cercle  decrit  par  le  point  de  la  surface  dans  le  mouvement 
inverse  de  /t.     Obserrons  d'aiUeurs  que: 

Verh.  d.  HI  Internat  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  24 
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Ce  mouTement  inverse  n'est  pas  nn  moavement  ii. 

Nous  definissons  ainsi  une  congruence  de  droites. 

Nous  pourrons  alors  envisager  les  snrfaces  focales  de  cette  con- 
gmence. 

Dans  ce  but  je  m'appoierai  sor  les  remarques  de  cinematiqae  qoi 
saivent  et  dont  la  demonstration  est  facile: 

1®.  Si  dans  un  moaTement  /t  presome  im  point  da  solide  en  moa- 
yement  decrit  un  cercle  non  isotrope  sitae  dans  an  plan  perpendiculaire 
ä  ane  droite  non  isotrope^  ce  moavement  fi  ne  saorait  etre  qae  le  re- 
saltat  d'une  rotation  autour  dW  axe  fixe  accompi^e  d'one  rotaüon 
egale  aatour  d'an  axe  entraine  dans  le  premier  mouvement. 

2^.  Si  dans  le  moavement  d'an  solide  ane  droite  fixe  da  solide  a 
poar  conjagaee  une  droite  parallele  ä  une  direction  fixe  de  TespacO;  les 
deux  directions  fönt  un  angle  constant. 

Si  ä  ces  deux  remarques  on  ajoute  Tetude  facile  des  glissements 
plans  dans  lesquels  tous  les  points  d'une  droite  decrivent  des  cerdes^ 
on  peut  discuter  la  congruence  precedente  et  aboutir  encore,  apres  une 
discussion  un  peu  longue,  a  cette  conclusion  que,  dans  tout  mouye- 
ment  ft  non  banal  la  direction  de  Taxe  instantane  est  fixe. 

Prenons  comme  axe  oz  une  parallele  ä  cette  direction  fixe*),  alors: 
*$  =-  1;  Ä  ==  *8  =  *i  =  *t  =  0 

X==  i  —  ry     P^^  giX  +  h^Y        Ä^,  J?o,  C^  sont  Solutions  de 


Y^Ti  +  rx     F^^g^X  +  \Y 


9s^  ^f  9i  ^^  9^2  ^^^^  alors  2  fonctions  de  x  et  y  seuls  assujetties 
ä  ridentite: 
(4)  9,P,  +  9,P,  +  Ä^X  +  B^Y+  C^Z^lx  +  i?y. 

9i  et  92  sont  alors  deux  fractions  rationnelles  en  o:  et  y,   dont  le  de- 
nominateur  commun  est  du  3®  degr^  au  plus. 


*)  Ce  choix  de  la  direction  de  Faxe  oz  sera  totgours  permis  sauf  dans  le  cas 
oü  la  direction  fixe  de  la  rotation  instantane^e  serait  isotrope  c^est  k  dire  le  cas 
oü  p*  +  3«  +  r«  «  0. 

Ce  cas  donnerait  un  mouvement  imaginaire  dont  T^tude  B*ach^vera 
d^ailleurs  aisement  en  faisant  comme  il  est  permis  r  =  0. 
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ConsideronB  alors  les  valeurs  de  x  et  y  qui  annulent  ce  d^nomi- 
nateur  commun;  la  relation  (4)  ainsi  particularisee  exprime  ou  bien 
qne  le  point  du  plan  z  ^0  considere  est  immobile  en  projection  ou 
bien  qu'il  decrit  une  droit^  ä  moins  que  (p^  et  tp^  soient  constants. 

NouB  laisBons  toujonrs  les  simples  translations  et  les  simples 
pivotements  de  cöte;  alors  si  on  ne  considere  qne  les  mouvements 
de  solides  reels^  ces  differentes  consequences  ne  sont  compatibles  qu'avee 
nn  point  reel  du  plan  qui  est  fixe. 

Ainsi  les  seuls  mouvements  fi  reels  possibles,  hors  le  cas  banal  de 
la  translation  ou  du  pivotement  permanents^  consistent  en  un  mouve- 
ment  de  solide  oü  Taxe  instantane  de  rotation  et  de  glissement  a  une 
Position  fixe  dans  Tespace. 


D^montrons  enfin  que  dans  le  cas  auquel  nous  venons 
d'aboutir  il  suffit  qu^une  trajectoire  soit  spherique  pour  que 
toutes  le  soient. 

Prenons  eomme  axe  oz  Taxe  fixe  de  rotation  et  de  glissement. 

Mais  alors  Tequation  (4)  se  simplifie  car^  d'une  part^ 

et  d'autre  part  on  aura: 

yt^  —  K  A  =  *»^i  +  ng^  =  mg^  -- nh^  ^ 

\^g^  Bq^  m\  +  wAj  =  mA^  +  »Ä 

m,  n,  constants, 
puis  si  on  fait: 

P^  —  y<Pi  +  ^9$  +  nx  —  my 
ö  =       X(Pi  +  y9t  +  wy  +  niXy 

et  si  Ton  designe  par  P^,  Q^  les  valeurs  de  P  et  ^  pour  x  =  x^^ 
y  =  y^,  il  vient  en  retranchant  les  deux  equations  (4)  correspon- 
dantes,  et  supprimant  le  facteur  r: 

g^  (P  -  P^)  +  Ä^  (^  -  Q^  =  0  <7i  et  \  ^tant  de  la  forme  cos  T  et 

sin  T,     T  ^tant  une  fonction  de  t, 

d'oü  Ton  conclut  immediatement: 

c'est  ä  dire: 

^   _x{P^  +  my  —  nx)  +  y (Co  —  ^y  —  mx) 

_x{Q^  —  ny  —  mx)  —  y{P^  -^  my  —  nx) 
Vi  a:«  +  y«  ' 

Cette  determination  de  (p^  et  tp^  demontre  le  theor^me. 

24* 
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Nous  venons  donc  de  demontrer  la  proposition  Biüyante: 
En  ecartant  les  mouyements  de  translation  et  de  pivotement  per- 
manents^  tout  mouvement  ^  de  solide  reel  aux  trajectoires  spheriques  est 
an  mouvement  oü  Taxe  de  rotation  et  de  glissement  est  fixe  et  qui 
est  guide  par  la  trajectoire  spherique  d'un  point  du  solide;  celle-ci  est 
Tintersection  d^un  cylindre  de  revolution  et  d'une  sphfere.  Et  recipro- 
quement  un  pareil  mouvement  est  un  mouvement  /i. 


P.  S.  En  relisant  les  derni^res  epreuves  de  ce  memoire  je  re- 
luarque  qu'il  est  facile  de  simpliäer  une  demonstration  donnee  plus 
haut  en  la  d^barrassant  de  la  consideration  des  deux  especes  de  mou- 
vements  jit;  mais  je  me  bomerai  ici  ä  cette  demi^re  remarque. 


Grundformeln  der  Theorie  der  Strahlensysteme. 

Von 
J.  Knoblauch  aus  Berlin. 


In  n^ehreren  AbhancQnngen^  die  seit  1899  in  den  Annali  di  Mate- 
matica  erschienen  sind^  hat  Bianchi  die  Deformation  der  Strahlen- 
systeme untersucht  und  im  Anschluß  daran  namentlich  die  Sätze  über 
die  Biegung  der  Flächen  zweiten  Grades  eingehend  behandelt^  die  wir 
dem  Präsidenten  unserer  heutigen  Sitzung^  Herrn  ßuichard^  verdanken. 
Die  FundamentaLformeln^  auf  die  sich  Bianchi  dabei  stützt  und  die 
er  auch  in  den  zweiten  Band  der  neuen  Ausgabe  seiner  Lezioni  di  geo- 
metria  differenziale  (1903)  aufgenommen  hat,  beruhen  auf  einer  beson- 
deren Annahme  über  die  Parameter  u,  v,  als  deren  P'unktionen  die  Be- 
stimmungsgrößen  des  Strahlensjstems  betrachtet  werden.  Die  Kurven 
V  ^  const.,  u  =  const.  bilden  nämlich  auf  der  Ausgangsfläche  ein  spe< 
zielles  orthogonales  System,  sodaß  F^=^0  ist.  Die  ersten  Richtungs- 
Gosinuse  dieser  Kurven  seien  Ä^  und  ^';  für  den  Strahl  und  die  Nor- 
male der  Ausgangsääche  soUen  X  und  X^  dieselbe  Bedeutung  haben; 
6  sei  der  Winkel  des  Strahles  mit  der  Ausgangsfläche,  und  E^y  L^,  •  •  • 
die  Fundamentalgrößen  dieser  Fläche.  Bei  Bianchi  findet  sich  —  ab- 
gesehen von  den  hier  gewählten  Bezeichnungen  —  z.  B.  die  Gleichung 

3—  =  —  sm  <y  I  -jA=  +  ^- 1  J-o 

^«  KyE,  ^  du)  0 

Sie  enthält  neben  Größen,  deren  Definition  ohne  weiteres  von  der 
Wahl  der  Parameter  unabhängig  gemacht  werden  kann,  wie  ö,  ^o> 
A^j  Xq,  andere,  für  die  dies  nicht  der  Fall  ist.  Das  System  der 
Fundamentalformeln  gewinnt  nun  sehr  an  Übersichtlichkeit  und  gleich- 
zeitig an  Allgemeinheit,  wenn  die  Größen  der  zweiten  Art  entfernt 
werden,  was  man  dadurch  eireichen  kann,  daß  man  an  Stelle  der 
Differentiationen  von  vornherein  die  Theta- Operationen  einführt.    Geo- 
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metrisch  betrachtet  sind  diese  nichts  anderes  als  Differentiationen  längs 
Kurren^  wie  sie  seit  Jahrzehnten  oft  benutzt  und  in  Deutschland 
namentlich  von  y.  Lilienthal  in  einer  Anzahl  von  Arbeiten  angewendet 
worden  sind.  Ihre  ganze  Bedeutung  zeigt  sich  aber^  wie  mir  scheint 
und  wie  ich  wiederholt  hervorgehoben  habe^  nur  dann^  wenn  schon 
ihre  Definition  an  die  Theorie  eines  Paares  quadratischer  Differential- 
formen geknüpft  wird.  Bei  der  Ausdehnung  dieser  EinfQhrungsweise 
auf  die  Theorie  der  Strahlensysteme  stehen  übrigens  verschiedene  Wege 
offen.  Handelt  es  sich  um  die  Eigenschaften  eines  Strahlensjstems 
als  solchen^  so  ist  es  angemessen,  die  @- Operationen  auf  die  beiden 
Fundamentalformen  dieses  Systems  zu  gründen.  Dient  dagegen,  wie 
bei  den  B i  an  chi 'sehen  Untersuchungen,  das  Strahlensystem  als  Hilfs- 
mittel fQr  die  Herleitung  von  Eigenschaften  einer  Flache  aus  bestimmten 
Voraussetzungen  über  eine  andere,  so  wird  man  die  Differentiationen 
längs  Kurven  auf  dieser  Fläche  ausführen.  Es  gelten  dann  die  Formeln, 
die  ich  im  3.  Jahrgang  der  Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen 
Gesellschaft,  S.  80 — 81,  angegeben  habe  und  in  denen  man,  unter 
Wahrung  der  Allgemeinheit  der  Parameter,  die  Kurve  c  zweckmäßig 
so  wählt,  wie  Bianchi  es  tut.    Dann  werden  z.  B.  die  beiden  Formeln 

für  Y~  und  -x— ,  deren  erste  oben  angegeben  ist,  durch  zwei  andere 

der  Form 

0'x  =  jB,o^  +  ^M  A  +  ^«  A' 

ersetzt,  in  denen  die  Koeffizienten  B^^y  •  -  •  B^  nur  von  den  durch  die 
Kurven  c  und  c'  bestimmten  geometrischen  Großen  n,  n',  t,  g,  g\  sowie 
von  dem  Winkel  6  und  seinen  beiden  geometrischen  Ableitungen  06 
und  @'<f  abhängen. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  die  Grundformeln  der  Theorie  der 
Strahlensysteme  in  der  Gestalt,  die  sie  bei  Einführung  kovarianter 
Operationen  annehmen,  hier  anzugeben  oder  gar  herzuleiten.  Diese 
Entwicklung  soll  an  anderer  Stelle  ausgeführt  werden. 


über  äquidistante  Kurven  auf  einer  Fläche. 

Von 
B.  Y.  Lilienthal  aus  Münster  i.  W. 


Besitzt  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  Fläche  die  Form: 
dp^  +  2  cos  9?  dpdq  +  rfg*, 
so  81^  man  nach  dem  Vorgänge  von  A.  Voß,  daß  die  beiden  einfach 
unendlichen  Kurrenscharen  p  —  const.^  q  =»  const.  ein  äqnidistantes 
System  büden.*)  Die  geometrische  Eigentümlichkeit  dieses  Systems  be- 
steht in  folgendem.  Ghreift  man  aus  den  Kurven  q  =  const.  (bez.  p  =»  const.) 
eine  beliebige  heraus  und  tragt  von  ihr  aus  in  derselben  Richtung  auf 
den  Kuryen  p  »  const.  (bez.  q  =  const.)  gleiche  Bogenlängen  ab,  so  er- 
hält man  eine  zweite  Kurve  q  —  const.  (bez.  p  =  const.). 

Nun  kennt  man  seit  Langem  den  Satz,  daß  die  Haupttangenten- 
kurven der  pseudosphärischen  Flächen,  ebenso  wie  ihre  sphärischen 
Bilder,  ein  äqnidistantes  System  bilden.  Man  kann  aber  auch  um- 
gekehrt zeigen,  1)  daß  die  einzigen  Flächen,  auf  denen  die  Haupt- 
tangentenkurven ein  äqnidistantes  System  bilden,  die  pseudosphärischen 
Flächen  sind,  und  2)  daß  nur  den  letzteren  die  Eigenschaft  zukommt, 
durch  die  sphärischen  Bilder  der  Haupttangentenkurven  auf  der  Ein- 
heitskugel ein  äqnidistantes  System  festzulegen. 

Wie  eine  negativ  gekrümmte  Fläche  durch  das  Vorhandensein  der 
Haupttangentenkurven  ausgezeichnet  ist,  so  besitzt  jede  positiv  ge- 
krümmte Fläche  ein  System  von  Kurven,  die  schon  von  Dupin  be- 
trachtet und  von  E.  Pucci  charakteristische  Kurven  genannt 
wurden.  Es  handelt  sich  um  ein  solches  System  konjugierter  Kurven, 
in  dem  jede  Einzelkurve  der  einen  Schar  yon  jeder  Einzelkurve  der 
anderen  Schar  unter  einem  Winkel  geschnitten  wird,  der  jedesmal  das 
Minimum  aller  Winkel  darstellt,  die  an  der  betrachteten  Stelle  zwischen 
konjugierten  Tangenten  möglich  sind. 

^  Über  die  in  Frage  kommende  Literatur  vergl.  Encyklopädie  der  matbem. 
WIbb.  mD8,  Nr.  40;  IIIDßa,  Nr.  12;  UIDS,  Nr.  4,  S.  116. 
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Man  kann  nun  fragen^  ob  es  Flächen  gibt,  bei  denen  das  sphärische 
Bild  der  charakteristischen  Kurven  aus  einem  äquidistanten  System  be- 
steht. Diese  Frage,  auf  die  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll^ 
ist  unter  der  Voraussetzung,  daB  die  HauptkrQmmungshalbmesser  der 
Fläche  voneinander  unabhängig  seien,  zu  verneinen,  anderenfalls  zu  be- 
jahen. Aber  die  Frage,  ob  es  Flächen  gibt,  deren  charakteristische 
Kurven  selbst  ein  äquidistantes  System  bilden,  ist  für.  beide  Flächen- 
arten  zu  bejahen.  Von  vornherein  ist  klar,  daß  die  in  Rede  stehenden 
Flächen  zu  den  Schiebungsflächen  gehören  müssen. 

Greben  wir  dem  Quadrat  des  Linienelements,  insofern  die  Krüm- 
mungslinien zu  Parameterlinien  genommen  werden,  die  Form: 

ds^  -  Edu^  +  Gdv^ 

und   bezeichnen  mit    ^    die  Normalkrümmung  der  Kurven  v  =  const., 

mit  ^    die  Normalkrümmung  der  Kurven  u  »  const.,   so  führt  unsere 

Frage  zunächst  auf  die  Differentialgleichungen: 

dR^       ai?,  (R,  +  SB^)B,  l^t  ^^  ^  CR.  +  8-Bi) 

du  ^  du    (Ä,  —  JR,)  i?,  '  f)v         dv     R^  (JBi  —"-»,)  * 

Bei  der  Integration  dieser  Differentialgleichungen  sind  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  die  Fläche  als  eine  Weingartensche 
vorausgesetzt  wird  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  man  zwischen  den 
(Größen  R^  und  R^  eine  Beziehung  annimmt  oder  nicht. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Größen  R^  und  R^  als  voneinander 
unabhängig. 

Die  Integration  unserer  Differentialgleichungen  ergibt  dann: 

-p        u|/ut7  j^  _  vYuv 

Die  beiden  ersten  Fundamentalgleichungen  liefern: 

wo  U  nur  von  u,  V  nur  von  r  abhängt.  Die  Hinzunahme  der  dritten 
Fundamentalgleichung  gestattet  die  Bestimmung  der  Funktionen  U  und  V. 
Man  erhält 

2dp^      -  '^'^  + Jl      

j/ci  w»  +  c,  u«  +  c^  u  —  4       y—  Cjü*  +  c,  r*  —  Cg  t?  —  4 
wo  c^fC^yC^  wUlkürliche  Konstante  bezeichnen. 


C.  Vorträge  in  den  Sektionseitzungen :  y.  Lilien thal.  377 

Hiermit  ist  nach  einem  bekannten  Satz  die  Existenz  unserer  Flächen 
nachgewiesen  und  zugleich  gezeigt,  daß  wir  es  mit  isothermen  Flächen 
zu  tun  haben,  was  sich  auch  ohne  Integration  der  L\mdamentalgleichungen 
nachweisen  läßt. 

Nehmen  wir  jetzt  das  Bestehen  einer  Beziehung  zwischen  R^  und  R^ 
an.  Da  zeigt  sich,  daß  eine  Schar  der  Krümmungslinien  aus  geodätischen 
Linien  bestehen  muß.  Setzen  wir  die  Kurven  v  =  const.  als  geodätisch 
voraus,  so  folgt  die  Beziehung: 

wo  X  eine  positive  Konstante  bezeichnet. 

Das  Vorhandensein  von  Flächen  mit  der  fraglichen  Eigenschaft 
soll  auf  einem  anderen,  als  dem  vorhin  eingeschlagenen  Wege  dar- 
getan werden. 

In  dem  Bestreben  einfach  gestaltete  Flächen  zu  finden,  auf  denen 
man  die  Haupttangentenkurven  und  charakteristischen  tioien  auf  mecha- 
nische Weise  beschreiben  kann,  bestimmte  ich  diejenigen  TJmdrehungs- 
fiächen,  auf  denen  jene  Kurven  sich,  wie  ich  in  Ermangelung  eines 
besseren  Ausdrucks  sagen  wiU,  als  Schraubenlinien  darstellen,  d.  h. 
als  Linien,  die  durch  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Geraden  mit  der 
Fläche  erzeugt  werden,  welche  die  Drehungsachse  senkrecht  schneidet 
und  um  dieselbe  eine  Schraubenbewegung  ausführt.  Sollen  die  charakte- 
ristischen Kurven  solche  Schraubenlinien  sein,  und  bezeichnen  wir  den 
Parameter  der  Schraubung  mit  m,  so  findet  man  als  Gleichungen  der 
fraglichen  TJmdrehungsflächen  die  folgenden: 

u 
x^u  cos  V,      y  =  w  sm  v,      z  =  m  arc  sm  — , 

cm 

wo  c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Für  w  *=  c  =  1  haben  wir 
es  also  mit  der  Umdrehungsfläche  der  sinus-Linie  um  ihre  Mittel- 
gerade zu  tun. 

Führen  wir  nun  die  Veränderlichen  ]\  und  q^  ein  mittels  der 
Gleichungen: 

u  -  cm  sm^'P^,        v  =  fy~^, 
BO  erhalten  wir: 

x  —  —{Bmpi  +  sing-i),     y  =  — —  (cos p^ -  cos gj,    e ^^-^, 

äs'-  ^\l  +  c«)  [dp,'  +  2^'^i;,^±{^l+Up,d,,  +  dg,*]. 

Hier  sind  die  Kurven  p^^^  const.,  g^»  const.  die  gesuchten  charakte- 
ristischen Kurven.  Die  eine  Schar  derselben  entsteht  durch  Rechts- 
schraubungen^  die  andere  durch  Linksschraubungen  der  beweglichen  Ge- 
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raden.  Zugleich  zeigen  die  Ausdrücke  von  x,  y,  0y  daB  die  Kurven 
/)i  =  const.,  gi=con8t.  gewöhnliche  Schraubenlinien  auf  Kreis- 
zylindern  vom   Querschnitthalbmesser   -^   sind,   wobei    die  Zylinder 

jedesmal  die  Drehungsachse  als  Erzeugende  enthalten.  Femer  zeigen 
die  fraglichen  Ausdrücke,  daß  unsere  Flächen  ebenfalls  durch  Schi«- 
bungen  derflelben  gewöhnlichen  Schrmibeiiliiiien  erhalten  wer- 
den. Endlich  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  eis*,  daß  die  charakteristischen 
Kurven  ein  äquidistantes  System  bilden,  bei  dem  die  oben  benutzten 
Veränderlichen  p  und  q  —  die  Bogenlängen  der  fraglichen  Kurven  — 
durch  die  Gleichungen: 

bestimmt  sind.  Die  Beziehung  zwischen  den  Hauptkrümmungshalb- 
messem  unserer  Flächen  hat  die  Gestalt: 


Sur  les  substitutions  cr^moniennes  dans  Tespace  ä  plusieurs 

dimensions. 

Von 
L.  AüTONNE  aus  Lyon. 

Prenons  2N  variables  a?^  et  ti^  {i  =  1,  2,    •  •,  -JT)  liees  par  les  trois 
relations 

oj  =  ITa^M  =  0,     1  ==  üex^  ^ff^) 

6ü  les  e^  et  g^  sont  des  constantes  numeriques  arbitrairement  choisies 
une  fois  pour  toutes.  Enyisageons  les  x^  et  u^  comme  etant  respective- 
ment  les  coordoim^es  homogenes  d'an  point  x  ou  d'un  plan  u  dans  im 
espace  ä  JV—  1  dimensions.  En  vertu  de  la  condition  cd  =-  0,  le  plan 
u  passe  par  le  point  x  et  on  a  aiiisi  un  Clement  (Xy  u).  L'espace 
contient 

ä^ments. 

Construisons  avec  les   coordonnees  x^  et  u^  de  Telement  (x,  u)  un 
polynome 

homogene  s^par^ment  par  rapport  aux  x^  et  aux  u^,  avec  les  degres 
m  et  m'  dllomogeneite.  f  sera  une  forme  mixte,  ajant  m  pour 
ordre  et  m'  pour  classe.  Les  elements  dont  les  coordonnees  annullent 
j9f  formes  mixtes  constituent  par  definition  une  variet^  ä  2^  — 3  — -Sf 
dimensions. 

Deux  elements  infiniment  voisins  (x,  u)  et  (x  +  dx,  u  +  du)  sont 
en  Situation  reunie  si  on  a  les  deux  relations 

£  udx  —  2;  xdu  ="  0, 
lesquelles  ne  sont  pas  distinctes,  en  vertu  de 

dm  »  Uxdu  +  Uudx  »  0. 

Une  Variete  est  integrale  si  deux  elements  infiniment  voisins  quel- 
conques  sont  toujours  en  Situation  reunie. 
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«Fai  nomme  Substitution  cremonieniie  s  une  transformatioii 
entre  elements,  qui  est  a  la  fois  birationnelle  (par  rapport  aux  co- 
ordonnees  de  Telement)  et  de  contact  („Berührungstransfonnation^^. 

s  est  exprimee^  ainsi  que  son  inverse  s~\  par  les  algorithmes 
suivants : 

oü  9^i  (^ ;  ^  )  par  exemple  est  une  forme  mixte  ayant  m  pour  ordre  et 

m'  pour  classe.  Les  entiers  w,  w',  •  •  •,  Q^O.  Pour  la  birationalit^, 
ü  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait,  en  egard  ä  0  =  0,  £  <ptlß  ^  £  drj  ^  0, 
puis 

(Pi(0'^  TJ)     et     0i(<p'i  ^)  proportionnelle  ä  x^, 

tf'^(ö;  7])     et     rji{<p]  ^)   proportionnelle  ä  w,-. 
Pour  que  ä  soit  de  contact,  il  faut  et  il  suffit  que 

2;  tl;d(p  =  P  Zudx,  JS  ddrj  =  Q  £  udx, 

P  et  Q  etant  des  formes  mixtes.  Autrement  dit,  vis-a-vis  de  5,  Eudx 
se  comporte  comme  un  invariant. 

Considerons  Telement  (y,  ü),  oü  les  y,-  sont  proportionnelles  aux 
^i{x\  u)  et  les  t?,.  aux  '^i{x'^  u).     On  ecrira 

{yyV)^s\{x,  m)]. 
De  meme 

(a:,u)  =  s-M.(y,  v)]. 

On  voit  que  la  terminologie  precedente  est  une  generalisation  de 
diverses  idees  dues  a  Plücker,  Lie,  Cremona,  •  •  •  pour  ne  parier 
que  des  savants  morts. 

Depuis  longtemps  je  m'occupe  des  substitutions  cremoniennes, 
pour  JV=«3,  cas  du  plan*),  et  pour-N'==4,  cas  de  Tespace  ordinaire.**) 


^)  Voici  ce  que  j*ai  pnbli^  dans  le  Journal  de  Math^matiques : 

„Kecherches  sur  les  groupes  d' ordre  fini  contenus  danB  le  groupe  des  sub- 
fltitations  lineaires  de  contact**  (1887,  p.  6S). 

„Becherches  aar  les  groupes  d^ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  quadratique 
cr^monien.**  Premier  Memoire:  ,,Etude  d'une  Substitution  cremonienne  isol^e** 
(1888,  p.  17).  Deuxi^me  Memoire:  ,,Multiplication  des  cremoniennes ;  groupes  qua- 
dratiques;  groupe  directeur**  (1888,  p.  407). 

**)  „Sur  les  formes  quatemaires  ä  deux  s^ries  de  variables",  dans  „M^moires 
Couronn^  et  M^moiree  des  Savants  Etrangers**,  publies  par  TAcad^mie  Royale 
de  Belgique  (tome  59;  annee  1901). 

„Sur  les  substitutions  cremoniennes  dans  Tespace"  <, Journal  de  TEcole  Polj- 
technique,  2*">«  S^rie,  8*»»  Cahier). 
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Aujoard'hui  je  me  propose  de  communiquer  au  Congr^s  quelques 
resultats^  obtenus  recemment  et  non  encore  publies.  Ces  resultats  cou- 
cement^  pour  N  quelconque^  les  proprietes  generales  et  la  Classification 
des  cremoniennes  s. 

Les  notions  capitales  dans  la  mati^re  sont  Celles  des  entiers 
caracteristiques  et  des  varietes  primordiales. 

Yoici  ce  qu'on  entendra  par  la.  Designons  les  derivees  partielles 
par  les  notations  abregees   [i,  j  =  1,  2,  •  •  -,  N] 


dtp. 


et  formons  les  huit  tableaux  ä  JV^+  1  lignes  et  N  colonnes 


{9}- 


9^11 


9>IN 


ttl      ''    Ulf 


{9}=- 


Vn 


^>1N 


<PN1    '  '  '    ^>NN 
Xi      '  -  '    Xif 


{^);    {*');    {»};    [e']-,    {n};    (VI- 

Soient    r^,  r^,  •••,  r.   les    rangs   des   huit   tableaux.     Ces  huit 
entiers  sont  egaux  deux  ä  deux  ainsi  qu'il  suit 


%==V 


V"^' 


9'f 


T     ^  T 


et  foumissent  quatre  entiers  caracteristiques  compris  entre  3  et  N. 

Considerons  maintenant  la  variete  X  ä  ^  —  2  dimensions^  con- 
stituee  par  les  elements^  oü  le  point  x  est  donne^  tandisque  le  plan  u 
prend  toutes  les  positions  possibles  autour  de  x.  L'element-image 
(y?  ^)  ==^[(^;^)]  decrira  par  definition  une  variete  primordiale  P^  a 
N—2  dimensions.  Le  point  y  decrira  la  variete  Y^  et  le  plan  v  de- 
crira  la  variete  V^.  Pareillement  la  variete  U,  oü  dans  l'element 
courant  (x,u)  le  plan  u  est  fixe,  conduira  ä  la  variete  primordiale 
P^,  lieu  des  c»^""*  el^ments  (y,  t?) -=  «[(a;,  u)].  Le  point  y  decrira  la 
variete  ponctueUe  F„;  le  plan  v  decrira  la  variete  planaire  F„.  De 
meme,  par  rapport  ä  la  cremonienne  inverse  s~\  les  elements  (x,u) 
»=  s""  ^  [(y,  t?)]  constitueront^  pour  y  fixe,  une  variete  primordiale  P^\ 
Le  point  x  decrira  la  variete  ponctuelle  X^  et  le  plan  u  decrira  la 
variete  planaire  U^.  Enfin  si  c^est  v  qui  est  fixe,  on  aura  la  variete 
primordiale  P/,  oü  le  point  x  decrira  la  variete  ponctuelle  X^  et  le 
plan  u  decrira  la  variete  planaire  U„.  Toute  variete  primordiale  est 
integrale.  Le  nombre  des  dimensions  pour  les  varietes  ponctueUes  ou 
planaires  qui  interviennent  dans  la  Constitution  des  varietes  primor- 
diales est  le  suivant: 


382  n.  Teil:  Wißsenechaftliche  Vorträge. 

Y^  et   tTy  ont  r^  —  2  =  r^.  —  2  dimensions, 

Y^  et  Xy  ont  r^.—  2  =  r^»—  2  dimenBions, 

F^p  et  X^  ont  ry^—2==rQ  —  2  dünensions^ 

F^  et    JJ^  ont  r^  —  2  =  r^  —  2  dimeneions. 

L'importance  de  la  consideration  des  varietes  primordiales  reside 
dans  le  theoreme  suivant:  „Une  variet^  P  integrale  donnee  est  primor- 
diale pour  une  oa  aucune  Substitution  cremonienne  s/^ 

La  Classification  des  s  est  donc  identique  ä  ceUe  des  variät^s  P. 
Par  exemple  si  P  est  une  des  varietes  X  ou  U  considerees  plus  haut 
(Clements  ä  point  x  fixe  ou  a  plan  u  fixe),  la  cremonienne  s  se  ramene 
ä  une  transformation  ponctueUe  prolongee  (^^erweiterte^^)  au  sens 
de  Lie. 

La  construction  effective  des  yari^tes  integrales  P,  susceptibles 
d'^tre  primordiales,  appelle  bien  entendu  des  recherches  plus  ap- 
profondies. 


On  some  useful  Theorems  in  the  Continued  Multiplication  of 
a  Regressive  Product  in  real  four-point  Space. 


Von 
R.  W.  Genese  aus  Abeiystwyth. 


Let  BC  he  0,  Regressive  Product  of  Einfache  Größen  and  A  an 
Einfache  Größe  such  that  AC  is  scalar;  then 

P  if  A  be  contained  in  B,   ABC^ACB, 
2«  if  J.  benot  in  J5,  ABC  ^AC  B -AB  -  C, 

The  first  theorem  holds  also  for  n-poLat  space  and  maj  be  de- 
dnced  from  Art.  108  of  the  Ausdehnungslehre  of  1862  as  follows: 
SLUce  A  is  contained  in  B  and  ^C  is  a  product  of  all  the  extensive 
Units,  it  is  always  possible  to  resolve  B  into  a  product  AD  in  such 
a  manner  that  D  is  contained  in  C,  viz.  bj  ehoosing  D  in  the  sub- 
region  common  to  B  and  C.  To  iUustrate  this,  suppose  A  a  point  in 
a  plane  By  C  a  plane  intersecting  B  in  X  F;  then  B  may  be  expressed 
as  a  product  in  an  infinite  number  of  ways  such  as  APQ,  but  AXY 
is  one  of  them,  the  length  of  XF  being  properly  determined. 
Then  BC^ADC 

=  J.C  •  D  by  Art.  108,  D  being  in  C, 
A'BC^A{ACD) 

=  AC '  ADy  since  AC  is  scalar, 
^AC'B, 

It  is  however  more  instructive  to  consider  geometrically  the  three 
cases  which  may  occur  in  real  space. 
Casel. 
B  a  line,  C  an  area  and  therefore  A  a  point  in  the  line  B. 
Let  0  be  the  intersection  of  B  and  C,  then  we  may  take 

B  =  OP,        C^OQB, 
so  that  BC^O'OPQB, 


384 
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ABC 


to  abstract  measure) 


flg.  1. 


flg.  s. 


flg.  ». 


Gase  n. 

B  an  area,  C  a  line,  Ä  a  line  lying  in  B. 
WefntB  =  PQR,    C~PS,    Ä~ÜV. 
Then  BC-PPQR8, 
ÄBC-UVPPQRS 

-^PQB-  ^'^^  -PQRS 

^PQRPUrS 
BUVPS 
-        BÄC. 

Gase  m. 
B  and  C  areas  and  therefore  A  point  Ijing  in  B. 
Put  B  -  PQK, 

C~PQS. 
Then       BC-PQPQRS, 
A'BC=APQPQRS 

-  PQR   PQAS 
-PQRAPQS 

-  B    -AC. 

The  following  exaniples  show  the  utility  of  the  theorem. 
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Ex.  I.    To  find  the   intersection   of  a  plane  PQR  and  a  line  ST, 
V  in  tenns  of  S  and  T,  2^  in  terms  of  P,  Q,  B. 
P.  Let     8T'PQR^xS  +  yT. 
'     Then     S{8T-PQR)^  yST-, 

but  also,  by  the  theorem^ 

==8T'SPQR, 

then  y  =  8PQR. 

Simüarly  x TPQR 

Therefore  ST  -  PQR  ^SPQRT-  TPQR    S 

2«.  Let  PQR  'ST=xP  +  yQ  +  zR. 

Then     QR{PQR  •  ST)  =  xQRP  -  xPQR, 

bnt  also  --PQR-  QRST 

Therefore  x  «  QRST 

Simüarly  y  =  RPST,        z  -  PQST 

Finally 

PQR'ST^  QRST' P+RPST'Q+ PQST   R, 

Ex.  IL  To  find  the  intersection  ot  PQR  and  any  other  plane  6 
in  terms  of  the  sides  of  PQR. 

Put  PQR'O^xQR  +  yRP  +  zPQ. 

Then  P{PQR'6)^xPQRy 
but  also  ^Pö'PQR. 

Therefore  x  =  Pö. 

Similarly  y  =  ö^;        z  =^  Rö. 

Hence      PQR  -  6  =  Pö  -  QR  +  Qö   RP  +  Rö  -  PQ. 

The  coefficients  are  here  clearly  proportional  to  the  distances  of 
P,  Q,  R  from  the  plane  6. 

The  interpretation  in  Statics  is  interesting^  viz.,  if  along  the 
sides  of  a  triangle  in  order  there  act  forces  whose  measures  are  pro- 
portional to  the  sides  multipUed  each  by  the  distance  of  the  opposite 
Vertex  from  a  plane  6,  their  resultant  acts  along  the  intersection  of  6 
with  the  plane  of  the  triangle. 

Ex.IU.  TS  (o^,  (o^  denote  two  twists  (Blätter)  and  A  a  mass-point^ 
^(©iCDj)  is  another  twist  (Blatt).  To  resolve  A(a)^(D^)  into  twists  in 
the  planes  of  o^,  (Dj. 

Let  any  line  through  Ä  meet  (»i,  o,  in  P,  ^ 
and  let  Ä^xP  +  yQ. 

Then    J.((öi(öj)  =  xP(<Dj^(d^)  4:  y  Qip^^coi^). 

Verh.  d.  m.  Internst.  Mathem.-Kongr.  Heidelborg  1904.  26 
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Now     P((Oi(o^)  =  Pcjj  •  ©i,  becanse  P  is  in  ©i, 

ThuB     Ä((Oi Oj)  =  a:Pa)2  •  o^  —  y  Qo^  •  cog . 
Again  Aoi  ^(xP  +  ifQ)(Oi 

=  y^^i?     since  Pcj^  =  (J, 

so  ^GJj  =  XP(D^. 

Fiiially-4(a)jC}j)  =  Ä(d^  •  (o^  —  -4cji  •  cdj. 

The  last  result  is  a  particular  case  of  the  second  theorem  which 
we  now  proceed  to  consider.  All  the  poBsible  cases  are  given  by  the 
following  Schema  of  dimensions 

1(3-3) 
1(2-3) 
2(3-2). 
The  second  of  these  mesns 

A  a,  point,       B  a  line,       C  an  area  (Blatt). 


flg.  4. 

Let  B  meet  C  in  P  and  take  B=  PQ.     Draw  QA  meeting  ü  in 
R  and  take  C  "  FRS. 

Then  A-'xQ  +  yB,    say 

BC-^PiPQBS) 

-  P(+  1),         say 
ABC'^xQP  +  yRP. 

Again         AC  =  A- PBS -  xQPBS  =  x{- \) 
AGB~'-xPQ='xQP 

AB-yBPQ 
ABC^yBPQ{-BPS) 

-  yRPi-  RPQS)  -  -  yBPi+  1). 
Hence  A   BC -=  AC  ■  B  -  AB  ■  C. 

For  the  third  case 

A  =  &  line,     B  =•  an  area  (Blatt),     C  =  a  line  (Stab). 
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Let  A  meet  B  in  P,  and  take  A^  PQj  \ei  B  meet  C  in  B,  and 
take  C  =  BS;  lastly  let  QS  meet  B  in  T,   then  omitting  a  numerical 
factor  throughout,  we  may  take  B -=  PET. 
Then  BC -  RTF   RS^R-  RTPS, 

ABC^  PQR  .  RTPS  =  -  PB^  •  PRTS, 
AG •  B ^  PQRS '  PRT  =  QRSQ  '  PRT, 
AB'C=(PQ'  PRT)RS ^  (P •  PQRT)RS 
-  PQRT   PRS  -  PUT^  .  PRS. 
Now  by  Ex.  1  above 

PET •  SQ  ==  PRTQ  '  S -  PRTS '  Q 
and  also^PJJSgr. 
Multiplying  by  PR: 
PRTQ    PRS  ^PRTS'  PRQ  +  PRSQ  -  PUT, 

AB'C^-A'BC+ACB. 
Therefore 

ABC=^AC  B^AB'C. 
Remark.  Theorem  2  can  be  frequently  employed  with  the  remo- 
val  of  the  condition  that  BC  is  regressive,  there  being  only  one  case 
of  failure,  viz.,  when  A,  B,  C  are  each  of  two  dimensions  in  points; 
it  is  clear  that  there  can  be  no  relation  between  any  three  lines  in 
Space. 

Thus  in  Ex.  1   aboye 

PQR(S .  T)  =  PQRT .  S  -  PQRS  -  T. 
Ägain  from  Ex.  II 

6{PQR)  ^6R'PQ-6QPR  +  6P'QR 
^6R'PQ-{6Q'P-6PQ)R 

^6R'PQ-(fJ'PQ)R. 
And  from  III. 

-^(©iGjj)  =  A(o^  '  o^  —  Aco^  •  cog. 
Then         m^A  •  coj  =  —  A^co^ca^)  +  ^i^  •  ^2 
or  (o^((o^A)  =  GJ^A  '  (o^  — {a)^a}^)A. 

There  remains  only  one  case  to  exaniine,  viz.  line  (point  •  line). 
Expressing  in  points 

PQ    {R'ST)^PQ'RST 

=  PQST'R  -  PQRT 'S  +  PQRS  •  T 
=^(PQ'ST)R-{PQ'R)'ST 
by  Ex.  I.  and  the  theorem  holds. 

25* 


über  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

Von 
E.  Study  aus  Bonn. 


Im  folgenden  wird,  in  etwas  weiterer  Ausfuhrung,  der  Inhalt 
eines  Vortrages  wiedergegeben,  den  der  Verfasser  in  der  geometrischen 
Sektion  des  Mathematikerkongresses  zu  Heidelberg  gehalten  hat. 
Diese  Bemerkungen  waren  yeranlaßt  worden  durch  eine  Diskussion,  die 
sich  an  einen  Vortrag  des  Einf&hrenden  der  Sektion,  Herrn  A.  v.  Brill, 
angeknüpft  hatte.  — 

Die  Anforderungen,  die  Mathematiker  an  die  Schärfe  ihrer  Begriffe 
und  an  die  Strenge  ihrer  Beweise  zu  stellen  pflegen,  sind  zu  verschiedenen 
Zeiten  sehr  Terschieden  gewesen.  Sie  werden  wohl  häufiger  als  durch 
indiTiduelle  Veranlagung  bestimmt  durch  den  Zustand  der  Wissenschaft, 
den  der  einzelne  vorfindet.  Hat  doch  selbst  ein  Mathematiker  wie 
E.  Kummer,  da  er  das  Gebiet  der  Geometrie  betrat,  in  seiner  wegen 
ihres  Gedankeninhaltes  mit  Recht  geschätzten  Arbeit  über  die  al- 
gebraischen Strahlensysteme,  gänzlich  die  Grundsätze  verleugnet,  die 
an  seinen  arithmetischen  Arbeiten  gerühmt  werden.  Die  Geometrie 
ist  großenteils  heute  noch  weit  entfernt  von  der  Präzision,  die  bei 
rein  analytischen  Untersuchungen,  dank  besonders  dem  Einfluß  von 
Weierstraß,  nunmehr  allgemein  als  unerläßlich  betrachtet  wird,  und, 
was  schlimmer  ist,  es  scheint  in  weiten  Kreisen  auch  gar  kein  GefClhl 
für  das  Unhaltbare  des  gegenwärtigen  Zustandes  vorhanden  zu  sein. 
In  unzähligen  Fällen  werden  die  Objekte  geometrischer  Untersuchungen 
so  undeutlich  erklärt,  daß  man  den  Sinn  der  einzelnen  Begriffe  aus 
den  darüber  aufgestellten  Behauptungen  zu  erraten  suchen  muß, 
wobei   natürlich  Meinungsverschiedenheiten  entstehen  können.*)     Ein- 

*)  Eine  nan  schon  etwas  zurückliegende  Erörterung  der  Art  war  die  über 
das  sogenannte  Gharakteristikenproblem  der  Kegelschnitte.  Sie  war  veranlaßt 
worden  dadurch,  daß  Chasles  Behauptungen  über  ,,Kegebchnitte"  aufgesteUt 
hatte,  ohne  diesen  Begriff  gehörig  zu  erklären.    Neueren  Datums  sind  gewisse  Er- 
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schränkungen  der  wesentlichsten  Art  werden  „stillschweigend^^  ein- 
geführt ^  und  bereits  erklärte  Begriffe  werden^  dem  flüchtigen  Leser 
wie  jedenfalls  meistens  auch  dem  Autor  selbst  unmerklich,  yerengert, 
erweitert  oder  sonstwie  yerschoben.  Und  nicht  einmal  dann  pflegt 
die  (öffentlich  geübte)  Kritik  irgendwelche  Einwendungen  zu  machen, 
wenn  der  herkömmliche  Mangel  an  Sorgfalt  bei  Formulierung  geo- 
metrischer Theoreme  in  nichtssagenden  Zusätzen  („im  allgemeinen^') 
schon  äußerlich  hervortritt.  Bei  aller  Milde  des  Urteils,  die  im 
einzelnen  Falle  und  namentlich  wo  Schwierigkeiten  vorliegen,  gewiß 
am  Platze  sein  wird,  muß  es  doch  gesagt  werden,  daß  durch  eine  weit- 
gehende Duldung  solcher  Vorkommnisse  das  Ansehen  der  Geometrie 
geschädigt  und  deren  wissenschaftlicher  Charakter  beeinträchtigt  wird. 
Es  darf  nun  einmal  nichts  von  der  Forderung  abgelassen  werden,  daß 
jeder  einzelne  Begriff  scharf  bezeichnet  werden  soll,  und  daß  die  Aus- 
nahmen von  ii^end  einem  Satze  entweder  einzeln  aufgezählt  oder  wo- 
möglich durch  zweckmäßige  Umbildung  der  Begriffe  selbst  beseitigt 
werden  müssen.*^)  Auch  die  evidentesten  und  trivialsten  Ausnahmefälle 
dürfen  natürlich  nicht  mit  Stillschweigen  übergangen  werden,  wenn 
die  Behauptung  Anspruch  machen  soll  auf  das  Epitheton  richtig,  bei 
dem  es  kein  Nahezu,  kein  Mehr  oder  Minder  geben  darf. 

In  der  Nichtbeachtung  so  selbstverständlicher  Forderungen  hat 
man  unseres  Erachtens  den  Schlüssel  fQr  das  Verständnis,  wie  so 
mancher  anderen  auffallenden  Erscheinung,  so  auch  der  Rolle,  die  der 

örterungen  über  ,,die  Grundlagen  der  Geometrie '^  Daß  diese  an  sich  nicht  er- 
freulichen Diskussionen  nicht  geradezu  an  der  Tagesordnung  sind,  zeigt,  wie 
gleichgültig  man  solchen  prinzipiellen  Fragen  gegenübersteht. 

*)  Die  Schwierigkeiten,  die  in  den  geometrischen  Begriffen  liegen,  sind  gewiß 
nicht  gering,  und  es  ist  auch  nur  gerecht  zu  bemerken,  daß  die  Sprache  dem 
Geometer  ganz  andere  Hindernisse  entgegenstellt  als  dem  Analytiker  mit  seiner, 
gegenwärtig  noch  wenigstens,  viel  kleineren  Zahl  von  Begriffen.  Von  eiuem 
geometrischen  Begriff  —  z.  B.  Punkt,  Kreis,  Kegelschnitt,  um  nur  einige  der 
elementarsten  zu  nennen  —  steht  meistens  nur  der  Kern  wirklich  fest  —  reeller 
eigentlicher  Punkt,  reeller  irreduzibeler  Eureis  oder  Kegelschnitt  —  ii^hrend 
GrenzJßQle  und  andere  Erweiterungen  daran  in  mannigfacher  Weise  angeschlossen 
werden  können  und  oft  auch  müssen.  Da  man  sich  zu  der  dann  eigentlich  er- 
forderlichen Vervielfältigung  der  Terminologie  nicht  entschließen  wollte,  so  hat 
man  zu  der  Auskunft  gegriffen,  mit  einem  und  demselben  Wortzeichen  bald  diesen 
bald  jenen  Begriff  zu  verbinden,  nach  Art  der  Buchütabenzeichen,  die  ja  auch  alles 
Mögliche  bedeuten.  Ein  solcher  Notbehelf  kann  aber  natürlich  uur  dann  als  einiger- 
maßen annehmbar  erachtet  werden,  wenn  jeder  einzelne  Autor  die  Verpflichtung 
fühlt,  zu  sagen,  to€u  er  denn  mit  solchen  im  Sprachgebrauch  schwankenden  Worten 
meint,  und  dann  auch  bei  seiner  Erklärung  bleibt.  Aus  der  entgegengesetzten 
Gepflogenheit  ist  die  herrschende  Verwirrung  entstanden,  die  wohl  schon  manchen 
fähigen  Kopf  in  unserer  Zeit  von  der  Geometrie  fem  gehalten  hat. 


390  n.  Teil:  Wisflenschaftliche  Vortrage. 

Satz  von  der  „Erhaltung  der  Anzahl"  in  der  gegenwärtigen  Literatur 
spielt.  Hat  man  einmal  auf  präzisen  Ausdruck  dort  yerzichtet,  wo  er 
nicht  schwer  zu  finden  gewesen  wäre,  und  zwar  sozusagen  grundsätzlich, 
so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  wenn  bei  Problemen,  die  Schwierig- 
keiten bieten,  ebenfalls  nicht  unterschieden  wird  zwischen  dem,  was 
man  etwa  als  Embryonalzustand  einer  mathematischen  Wahrheit  be- 
zeichnen kann,  und  einem  ausgewachsenen  wohlgebildeten  Theorem. 
Und  ebensowenig  kann  es  überraschen,  wenn  das  Gefühl  für  Stringenz 
der  Beweise  verloren  geht,  wenn  die  Gb'enze  vei'wischt  wird  zwischen 
bloßer  Vermutung  oder  Hypothese  und  gesichertem  Besitz  der  Wissen- 
schaft. Solche  Überschreitungen  sind  sicher  höchst  gefährlich,  wenn 
sie  systematisch  und  ohne  Einspruch  der  berufenen  Kritik  verübt  werden. 
Schreiben  wir  doch  vor  allem  für  die  Generation,  der  die  Zukunft 
gehört,  und  deren  kritische  Fähigkeiten  erst  entwickelt  werden  sollen. 
Ist  hier  irgend  etwas  anderes  angemessen  als  ein  rückhaltloses  Ein- 
geständnis des  wirklichen  Sachverhaltes,  d.  h.  natürlich  dessen,  was 
wir,  Irrtum  vorbehalten,  bei  gewissenhafter  Prüfung  für  den  Sachverhalt 
ansehen? 

Das  „Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl"  oder  „Prinzip  der 
speziellen  Lage"  oder  „der  Eontinuiiät"  oder  wie  immer  man  es  nennen 
mag,  ist  formuliert  worden  von  Herrn  H.  Schubert,  insbesondere  in 
seinem  Werke  „Kalkül  der  abzählenden  Geometrie"  (Leipzig,  1879). 
Danach  soll  eine  beliebige  „geometrische  Anzahl"  —  die  Zahl  der 
Lösungen  eines  algebraisch- geometrischen  Problems,  das  „im  allgemeinen" 
eine  endliche  Zahl  von  Lösungen  hat  —  entweder  erhalten  bleiben, 
oder  unendlich  werden,  wenn  man  die  Konstanten  der  Figuren,  von 
denen  sie  abhängt,  irgendwie  abändert.  Zur  Begründung  verwies 
Herr  Schubert  darauf,  daß  es  sich  im  Grunde  nur  um  eine  besondere 
Auslegung  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  handele.^)  Benutzt  wird 
sodann  dieses  sogenannte  Prinzip  von  Herrn  Schubert  selbst  und 
anderen  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Lösungen  von  Aufgaben, 
die  größtenteils  weit  jenseits  der  Grenzen  liegen,  innerhalb  deren  zur 
Zeit  eine  direkte  algebraische  Analyse  ausführbar  ist.**) 

Obwohl  nun  das  genannte  „Prinzip"  seit  etwa  drei  Dezennien  ohne 
öffentlich  geäußerten  Widerspruch  in  der  mathematischen  Literatur 
figuriert  zu  haben  scheint,  und  obwohl  fortwährend  neue  Anwendungen 
davon  gemacht  werden,  so  kann  es  doch  unseres  Erachtens  gar  nicht 

*)  Wegen  der  genaueren  Formulierung  vgl.  §  4  des  genannten  Werkes. 
**)  Ähnliche  Anwendungen  finden  sich  übrigens  schon  lange  vor  der  allgemeinen 
Formulierung.     Z.  B.  ist  Steiner   zu   mehreren  (nicht  immer  richtigen)  Zahlen 
sicher  durch  KontinuitiLtsbetrachtungen  gekommen. 
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zweifelhaft   sein,    daß    ihm    die  Rolle   nicht   zukommt,    die   man  ihm, 
stillschweigend  oder  sogar  ausdrücklich,  eingeräumt  hat. 

Zunächst  hat  der  Begriff  der  geometrischen  Figur,  wie  er  von 
Herrn  Schubert  gefaßt  und  durch  Beispiele  erläutert  wird,  einen  so 
befremdlichen  Umfang,  daß  es  eigentlich  von  vom  herein  höchst  un- 
wahrscheinlich ist,  daß  sich  darüber  etwas  Allgemeingültiges  aussagen 
ließe.  Man  sieht  sich  auch  sogleich  zu  einer  Interpretation  genötigt: 
„Gemeint''  sein  können  nur  solche  Figuren,  deren  Mannigfaltigkeit  ein 
im  Sinne  von  G.  Cantor  abgeschlossenes  algebraisches  Eontinunm 
bildet,  d.  h.  eindeutig  umkehrbar  abgebildet  werden  kann  auf  eine 
algebraische  Punktmannigfaltigkeit,  die  in  dem  projektiven  Punkt- 
kontinuum  irgend  eines  höheren  Raumes  verläuft.  (Andernfalls  hätte 
man  schon  in  der  Zahl  der  Mittelpunkte  oder  Symmetrieachsen  eines 
Kegelschnittes  Beispiele,  in  denen  die  Behauptung  von  der  Erhaltung 
der  Anzahl  nicht  zutrifft.)  Unter  stetigen  Änderungen  einer  Figur 
werden  dann  solche  zu  verstehen  sein,  bei  denen  der  Bildpunkt  seine 
Lage  stetig  ändert.  Sobald  man  aber  die  Sache  so  ausdrückt,  sieht 
man,  wie  bedenklich  auch  der  weitere  Begriff  der  „geometrischen  Anzahl" 
ist.  Es  seien  z.  B.  vorgelegt  eine  (nach  der  üblichen  Ausdrucksweise) 
r-dimensionale  algebraische  Mannigfaltigkeit  M^  und  auf  dieser  zwei 
andere  Jf,  und  M^_^.  Wir  wollen  annehmen,  daß  diese  sich  in  einer 
gewissen  endlichen  Anzahl  verschiedener  Punkte  schneiden,  die  durch  Auf- 
lösung einer  algebraischen  Gleichung  zu  ermitteln  sind.  M^  möge  nun 
von  gewissen  Parametern  abhängen.  Ändert  man  diese,  so  werden  die 
Schnittpunkte  sich  zum  Teil  überlagern  können,  und  dies  wird  z.  B. 
so  eintreten  können,  daß  sie  alle  oder  zum  Teil  in  Doppelpunkte, 
mehrfach  zählende  Kurven  usw.  von  M^  hineinrücken.  Um  also  von 
einer  Erhaltung  der  Anzahl  reden  zu  können,  müßte  es  möglich  sein, 
die  „Multiplizität"  der  Schnittpunkte  irgendwie  zu  beurteilen.  Das 
kann  aber  im  Falle  singulärer  Stellen  sicher  nicht  ausgeführt  werden, 
ohne  daß  man  besondere  und  zweckmäßige  Bestimmungen  trifft.  Andem- 
fidls  kann  der  Schluß:  „Wenn  M^  zerfällt,  M^  =  üfi  •  itf'/,  so  verteilen 
sich  die  Schnittpunkte  auf  M'^  und  Jlf'/",  zu  falschen  Zahlen  führen,  da 
ja  die  Schnittpunkte  von  Jf^  mit  M^_^  zum  Teil  identisch  sein  können 
mit  den  Schnittpunkten  von  M'^  mit  M^_^,  Es  ist  aber  weder  bewiesen, 
noch  richtig,  daß  solche  Bestimmungen  immer  möglich  sind.*)  Aber  auch 
schon  unter  weniger  speziellen  Voraussetzungen  kann  man  die  „richtige" 
(d.  h.  mit  dem  Prinzip  verträgliche)  Multiplizität  eines  Schnittpunktes  nicht 


*)   Wir  geben  weiterhin   ein  Beispiel,  in  dem  das  Prinzip  sich  nicht  auf 
diese  Art  ,,retten"  läßt  (S.  394). 
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beurteilen.  Denn  dort  höchstens  kann  man  ein  legitimes  Anwendungs- 
gebiet des  fraglichen  Prinzips  suchen,  wo  die  Algebra  sich  zur  Zeit 
als  unzureichend  erweist,  übergroße  Schwierigkeiten  bietet.  Gerade 
in  den  Fällen  also,  um  die  es  sich  handelt,  fehlt  der  nötige  Ansatz*): 
Es  wird  eine  Aussage  über  gewisse  Zahlen  gemacht,  die  man  gar  nicht 
ermitteln  kann,  es  fehlt  dem  Satze  das  klar  definierte  Obje^.  Aus 
dem  gleichen  Grunde  kann  man  auch  nicht  wohl  sagen,  „Grenzfälle  der 
bezeichneten  Art  sind  auszuschließen";  um  sie  auszuschließen,  müßte 
man  sie  eben  schon  kennen,  auf  Grund  einer  eingehenden  Untersuchung 
von  3f^,  die  fast  überall  fehlt.  Dabei  hat  die  skizzierte  Gtittung  von 
Beispielen  noch  einen  relativ  sehr  einfachen  Charakter. 

Aber  auch  wenn  wir  das  nicht  unbedenkliche  Zugeständnis  machen 
wollen,  daß  in  jedem  einzelnen  Falle  der  Anwendung  das  Objekt  der 
Aussage  substituiert  werden  kann,  so  kann  immer  noch  nicht  der  auch 
neuerdings  noch  versuchte  Hinweis  auf  den  Fundamentalsatz  der  Algebra 
zugegeben  werden.**)  Die  Annahme  ist  schlechthin  ungerechtfertigt, 
daß  ein  algebraisches  Problem,  dem  „im  allgemeinen'^  eine  endliche 
Zahl  von  Lösungen  zukommt,  seinen  erschöpfenden  und  allgemein- 
gültigen Ausdruck  in  einer  algebraischen  Gleichung  finden  müßte, 
derart,  daß  unter  allen  Umständen  jeder  Wurzel  der  Gleichung  eine 
Lösung  entspräche  und  umgekehrt.  Das  Problem  könnte  z.  B.  äqui- 
valent sein  mit  der  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Schnittpunkte  von  mehr 
als  drei  Flächen  im  Räume  zu  finden.  Ob  aber  ein  solches  Verhalten 
vorliegt,  das  zu  entscheiden  fehlen  wiederum  die  Hilfsmittel  gerade 
in  den  Fällen,  auf  die  es  ankommt.  Man  kann  sich  über  die  Schwierig- 
keiten, die  im  Ansatz  der  in  Worte  gekleideten  Probleme  liegen  —  die 
größten  Schwierigkeiten  in  der  Geometrie  —  nicht  einfach  hinwegsetzen. 

In  der  Tat  kann  die  Zahl  der  Lösungen  einer  Aufgabe  in  be- 
sonderen Fällen  sowohl  eine  Erhöhung  als  auch  eine  Erniedrigung 
erfahren,  natürlich  ohne  jeden  Widerspruch  mit  dem  Fundamentalsatz 
der  Algebra.  Ein  elementares  Beispiel  für  den  ersten  Fall  ist  die  Zahl 
der  Projektivitäten,  die  die  Figur  von  vier  getrennten  Punkten  auf 
einer  Geraden  oder  das  zugehörige  Polarsystem  4.  Ordnung  in  Buhe 
lassen.  Eine  gewisse  Aufgabe  der  Kinematik  führt  im  allgemeinen 
zu  Geraden  einer  Linienkongruenz  1.  Ordnung  0.  Klasse,  im  besonderen 
Falle  zu  solchen  einer  Kongruenz  0.  Ordnung  1.  Klasse.***)    Fügt  man 


*)  Die  Widerspruchslosigkeit  einer  Aufgabe  pflegt  von  den  abzählenden  Geo< 
metem  beurteilt  zu  werden  mit  Hilfe  der  Methode  der  Konstantenzählung. 

**)  Wie  es  scheint,  betrachtet  Herr  Schubert  selbst  diese  Argumentation  jetzt 
nicht  mehr  als  genügend. 

***)  Math.  Ann.  Bd.  39.  18Ü1.  S.  458. 
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also  die  Forderung  hinzn^  daß  eine  solche  Gerade  einen  passend  ge- 
wählten Punkt  enthalten  soU^  so  hat  man  ein  Beispiel  für  die  Er- 
niedrigung der  Lösungszahl. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl  muß  also  aufgegeben 
werden^  und  zwar,  wie  uns  scheint,  für  immer:  Bei  der  unübersehbaren 
Mannigfaltigkeit  von  Ausnahmen,  die  sich  mit  leichter  Mühe  finden 
lassen,  wird  es  nicht  möglich  sein,  durch  eine  etwaige  sorgfältigere 
Formulierung  das  „zu  retten'^^  was  als  das  Wesentliche  daran  erscheint, 
und  seiner  Zeit  auch  neu  war,  nämlich  seine  (yermeintliche)  Einfachheit, 
seine  ungeheure  Allgemeinheit  und  die  in  diesen  Eigenschaften  be- 
gründete —  wiederum  yermeintliche  —  Sicherheit  des  Vordringens  in 
dunkle  Gebiete. 

Mit  diesem  Urteil  wollen  wir  gewiß  nicht  endgültig  den  Stab 
brechen  über  alle  einzelnen  Anwendungen,  die  man  Ton  dem  fraglichen 
Prinzip  gemacht  hat.  Wenn  auch  gesagt  werden  muß,  daß  diese  An- 
wendungen zumeist  nicht  genügend  gesichert  sein  werden^  so  kann 
doch  wohl  jener  dunkle  „mathematische  Takt"  oder  „Instinkt"  die 
Geometer  Tor  fehlerhaften  Resultaten  im  eiuzelnen  geschützt  haben, 
so  etwa  wie  er  Biemann  bewahrt  hat  vor  materiell  unrichtigen 
Folgerungen  aus  dem  bezeichnenderweise  ebenfalls  „Prinzip"  genannten 
Schlußverfahren,  das  Dirichlets  Namen  trägt.  Wir  glauben,  daß  es 
sich  auch  wirklich  zum  Teil  so  verhalt,  meinen  aber,  daß  zum 
mindesten  bei  der  gegenwärtigen  Sachlage  zu  viel  Skeptizismus  ein 
kleineres  Übel  ist  als  zu  wenig. 

Typisch  für  eine  besonders  wichtige,  vielleicht  die  wichtigste,  Kate- 
gorie von  Anwendungen  ist  folgender  Schluß:  Von  jeder  algebraischen 
Kurve  aus,  die  auf  einer  sinffukmtätenfreien  Fläche  2.  Ordnung  verläuft, 
kann  man  kontinuierlich  zu  einer  reduzibelen  Kurve  übergehen,  die 
aus  lauter  Erzeugenden  der  Fläche  besteht.  „Folglich"  liefert  die  Zahl 
der  Schnittpunkte  zweier  solcher  ausgearteter  Kurven  die  Zahl  der 
Schnittpimkte  in  jedem  beliebigen  Falle,  so  lange  die  beiden  Kurven 
keinen  gemeinsamen  Bestandteil  enthalten.  Man  kommt  so  zu  der 
bekannten  Formel  /tv'  -f  v/t',  die  leicht  rein  algebraisch  begründet 
werden  kann.  Aber  auch  die  Schlußweise  selbst  läßt  sich  hier  noch 
rechtfertigen.  Streichen  wir  dagegen  in  Obigem  das  Wort  „singu- 
laritätenfrei",  und  ersetzen  wir  die  betrachtete  Fläche  durch  einen  ir- 
reduzibelen  Kegel,  so  bleibt  der  Vordersatz  richtig,  die  Folgerung  aber 
fällt:  Man  darf  jetzt  nicht  mehr,  wie  zuvor,  jeden  Bestandteil  der  einen 
Kurve  mit  jedem  der  anderen  zum  Schnitt  bringen  und  die  gefundenen 
Schnittpunktzahlen  addieren.  Bemerkt  man,  daß  unter  viel  ver- 
wickeiteren Umständen  die  aus  solchen  Vorkommnissen  sich  ergebenden 
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Schwierigkeiten  nirgends  erörtert  sind,  so  wird  man  den  Besultaten 
dieser  Untersuchungen  (soweit  sie  überhaupt  als  verständlich  erscheinen) 
kein  allzugroßes  Vertrauen  entgegenbringen  können. 

Aber  das  Beispiel  von  den  Kurven  auf  dem  Kegel  2.  Ordnung 
lehrt  noch  etwas  mehr.  Es  seien  vorgelegt  zwei  solche  Kurven  der 
Ordnungen  2m  -\-  ^  und  2m'  +  /Lt',  deren  erste  z.  B.  mit  einer  veränder- 
lichen Erzeugenden  des  Kegels  m  bewegliche  Schnittpunkte  bilden 
möge.  Dann  ist  die  Anzahl  der  nicht  notwendig  in  den  Scheitel 
fallenden  Schnittpunkte  beider  Kurven,  sachgemäße  Zählung  voraus- 
gesetzt, gleich  2mm'  +  .am'  +  m^\ 

Diese  Zahl  bleibt  in  Orenzfällen  nicht  erhalten.  Schreibt  man  aber, 
wie  es  angemessen  ist,  den  beiden  Kurven  noch  /w./*'  weitere  im  Doppel- 
punkt des  Kegels  überlagerte  Schnittpunkte  zu,  und  vereinigt  man 
die  Hälfte  dieser  Zahl  mit  der  obigen  zu  einer  neuen  Summe,  so 
entsteht  das  halbe  Produkt  der  Ordnungen  beider  Kurven;  die  neue 
Summe  bleibt  also  bei  jeder  Art  des  Zerfallens  erhalten,  so  lange  sie 
einen  Sinn  hat,  so  lange  nämlich,  als  beide  Kurven  keinen  gemein- 
samen Bestandteil  haben.  Das  Beispiel  ist  ziemlich  trivial,  es  zeigt 
aber  doch,  daß  in  gewissen  Fällen  Sätze  ähnlich  dem  von  der  „Er- 
haltung der  Anzahl"  existieren  können,  in  denen  gehrocltene  Multiplizi- 
täten  auftreten,  an  Stelle  der  ganzen  der  Schub  er  tschen  Formulierung.*) 
Als  vertrauenswürdig,  nämlich  strenger  Ableitung  fähig,  können, 
wie  ims  scheint,  unter  den  Anwendungen  des  fraglichen  Prinzips  be- 
trachtet werden  gewisse  Zahlen  analog  den  Bezoutschen,  die  sich  auf 
singidaritätenfreie  Mannigfaltigkeiten  beziehen.**)  Nicht  selten  wird  an 
Stelle  des  „Prinzips"  eine  rein  algebraische  Begründung  substituiert 
werden  können,  und  manchmal  auch  ziemlich  mühelos;  wo  dann  freilich 
zu  sagen  sein  wird,  daß  das  „Prinzip"  besser  aus  dem  Spiele  geblieben 
wäre.  Solche  Anwendungen  aber,  wie  sie  z.  B.  Herr  Castelnuovo 
gemacht  hat,  werden  bis  auf  weiteres  noch  nicht  als  gesichert  betrachtet 
werden  dürfen.  Bei  vielen  muß,  wie  uns  scheint,  zur  Zeit  überhaupt 
jedes  Urteil  über  ihre  materielle  Richtigkeit  als  verfrüht  betrachtet 
werden.  Wo  aber  hypothetische  Vorstellungen  sich  einmischen,  da 
sollte  es  möglich  sein,  das  auch  zu  erkennen;  die  Schwierigkeiten  werden 
hervortreten,  wenn  nur  auf  die  Umgrenzung  der  Begriffe  gehörige 
Sorgfalt  verwendet  wird.  Dann  wird  natürlich  zu  fordern  sein,  daß  das 
Hypothetische  mit  dller  Deuüichkeit  als  solches  bezeichnet  werde. 

*)  Einige  Beispiele  der  Art  werden  in  des  Verfassers  „Geometrie  der  Dynamen** 
behandelt.     (Leipzig,  1903,  S.  377,  378). 

**)  Z.  B.  die  Schab  er  tschen  Inzideuzformeln,  Math.  Ann.  Bd.  57  (1908). 
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Schließlich  wollen  wir  nochmals  hervorheben,  daß  nach  unserer 
Meinung  die  allgemeine  Verbreitung  einer  nachlässigen  Ausdrucksweise 
die  Hauptwurzel  wie  vieler  anderer  Übel,  so  auch  im  letzten  Grunde 
des  hier  besprochenen  ist.  Es  scheint  uns  eine  Notwendigkeit  zu  sein, 
daß  die  unablässige  Verwischung  des  Unterschiedes  solcher  Begriffe 
wie  „zwei  Punkte"  und  „zwei  verschiedene  Punkte"  schließlich  zu 
Mißständen  der  geschilderten  Art  fuhren  muß.  Soll  eine  gründliche 
Besserung  erzielt  werden,  so  wird  man  also  sein  Augenmerk  unter 
anderem  auch  auf  die  der  Sprache  noch  anhaftenden  Ungenauigkeiten 
zu  lenken  haben.  Die  Mitwirkung  Vieler  aber  wird  zum  Reinigungs- 
werk erforderlich  sein.  Vor  allem  wird  die  Kritik  sich  gegenwärtig 
halten  müssen,  daß  Präzision  in  geomeiricis  nicht  in  perpetuum  me 
eine  Nebensache  behandelt  werden  darf.*) 

*)  Der  Umstand,  daß  es  sich  um  eine  Lebensfrage  der  Geometrie  handelt, 
mag  es  rechtfertigen,  daß  wir  bei  anderen  Gelegenheiten  schon  Gesagtes  hier 
wiederholt  haben.  Denn  die  früheren  Darlegungen  des  Verfassers  haben  fast 
keine  Beachtung  gefunden. 

öffentlich  angeschlossen  hat  sich  den  vorgetragenen  Ansichten  (soweit  es 
sich  um  die  „Erhaltung  der  Anzahl"  handelt)  bis  jetzt  in  der  Tat  nur  Herr 
G.  Kohn:  Archiv  für  Mathematik,  Bd.  IV.  1908.  S.  312—816.  Wir  verweisen 
wegen  weiterer  Ausfahrungen  und  Beispiele  auf  diese  Arbeit. 


IV.  Sektion. 

Über  die  Aufgabe  der  angewandten  Mathematik, 
besonders  über  die  pädagogische  Seite. 

Von 
F.  Klein  aus  Göttingen. 


F.  Klein  begrüßt  namens  der  anderen  Einführenden  (von  denen 
6.  Hauck  leider  durch  Krankheit  verhindert  ist^  gegenwärtig  zu  sein) 
die  Versammlung,  indem  er  darauf  hinweist,  daß  die  angewandte 
Mathematik  als  solche  keine  geschlossene  Disziplin  vorstellt.  Ver- 
gleicht man  die  Gesamtwissenschaffc  der  Mathematik  mit  einer  Festung, 
so  repräsentieren  die  verschiedenen  Teüe  der  angewandten  Mathematik 
die  Außenforts,  welche  die  Innenwerke  nach  allen  Richtimgen  um- 
geben und  über  welche  die  Verbindung  mit  dem  Vorgelände  hinüber- 
führt. Gemeinsam  allen  TeUen  der  angewandten  Mathematik  ist  dem- 
entsprechend nur  dies,  daß  der  mathematische  Gedanke  bei  ihnen  in 
notwendige  und  untrennbare  Verbindung  zu  einem  Gebiete  anderweiter 
wissenschaftlicher  Fragestellungen  tritt.  Die  angewandte  Mathematik 
steht  dadurch  in  ausgesprochenem  Gegensatz  zu  demjenigen  Zweige 
unserer  Wissenschaft,  den  man  als  Zitadelle  der  Festung  ansehen  mag, 
zur  formalen  Mathematik  (im  Leibnizschen  Sinne),  d.  h.  zu  der- 
jenigen Behandlung  mathematischer  Fragen,  welche  nach  Möglichkeit 
von  jeder  konkreten  Bedeutung  der  vorkommenden  Größen  oder  Sym- 
bole absieht  und  nur  nach  den  äußerlichen  Gesetzen  fragt,  nach  denen 
dieselben  kombiniert  werden  sollen. 

Zum  Gedeihen  der  Wissenschaft  ist  ohne  Zweifel  die  freie  Ent- 
wicklung aller  ihrer  Teile  erforderlich.  Die  angewandte  Mathematik 
übernimmt  dabei  die  doppelte  Aufgabe,  den  zentralen  Teilen  immer 
wieder  von  außen  neue  Anregungen  zuzuführen  und  umgekehrt  die  Er- 
trägnisse der  zentralen  Forschung  nach  außen  zur  Wirkung  zu  bringen. 
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Die  Geltung  der  Mathematik  innerhalb  des  weiten  Bereiches  sonstiger 
wesentlicher  Interessen  erscheint  daher  in  erster  Linie  an  die  erfolg- 
reiche Betatigang  der  Vertreter  der  angewandten  Mathematik  gebunden. 
Daher  sollen  wir  insbesondere  an  derjenigen  Stelle  einsetzen^  wo  die 
ausgiebigste  Gelegenheit  zu  einer  Einwirkung  der  Mathematik  auf 
weitere  Kreise  gegeben  ist:  beim  Jugendunterricht. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  legt  Vortragender  eine  Ton  ihm 
neuerdings  verfaßte  Schrift  Tor:  Über  eine  zeitgemäße  Umgestal- 
tung des  mathematischen  Unterrichts  an  den  höheren  Schulen 
(Leipzig  1904;  diß  Schrift  ist  gleichzeitig  in  der  pädagogischen  Sektion 
durch  Herrn  Schubert  zur  Kenntnis  gebracht  worden).  Der  Zielpunkt 
ist:  die  Funktionentheorie  in  geometrischer  Form  und  damit  die  elemen- 
taren Ansätze  der  Differential-  und  Integralrechnung,  als  denjenigen 
Teil  der  reinen  Mathematik,  Ton  dem  alle  heutigen  Anwendungsgebiete 
gleichmäßig  beherrscht  werden,  an  den  oberen  Klassen  unserer  höheren 
Schulen  unter  Beiseiteschiebung  minder  wichtiger  Kapitel  in  den  Mittel- 
punkt des  arithmetischen  Unterrichts  zu  rücken.  Ein  derartiges  Vor- 
gehen scheint  vielleicht  revolutionär,  ist  aber  in  Wirklichkeit,  wie  der 
Vortragende  an  charakteristischen  Beispielen  zeigt,  an  unseren  Schulen 
in  weitem  Umfange  längst  vorbereitet.  Insonderheit  tragen  hierzu  die 
mathematischen  Überlegungen  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  der 
Physik  bei,  denen  sich  die  Schule  nicht  entziehen  kann.  —  Übrigens 
ist  die  genannte  Schrift  nur  das  erste  Heft  eines  Sammelbandes  von 
Vorträgen  über  Fragen  des  mathematischen  und  physikalischen  Unter- 
richts, welcher  im  Anschluß  an  den  letzte  Ostern  in  Göttingen  abge- 
haltenen Ferienkurs  für  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik  dem- 
nächst publiziert  werden  soU  (Leipzig,  Teubner);  derselbe  enthält  Bei- 
träge der  Herren  0.  Behrendsen,  E.  Böse,  E.  Götting,  F.  Klein, 
E.  Riecke,  F.  Schilling,  K.  Schwarzschild,  J.  Stark.  Dieser 
Sammelband  wieder  ist  als  ein  vorbereitender  Beitrag  zu  der  allge- 
meinen Debatte  über  den  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt an  unseren  höheren  Schulen  gedacht,  welche  im  September  d.  J. 
bei  Gelegenheit  der  Breslauer  Naturforscherversammlung  abgehalten 
werden  soll. 


Sur  le  problfeme  des  trois  Corps. 

Von 
N.  Dblaunay  aus  Warschau. 

Le  j>robleme  des  trois  corps  a  Interesse  les  mathematiciens  depuis 
Newton.  Les  theoremes  elementaires,  qne  je  yais  exposer,  me  parais- 
sent  presenter  qnelque  inter^t  jnstement  par  ce  qu'on  ne  s'attend-pas  ä 
trouTer  quelque  chose  d  elementaire  dans  le  cas  general  du  probl^me 
qui;  en  presentant  beaueoup  de  difBcultes,  etait  Tobjet  de  tant  de  tra- 
vanx  celäbres. 

§1.  Theoreme!  II  existe  un  centre  des  forces  dans  le 
mouTement  des  trois  corps  qui  s*attirent  mutuellement  sui- 
vant  les  lois  de  Newton. 

Demonstration.  Soient  1^  2,  3  les  pointi^  de  Tespace  dans  les- 
qnels  sont  concentrees  les  masses  m^,  m^,  m^  respectivement.  Posons 
qne  Torigine  des  coordonnees  planes  est  en  point  1,  que  la  droite  1,  3 
est  Taxe  des  x,  Taxe  des  y  etant  perpendiculaire  ä  Taxe  des  x.  Soient 
Uy  ßf  y  les  cötes  du  triangle  1,  2,  3  opposes  respectivement  aux  som- 
mets    1,  2,  3.     Sur   le   point  m^   agissent:    la  force:   -^    suivant   la 

droite  y  et  la  force   — * ,  -    suiyant  la  droite  ß,     Les  projections  de  la 
resultante  A  de  ces  deux  forces  sur  les  axes  des  coordonnees  sont: 

MS       =    ^1   ^«  ?  1 

Les  coordonnees  des  points  1,  2,  3  sont  respectivement:  (a?i,  yj; 
(^27  y%y^  (^37  y$)'->  on  a  donc: 

(2)  ^1  --  yi  =  y«  =  0 

suivant  le  choix  des  coordonnees. 

L'equation  de  la  droite,  suivant  laquelle  agit  la  resultante  A  des 

forces  '^^r*  et  ^]!!!^ ,  est: 


(5)  X 

(6)  y 
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(3)  y-J^- 

L'eqnation  du  oöte  a  est: 

En  calculant  x  et  y  des  equations  (3)  et  (4),  on  aura  donc  les 
fonnules: 

_  ^^yi 

Yi^^y* 

qui  determinent  les  coordoimees  o;  et  y  du  point  d'intersection  de  la 
resultante  A  avec  le  cote  a. 

En  mettant  dans  (5)  et  (6)  les  yaleurs  de  X^  et  Y^  tirees  des  (1) 
et  (2),  on  a 

Ces  formnies  (7)  et  (8)  montrent  qne  le  point  d'intersection  de  la  re- 
sultante Ä  avec  le  cote  a  est  le  centre  de  grayite  des  masses  fictiyes 
et  yariables  fn^ß^  et  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points  2  et  3. 

Ainsi^  la  resultan^  A^  qui  agit  sur  le  point  m^,  se  tronve  sur  la 
droite  menee  par  le  sommet  1  du  triangle  et  par  le  centre  de  gravite 
des  masses  fictives  m^ß^  et  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points 
2  et  3. 

On  obtiendrait  des  resultats  aualogues  pour  la  resultante  B  qui 
agit  sur  le  point  m^  et  pour  la  resultante  C  qui  agit  sur  le  point  m^. 

On  Yoit  donc  que  les  resultantes  A,  B  et  C  se  coupent  dans  le 
meme  point  D  qui  est  le  centre  de  gravite  des  masses  fictives  m^ «', 
m^ß^j  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points  1^  2  et  3. 

Le  mouvement  des  trois  points  m^^  tn^  et  m^  se  produit  donc 
comme  si  ces  trois  points  etaient  soumis  seulement  ä  Taction  des  for- 
ces  variables  qui  les  attirent  ä  un  centre  mobile  D  des  forces.  Ce 
qu'il  fallait  demontrer. 

§  2.  La  demonstration  du  theoreme  I  contient,  en  meme  temps, 
la  demonstration  du 

Theoreme  11.  Le  centre  d'attraction  dans  le  probleme 
des  trois  corps  se  trouve  dans  le  centre  de  gravite  des  masses 
fictives  et  variables  m^a^,  m^ß^,  n^y^  qu'on  aurait  placees  re- 
spectivement dans  les  points  1^  2y  3  oü  se  trouvent,  reelle- 
ment,  les  masses  ni^y  m^y  m^. 
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On  a  donc  (an  trois  dimensions)  pour  les  coordonnees  rectangu- 
laires  du  centre  D  d'attraction,  dans  le  probleme  des  trois  corps^  les 
formules: 

^^  nh^^  +  ^ß'^  +  ^r^ 

(^o\  ..  ^  ^i«'yi+t>»>p'y, +  »>»8y'y3 

n  n  « =  *3  «'gl  +  w,p»g,  +  w,y»g, 

En  posant^  pour  abr^ger: 

(12)  m,a^  +  m,ß' +  ni^y^  ^  o 

(13)  mitt^Xi  +  m^ß^x^  +  m^y^x^  -  6 

(14)  Wia'yi  +  mj/S»y,  +  w,y»y,  =  rj 

(15)  mia'jeri  +  Wj/S^jer,  +  m^y^/s^  -=  S, 

on  peut  donner  aux  formules  (9),  (10)  et  (11)  la  forme: 

(16)  0.  =  ! 

(18)  e  =  -^. 

§  3.  Les  equations  differentielles  du  probleme  des  trois  corps, 
d'apr^s  nos  notations^  sont: 

r»  "^  /3»  <it*  '  y»  "*"  j3»  "       ""  d**  ' 

■y»  "*"  /3'  ""  rf««  ' 

'»s(^s  — ^i)   ,    m^(a;^— g,)  _  d^       ^(Vj—yt)  _,    »K  (yi  —  yi)  _  ^Vi 
a»        "  "^  y*  "~   d^*  '  a»~         "^  V  ^   dt^  ' 


WsJ^s  —  g»)    I    »hili  — i«)  _  ^?«  . 


a»  ^  y»  d(«  ' 

_  ys)  ,  ^«(yi.-ys)     ^'y 

/3»  ^  a»  dt*  '  /3»  "^         ~a»  "  dt* 


^1  (^  —  a:>)  ,  m,  (a;,  —  x^)  _  d^      m^  (yi  —  ys)   ,  ^«  (yi_~  y»)      ^'y» 


*>>i(gi  — g»)  1  »»«(gijrfs)  _  l*f8 

/3»  -t-  „8  -  dt»  ' 

La  premifere  de  ces  9  equations  peut  ötre  facilement  transformee  en 

m^ß\x,  -  X,)  +  m^y\x^ "~  ^i)  ^  ^  ^'>''- 
Ce  qui  prend,  en  raison  des  (12)  et  (13),  la  forme: 
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et^  en  raison  de  (16)^  la  forme: 

On  transforme  de  la  meme  maniere  les  autres  8  equations^  et  on  a: 

(a;-;r>  =  a'/3»^,     (y-y,)a,  =- «T$^,     (^  -  ^.)«. -=  «»^»^  • 

Cette  forme  des  equations  differentielles  du  problfeme  des  trois 
Corps  et  la  notion  du  centre  d'attraction  pourraient  etre  utiles  pour 
la  recherche  des  Solutions  particuliferes  du  probl^me. 


Verh.  d.  in.  Inianiftt.  Mftthem.-]Congr.   Heidelberg  1904.  2^ 


Sur  la  rösolution  qualitative  du  problfeme  restreint 
des  trois  corps. 

Von 
T.  Lbvi-Civita  aus  Padua. 

Je  yais  resumer^  en  cansant  et  commentant  en  peu,  le  contenu 
d'un  memoire^  qni  paraitra  prochaineinent  sous  ce  m^me  titre  dans  les 
,^Acta  Mathematica^^  de  M.  Mittag-Leffler. 


Dans  le  probleme  des  trois  corps  (points  materiels  S,  J,  P,  qui 
s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton)  les  forces  et  par  consequent  les 
^quations  dififerentielles  du  monvement  se  comportent  d'une  &9on  ana- 
lytique  reguliere;  tant  que  les  positions  des  trois  points  sont  distinctes. 

D'apres  cela  il  est  pr^sque  evident  qu'il  ne  peut  j  avoir  autre 
raison  de  singularite  pour  le  mouvement  en  dehors  de  la  circonstance 
que  deux  des  trois  corps  (ou  tous  les  trois)  se  rapprochent  inde- 
finiment. 

Plus  prfeisement  M.  Painlev^*)  a  demontre  que,  ä  partir  des  con- 
ditions  initiales  donnees,  des  singularites  peuvent  se  presenter  alors 
seulement  qu'une  au  moins  des  distances  mutuelles  tend  yers  zero  pour 
t  convergent  yers  une  yaleur  finie  t^. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  r^sultats  r^cents  de  M.  Mittag-Leffler 
sur  la  representation  des  branches  uniformes  des  fonctions  analjtiques 
permettent  d'affirmer  que: 

Dans  le  probleme  des  trois  corps,  les  coordonnees  sont  ezpri- 
mables,  en  tout  cas  et  pendant  toute  la  duree  du  mouyement, 
par  des  series  jouissant  des  propriet^s  fondamentales  des  s^ries  de 
Taylor. 


•)   Voir   8PB   ,Jie9on8   etc.,   professäes  ä  Stockhohn",    chez   A.    Hermann, 
Paris  1897,  page  588. 
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Soit  en  efiEet  x  une  quelconque  de  ces  coordonnees.  D'apres  la 
conclusion  de  M.  Painleve,  rappelee  tout-a-Fheure,  la  fonction  x(t) 
raste  r^gulifere  pour  toutes  les  valeurs  de  t  qu'il  y  a  lieu  de  consi- 
d^rer:  savoir^  de  rinstant  initial  t^  jusqu'a  rinfini  dans  le  cas  gen^ral, 
oü  11  n'j  a  pas  de  choc  au  bont  d'nii  temps  fini;  de  ^q  ä  ^  (ce  der- 
nier  instant  exclu)^  lorsque  le  choc  intervient.  Dans  les  deux  cas^  les 
intervalles  de  Taxe  reel  (^o,  oo),  (t^,  tj)  sont  interieurs  a  Tetoile  de 
M.  Mittag-Leffler  se  rapportant  au  point  t^.  Les  equations  du  mou- 
vemeut  foumissent  d'ailleurs^  en  fonction  des  donnees  initiales,  les  de- 
rivees  successives  de  la  fonction  x(t)  au  centre  t^  de  Tetoile.  II  suffit 
donc  de  construire^  en  se  servant  de  ces  valeurs,  un  des  developpements 
indiques  par  M.  Mittag-Leffler  pour  en  tirer  une  expression  de  x(t) 
embrassant  toute  la  dur^e  du  mouvement. 

On  peut  'dire  que  le  problfeme  est  resolu.  Mais  (tout  en  restant 
dans  le  terrain  theorique,  oü  Ton  fait  abstraction  de  la  complexite  des 
moyens  employes)  ce  n'est  pas  une  resolution  complete.  Elle  est,  pour 
ainsi  dire,  aridement  quantitative,  et  ne  nous  laisse  pas  apercevoir  la 
nature  du  mouvement. 

A  ce  point  de  vue  se  pose  d'abord  la  question  de  la  pr^vision  des 
chocs:  conditions  ä  remplir  par  les  circonstances  initiales  pour  que 
deux  des  trois  corps  ou  tous  les  trois  se  choquent  au  bout  d'un 
temps  fini. 

La  premi^e  partie  de  cette  question,  dont  je  m'etais  occup^  pour 
le  cas  particulier  du  probleme  restreint*),  vient  d'etre  briUamment  dis- 
cutee  par  M.  Bisconcini  dans  un  memoire,  qui  va  paraitre  dans  les 
„Acta  Mathematica".     La  seconde  attend  encore  une  reponse. 

Mais,  lors  meme  qu'on  en  possederait  une,  il  ne  serait  pas  encore 
permis  de  tirer  des  consequences  astronomiques. 

En  efPet  les  corps  Celestes  ne  sont  pas  des  points  materiels,  et  11 
est  loisible  de  les  traiter  ainsi  pourvu  seulement  que  leurs  dimensions 
soient  negligeables  par  rapport  aux  distances,  c'est-ä-dire  (dimensions 
et  degre  d'approximation  etant  donnäs)  pourvu  que  leurs  distances  ne 
desrendent  pas  au  dessous  d'une  certaine  limite  £.  A  cette  condition 
seulement  les  conclusions  mathematiques  seront  acceptables. 

En  l'espece,  pour  pouvoir  af firmer  qu'ä  partir  d'un  ^tat  initial 
donne  le  mouvement  se  poursuivra  r^gulierement  quel  que  soit  t,  il 
faudra  ^tre  certain  que  les  distances  mutuelles  restent  superieures  a 
r£  susdit. 


•)  „Traiettorie  singolari  ed  urti  iiel  problema  rietretto  dei  tre  corpi",  Annali 
di  Matematica,  Ser.  III,  T.  IX,  1908. 

26* 
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Reconnaitre  d'ayance  sur  les  donnees  initiales  quand  il  en  est  bien 
ainsi,  voila  le  but  essentiel  du  cote  qualitatif  de  notre  probleme. 

J'ai  r^ussi  a  faire  im  petit  pas  pour  le  cas  particulier  du  pro- 
bleme restreint. 

II  est  a  peine  necessaire  de  rappeler  que  ce  cas  particulier  est 
caract^rise  par  les  conditioDS  suiyantes: 

la  masse  de  P  est  negligeable  et  n'exerce  par  consequent  aucune 
influence  sur  le  mouvement  des  deux  autres  corps  S  et  «7- 

ce  mouvement  (qui,  d'apres  la  premiere  hypothese,  doit  cor- 
respondre  a  une  Solution  du  probleme  des  deux  corps)  est  le  plus 
simple  possible^  savoir  S  et  J  toument  uniformement  autour  de  leur 
centre  de  gravite  0;  le  corps  P  se  meut  (initialement  et  par  suite 
ä  tout  instant)  dans  le  plan,  qui  contient  les  deux  orbites  circu- 
laires  de  S  et  de  X 

On  est  ramene  de  la  sorte  a  un  probleme  avec  deux  degres  de 
liberte:  Mouvement  plan  d'un  point  P  soumis  ä  Tattraction  newtonienne 
des  deux  centres  (mobiles)  S  et  J, 

Pour  rendre  la  notation  aussi  simple  que  possible  il  convient 
d'adopter: 

la  distance  constante  SJ  comme  unite  de  longueur; 

la  somme  des  masses  des  deux  corps  S  et  J  comme  unite  de 
masse:  (i  ^tant  alors  la  masse  de  J,  celle  de  S  sera  v^l  —  fi] 

Tunite  de  temps  de  fa^on  que  la  yitesse  de  la  rotation  de  la 
droite  SJ  autour  de  0  soit  1. 

Dans  ces  conditions  la  constante  de  gravitation  universelle  a  la 
valeur  1^  et  le  potentiel  des  forces  agissantes  sur  l'unite  de  masse 
de  P  est 

l  +  ÜL 

en  d^signant  par  r  la  distance  PS,  par  ^  la  distance  PJ. 

Bapportons  la  position  de  P  k  des  axes  mobiles  x,  y,  ajant 
Torigine  en  S,  et  SJ  pour  direction  positive  de  x. 

Soient  d'autre  part  p  et  q  les  composantes  de  la  vitesse  h^lio- 
centrique  de  P,  c'est-ä-dire  de  la  vitesse  rapportee  a  un  Systeme  de 
direction  invariable  (ce  qui  n'est  pas  x,  y\  ayant  Torigine  en  & 

On  reconnait  aisement  —  je  ne  vous  entretiendrai  pas  avec  des 
passages  tout-ä-fait  elementaires  r-  que  les  ^quations  du  mouvement 
de  P  peuvent  etre  present^s  sous  la  forme  canonique  suivante: 
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dx      dF 

di~  dp' 

dy      dF 
dt''  dq' 

dp           dF 

dt  ~      'dx  ' 

dq            dF 
dt"       dy' 

(I) 

pourra  qu'on  pose: 

Gomme  F  ne  contient  pas  t,  le  Systeme  (I)  admet  Tintegrale  Evi- 
dente (dite  de  Jacob i)  F=  const.,  que  j'ecrirai 
(1)  F^-C; 

par  cette  meme  independence  de  t,  la  m^thode  d'integTation  de  Jacobi, 
appliquee  au  Systeme  (I)^  eonduit  ä  enyisager  (1)  comme  une  equation 
aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  a  une  fonction 
inconnue  W  d'aprfes  les  positions 

Ceci  bien  pose,  rattaehons-nous  aux  remarques  precedentes,  d'aprfes 
lesquelles  le  mouyement  se  poursuit  reguli^rement  tant  que  les  distances 
ne  tendent  pas  yers  zero. 

Dans  le  cas  actuel,  SJ  restant  constante,  il  y  a  lieu  de  se  pre- 
occuper  seidement  de  la  circonstance  que  P  se  rapproche  indefiniment 
d'un  de  ces  deux  points.  II  suffit  d'ailleurs  d'en  enyisager  un,  S  par 
exemple,  puisque  le  role  de  Tautre  est  absolument  identique  et  les  con- 
clusions  seraient  par  suite  les  m^mes. 

Je  me  suis  pourtant  proposE  Tetude  des  trajectoires  du  Systeme 
(c'est-a-dire  des  courbes  decrites  par  le  point  P,  rapportfes  aux  axes 
X,  y)  dans  une  r^gion  suffisamment  petite  entourant  le  centre  S. 

Les  equation  s  (I)  presentent  des  singularites  en  S,  qui  proyiennent 

du  terme  —  de  i^  (et  de  ce  terme  seulement). 

n  en  est  de  meme  de  l'equation  de  Hamilton-Jacobi 

enyisag^e  comme  Equation  aux  deriyees  partielles  en  TF.  Mais  eile  peut 
ötre  rEgularisee  (ce  qui  reussit  d'ailleurs  meme  pour  le  Systeme  diflfe- 
rentiel  (I)).  J'entends  par  lä  qu'on  peut,  par  un  changement  conyenable 
de  yariables  independantes^  faire  disparaitre  la  singularite. 

n  suffit  d'ayoir  recours  a  la  transformation  (conforme ) 
(3)  '       x  +  iy  «  (S  +  irif 

pour  que^  apr^s  ayoir  chassE  d'une  part  et  d'autre  le  dEnominateur 
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requation  (1)  prenne  la  forme  (par£aitement  reguliere  au  point  |  =  ly  ^  0) 

Par  la  meme  transformation  les  formales  (2)  deviemieiit 

La  regularite  de  (T)  est  la  elef  de  voüte  de  ce  qui  va  suivre. 

On  comprend  en  eiFet  qu'il  n'j  a  desormais  plus  de  difßculte  ä 
etablir  Texistence  d'une,  et  meme  d'une  infinite  d'integrales  de  (1'), 
holomorphes  au  point  S,  et  completes^  c'est-ä-dire  contenant^ 
outre  C,  une  seconde  constante  essentieUe  a. 

L'integrale,  que  j'ai  consideree^  a  la  forme 

W  =  ySv  (g  cos  a  +  iy  sin  a)  +  •  •  • , 

les  termes  non  ecrits  etant  d'ordre  superieure  au  premier  par  rapport 
ä   I,  ??. 

En  glissant  sur  les  details  de  demonstration^  j'arriye  au  resultat 
principal: 

C'est  que  T^quation  (formee  d'apr^s  la  methode  de  Jacobi) 

oü  ß  designe  une  nouvelle  constante,  est  apte  ä  representer  (sous  forme 
evidemment  holomorphe)  tous  les  arcs  A  de  trajectoire  possibles  au 
voisinage  de  Ä  D'une  fa9on  plus  precise,  on  peut  delimiter  autour 
de  S  un  certain  domaine  D  (dependant  de  la  constante  C),  tel  que,  si 
P  pen^tre  dans  D^  son  mouyement  a  lieu  n^cessairement  sur  une  des 
courbes  (11). 

La  nature  analjtique  de  W  permet  de  tirer,  presque  en  corollaires, 
les  conclusions  suivantes: 

Aucun  des  arcs  Ä  ne  peut  se  rapprocher  indefiniment  de  S  sans 
le  rejoindre  jamais;  c'est-ä-dire  tout  arc  Ä  ne  passant  pas  exactement 
au  point  S  en  reste  ä  une  distance  finie.  La  moindre  distance  d  du 
point  5  ä  un  arc  A  peut  etre  exprimee  en  fonction  (uniforme  ä  Tin- 
t^rieur  de  D)  d'un  quelconque  des  ^tats  de  mouvement  de  P  sur  l'arc. 
Ou  bien  ^  «=»  0;  c*est  la  condition  du  choc.  Ou  bien  ^  >  0.  On 
peut  affirmer  que,  sur  Tarc  A,  le  mouvement  se  poursuit  re- 
gulierement.  Si  en  surplus  <^  >  c,  il  sera  permis  d'attribuer  un 
sens  physique  au  resultat  math^matique. 

Rien  n'autorise  toutefois  des  pr^visions  ä  longue  ech^anche  {d  >  6, 
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ni  memo  d  >  0,  quel  que  soit  t).  C'est  une  remaxque  essentielle;  que 
je  dois  ä  Tobligeance  de  M.  Phragm^n.  On  con9oit  en  effet  qu'on 
puisse  bien,  en  suiyant  nne  trajectoire  d^terminee,  sortir  de  D  le  long 
d'un  arc  Ä  et  j  rentrer  le  long  d'un  arc  different  Ä\  et  ainsi  de 
suite^  ayec  des  nouveaux  d  ayant  meme  z^ro  pour  limite  införienre.  II 
arriye  sans  doute  —  et  on  peut  le  constater  dejä  dans  les  cas  elemen- 
taire^  oü  la  masse  /i  de  J  serait  nxdle  —  qu'une  trajectoire  penetre 
successivement  dans  D  par  une  serie  ind^finie  de  arcs  Ä,  qxd,  tont  en 
^tant  en  continuation  analytique^  se  presentent  ä  Tinterieur  de  D 
comme  des  elements  distincts.  Quant  ä  la  limite  inferieure  des  d,  je 
n'en  puis  rien  dire.  Tous  mes  efforts  dans  cette  direction  ont  com- 
pletement  Schönes. 

II  n'en  reste  pas  moins  un  resultat  positif  se  rapportant  ä  la  re- 
gion  D:  Si  ^  >  6  il  n'y  a  rien  a  craindre  actuellement  du  voisinage 
de  S.  Seuls  des  rapprochements  nouveaux  (c'est-ä-dire  pr^cedes  par 
des  sorties  de  D)  pourraient  devenir  dangereux. 


II  m'importe  de  prevenir  une  objection. 

Je  yais  d'abord  la  sugg^rer  par  les  remarques  suiyantes: 

Toutes  les  trajectoires  d'un  certain  domaine  D  autour  de  S  (sub- 

ordonne   ä  la  yaleur  de  C)  peuyent  etre  representees  —  ayons-nous 

dit  —  sous  la  forme 

le  premier  membre  dependant  ie  i,  rj,  C,  a. 

Les  composantes  p,  q  de  la  yitesse  du  mobile  au  point  quelconque 
^,  rj  d'une  de  ces  trajectoires  sont  donnees  par  les  formules  (2^). 

Imaginons  de  tirer  de  ces  formules  0  et  a  en  fonction  de  p,  q 

dW 
(g  et  rj)y  et  faisons  la  Substitution   dans  ^  ;   de  meme   exprimons-y 

I;  ij  ä  Taide  de  x,  y, 

On  obtient  en  definitive  une  yeritable  integrale  des  equations  dif- 
f^rentielles  du  mouvement 

f{Xj  y,  p,  q)  =  ß. 

On  demontre  sans  peine  qu'une  teUe  integrale  ne  coincide  point  avec 
i^=  const.,  et  est  bien  uniforme  (et  holomorphe)  au  voisinage  d'un 
quelconque  des  etats  de  mouvement  (a:,  y,  p,  q)  possibles  ä  l'interieur 
de  D  (le  point  S  6tant  seulement  excepte).*) 

**)  On  veut  dire  par  lä  qne,  ponr  nn  quelconque  de  ces  ^tats,  soit  (a;^,  y^, 
l'«!  9o)i  ^  eziste  un  domaine  non  nul  (de  Tespace  analjtique  x^y^p^q  autour 
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Yoici  maintenant  Tobjection  ä  laquelle  je  faisais  aUusion: 

L'existence  d'une  integrale  uniforme^  auire  que  F »  const.,  est  en 
contradiction  avec  im  resultat  bien  connu  de  M.  Poincare. 

A  la  verit^  la  contradiction  n'existe  pas^  et  on  le  met  au  jour 
bien  simplement  en  ajant  ^gard  anx  limites  de  ralidit^  du  th^or^me 
de  M.  Poincare.  On  j  etablit  la  non-existence  d'int^grales  uniformes 
par  rapport  aux  variables  k^pleriennes^  ce  qui  implique  Tuni- 
formite  au  voisinage  de  tous  les  ctats  de  mouyement  {x,  yj  p,  q),  qui 
appartiennent  a  une  meme  orbite  osculatrice  (elliptique). 

On  ne  peut  pas  exclure  d'apres  ce  th^oreme  Texistence  d'integrales 
uniformes  pour  quelque  portion  de  l'orbite  seulement^  ni  non  plus  au 
Yoisinage  de  quelque  etat  non-elliptique. 

Notre  integrale 

qui  est  uniforme  dans  le  domaine  Dy  se  trouve  precis^ment  dans  Tune 
ou  dans  Tautre  de  ces  conditions. 


J'ai  Sans  doute  abuse  de  votre  bienveillante  attention  et  je  m'em- 
presse  ä  prendre  conge  en  exprimant  une  pr^somption  personnelle. 

Je  pense  qu'il  doit  bien  r^ussir  (et  par  des  moyens  simples^  comme 
on  vient  d'en  avoir  exemple)  de  regulariser  F^quation  de  Hamilton- 
Jacobi^  meme  pour  le  probl^me  g^neral  des  trois  Corps. 

On  j  puisera  peut-etre  une  confiance  bienfaisante  pour  des  nouvels 
efforts  tendant  a  parfectionner  de  plus  en  plus  les  m^thodes  d'approxi- 
mation  quantitative. 


des  valeors  x^^  Vo^ Po*  9o)  tel  qne,  lorsqu'on  se  donne  dans  ce  domaine  trois  des 
qnantit^s  x^y^p^q^  la  qnatri^me  reste  d^termin^e  sans  ambigoit^  par  la  rela- 
tion  f^ß. 


Ein   einfaches  Beispiel   einer   stationären   und   rotationslosen 
Bewegung   einer  tropfbaren  schweren  Flüssigkeit  mit  freier 

Begrenzung. 

Von 
J.  Weingarten  aus  Freiburg  i.  B. 


Unter  den  stationären  Bewegungen  einer  inkompressiblen  reibungs- 
losen Flüssigkeit,  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  zukommt,  sind 
diejenigen  einer  Darstellung  am  zu^mgUchsten,  bei  denen  das  Ge- 
schwindigkeitspotential nur  von  zweien  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
Xy  ffy  js  eines  bewegten  Teilchens  abhängt.  Sind  x  und  y  diese  Ko- 
ordinaten, so  bewegen  sich  alle  Teilehen  in  Parallelebenen  zur  Ebene 
der  (Xy  y)j  und  jeder  Funktion  der  komplexen  Variablen  x  +  yi  ent- 
spricht eine  gewisse  stationäre  Flüssigkeitsbewegung,  so  wie  umgekehrt 
jeder  rotationslosen  Bewegung  eine  zugehörige  Funktion  von  x  -\-  yi. 

Wenn  durch  u  und  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  eines  be- 
trachteten Teilchens  nach  den  Achsen  bezeichnet  werden,  so  folgen  aus 
der  Kontinuitätsgleichung  und  der  Bedingung  der  Rotationslosigkeit  der 
Bewegung  die  Gleichungen: 

welche  die  nachstehende  zur  Folge  haben: 

(u  —  vi)  (dx  +  idy)  =  df{x  +  yi)  —  ^(9?  +  ^i), 
die  selbst  wiederum  zu  den  Gleichungen: 
(3)  ^  +  ^i^f{x  +  yi)y  (4)  u^vi^f{x  +  yt) 

fahrt,  in  denen  f{x  +  yi)  eine  beliebige  Funktion  von  x  4-  yi  he- 
zeichnei  Die  Funktion  q>  der  Variablen  Xj  y  gibt  das  Geschwindig- 
keitspotential der  Bewegung  an. 

Wir  werden  voraussetzen,  daß  die  bewegte  Flüssigkeit  in  ihrem 
Inneren  nur  durch  die  Schwere  angegriffen  sei,  und  durch  g  die  Acce- 
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leration  der  Schwere,  durch  y  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Flüssig- 
keit bezeichnen. 

Wenn  der  Achse  der  x  die  Richtung  der  Schwere  beigelegt  wird, 
so  lauten  die  Eulerschen  Bewegungsgleichungen: 

^t»   ,       ^tt  g  dp  dv    .       dv  g  dp 

dx  ^       dy      ^        y  ox'  dx  *      dy  y  dy 

Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  (2)  ergibt  sich  aus  ihnen: 

(5)  p  =  Konst.  +  ya?  -  2  ^  {u^  +  t;«), 

durch  welche  Gleichung  der  Druck  in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit 
bestimmt  ist,  falls  er  in  einem  Punkte  gegeben  wird. 

Die  Stromlinien  der  Flüssigkeit  ergeben  sich,  wie  bekannt,  aus  der 
Gleichung  ^  =  Konst. 

Sollen,  vermöge  der  Funktion  f{x  +  yi\  Bewegungen  dargestellt 
werden,  bei  denen  die  Flüssigkeit  eine  ruhende  Atmosphäre  von  ge- 
gebenem Druck  Pq  zur  teilweisen  Begrenzung  hat,  so  muß  diese  Grenze 
mit  einer  Stromlinie  (oder  dem  Stück  einer  solchen)  zusammenfallen. 
Die  Funktion  /(a?  +  yi)  =  q?  +  ^i  muß  alsdann  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, daß  für  p  =  l>o  ^^^  Funktion  ^  in  eine  Konstante  übergeht. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel,  bei  welchem  diese  Bedingung  erfÖUt 
wird,  bietet  die  Funktion 

f{x  +  yi)  =  yV^^rcosa  e«  "*(a?  +  yiy  =  9?  -f  ^i 

dar,  in  welcher  a  einen  zwischen  0  und  ^tc  beliebig  gewählten  Winkel 
bezeichnet.     Unter  dieser  Annahme  wird: 

s  1 

■~at 


f(x  +  yi)  =  y^g cos  «  e^     {x  +  yiy  =«  m  —  vi. 

Ersetzt  man  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  durch  die 
Substitutionen  x  =^r  cos  ö,  y  =  r  sin  0 ,  so  bestimmen  sich  das  Ge- 
schwindigkeitspotential 9?,  die  Funktion  ^  und  die  Geschwindigkeits- 
komponenten Uy  V  durch  die  Gleichungen: 

9?  =  -r-  y^9  cos  a  r  *  cos  -^^ — -, 


(6) 


t  =  —y2gQ0^a  r^  sm        J   % 
ti  =      y2g  cos  a  r  ^  cos  —y— 7 
t;  =  —  Y2g  cos  a  r *  sm  — ~ 
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Aus  den  letzten  zwei  Gleichungen  folgert  man: 
w*  -f  v*  «=  2 gr  cos  a 
und  damit  aus  Gleichung  (5): 
(7)  P  ^  Po  +  y^  (cos  0  —  cos  a), 

wenn  p^  den  Druck  im  Anfangspunkte  der  Koordinaten  angibt,  der  sich 
auch  als  der  freien  Flüssigkeitsbegrenzung  angehörig  ergeben  wird. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (6)  zeigt  nämlich,  daß  die  Funktion 
il^   verschwindet   für   alle   Punkte ,    in    denen   0    den   Wert   —  a   oder 

2  Ä  .  

—  a  +  -„  annimmt,  d.  h.  in  den  Schenkeln  eines  Winkels  von  120®, 
der  zum  Scheitel  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  hat.  Der  eine 
in  die  Seite  der  negativen  y  zeigende  Schenkel  ist  unter  dem  Winkel 
a  geg^n  die  o;- Achse  geneigt,  währencT  der  andere  Schenkel  in  die 
Seite  der  positiven  y  zeigt.  Die  gebrochene  Linie,  welche  diesen 
Winkel  darstellt,  ist  daher  eine  Stromlinie.  Wir  setzen  voraus,  daß 
bewegte  Flüssigkeit  sich  nur  im  Innern  dieses  Winkels  befinde.  Als- 
dann wird  für  alle  Punkte  in  der  Flüssigkeit  die  JWktion  ^  von  posi- 
tivem Werte  und  verschwindet  nur  an  der  durch  die  Winkelschenkel 
selbst  gegebenen  Begrenzung. 

Die  Stromlinien  der  Flüssigkeit  sind  alsdann  durch  die  Gleichung 

I    .      8(e  +  a^        ^ 

r*  sm  -^Y —  ™  ^ 

bestimmt,  in  welcher  C  eine  positive  Konstante  bezeichnet.  Im  Un- 
endlichen wird  für  jede  Stromlinie  der  Winkel  0   entweder  —  a  oder 

—  ör  +  -T-  •  Alle  Stromlinien  nähern  sich  daher  im  Unendlichen  den 
Schenkeln  des  begrenzenden  Winkels  asymptotisch  und  ähneln  in  der 
Form  Hyperbelzweigen  vom  Asymptotenwinkel  120®,  mit  denen  sie 
auch  die  Symmetrie  gegen  die  Halbierungslinie  dieses  Winkels  gemein 
haben.  Man  bemerkt  femer,  daß  die  Wahl  des  Winkels  a  weder  die 
Form  der  Stromlinien,  noch  die  Form  der  Äquipotentialkurven  beein- 
flußt, sondern  nur  ihre  Lage  durch  eine  Drehung  um  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten. 

Wir  wollen  femer  eine  der  Stromlinien,  diejenige  für  welche 
C  «=  Co,  längs  einer  festen  Wand  verlaufend  denken,  diese  Wand  als 
eine  weitere  Begrenzung  der  Flüssigkeit  auffassen,  und  durch  zwei  der 
a;y- Ebene  parallele  Wände  diese  Begrenzung  vervollständigen.  Alsdann 
besteht  die  gesamte  Begrenzung  der  Flüssigkeit  aus  einer  nach  der 
Leitlinie  von  der  Gleichung: 

r»  sm-^^^- Co 
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geformten    zylindrischen  Fläche^    den  beiden  Ebenen^   deren  Spuren  in 

der  a;y- Ebene  durch  die  Schenkel  ö  «  —  a  und  ö  =  —  a  +  —  gebildet 

werden,  und  den  beiden  der  letzteren  Ebene  parallelen  Wänden.  Die 
Formel  (7)  zeigt  alsdann,  daß  in  derjenigen  Ebene,  deren  Spur  durch 
ö  =  —  a  gegeben  wird,  der  Druck  p  überall  konstant  und  gleich  p^ 
wird.  Diese  Ebene  wird  daher  eine  freie  Grenze  gegen  eine  ruhende 
Atmosphäre  vom  Druck  p^  bilden. 

2  % 

Die  zweite  Ebene,  deren  Spur  durch  ö  =  — a+-^  bestimmt  ist, 
hat  dagegen  nicht  die  Eigenschaft  in  allen  Punkten  den  nämlichen 
Druck  zu  zeigen,  sondern  ihr  entlang  muß  die  Strömung  längs  einer 
festen  Wand  erfolgen.  Erst  am  Anfangspunkte  der  Koordinaten  geht 
sie  in  eine  freie  über,  allerdings  mit  der  Geschwindigkeit  Null  be- 
ginnend. 

Nur  in  dem  Falle,    daß   für  den  Winkel  a  der  Wert  y  gewählt 

wird,  ist  auch  diese  zweite  Ebene  der  Gleichung  (7)  gemäß  eine  Fläche 
gleichen  Druckes  p^y  also  ebenfalls  freie  Grenze.  Die  Leitlinie  der 
festen  Zylinderfläche  hat  alsdann  die  Gleichung 

r«  cos   2  ^  Co. 

In  diesem  Falle  bewegt  sich  die  Flüssigkeit  in  einem  Bett  von 
rechteckigem  Querschnitt  mit  zylindrischer  gekrümmter  Bodenflsiche  der- 
art, daß  ihre  freie  Oberfläche  die  Form  eines  Daches  mit  einem  Winkel 
von  120<»  besitzt. 

In  dem  First  dieses  Daches  ist  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeits- 
teilchen Null;  in  der  nach  der  positiven  Seite  der  y  liegenden  Dach- 
fläche steigen  die  Teilchen  geradlinig  und  gleichförmig  verzögert  aiif, 
bis  zum  First,  während  sie  auf  der  entgegengesetzten  Seite  gleichförmig 
beschleunigt  herabstürzen.  Es  tritt  der  eigentümliche  Fall  ein,  daß  die 
freie  Oberfläche  eine  scharfe  Kante  zeigt. 

Es  wäre  vielleicht  möglich  eine  derartige  Wasserbewegung  an- 
näherungsweise darzustellen.  In  weiter  Entfernung  von  dem  First  der 
freien  Oberfläche  ist  die  Tiefe  der  Flüssigkeit  in  ihrem  Bett  sehr  klein, 
dagegen  die  Geschwindigkeit  sehr  groß  und  vom  Werte  Yffr.  Durch 
eine  der  Tiefe  entsprechende  Eintrittsöffnung  würde  sich  aus  einem 
Reservoir  mit  passender  Druckhöhe  das  Wasser  mit  der  erforderten  Ge- 
schwindigkeit und  Richttmg  in  den  nach  der  angegebenen  Leitlinie  ge- 
formten Kanal  hineintreiben  lassen,  und  wenn  es  gelänge  einen  statio- 
nären Zustand  herbeizuführen,  so  müßte  dieser  angenähert  dem  theo- 
retischen Falle  entsprecheiv 
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Andere  Annahmen  über  die  Größe  des  Winkels  a  bieten  unter- 
geordnetes Interesse.  Bei  der  Wahl  ck  »  0  würde  zwar  die  freie  Grenze 
der  Flüssigkeit  durch  eine  yertikale  Ebene,  in  der  die  Flüssigkeit 
nach  den  Fallgesetzen  hinuntertropft^  gebildet  sein.  Aber  eine  solche 
Bewegung,  wie  sie  die  obigen  Formeln  ergeben,  konnte  nicht  in  der 
gesamten,  wie  angegeben,  begrenzten  Flüssigkeit  statthaben,  da  in 
dem  Gebiete  groBer  Werte  von  r  der  Druck  wesentlich  negativ  aus- 
fallen würde.     Nur  wenn  dem  Winkel  a  der  Wert  ~  oder  ein  größerer 

Wert  beigelegt  wird,  bleibt  es  ausgeschlossen,  daß  in  einem  Teile  des 
Flüssigkeitsgebietes  der  Druck  negativ  ausfällt.  Alsdann  ergibt  sich 
für  die  freie  Grenze  der  Müssigkeit  eine  schiefe  Ebene,  welche  unter 
einem  geringeren  Winkel  als  30®  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  ist, 
an  welcher  die  Flüssigkeitsteilchen,  den  Gesetzen  der  schiefen  Ebene 
folgend,  herabfließen,  während  eine  zweite  schiefe  Ebene  als  feste  Wand 

auftritt.  In  dem  Grenzfalle  a  =  y  ä  würde,  wie  zu  erwarten,  Bewegung 
nicht  auftreten 


Sur  les  dotm^es  aux  limites  dans  les  6quations  aux  d6riv6es 
partielles  de  la  physique  math6matique. 

Von 
J.  Hadamard  aus  Paris. 

Parmi  les  dififerents  Bjetöines  de  conditions  par  lesquels  on  peut 
determiner  une  Solution  d*une  equation  lineaire  aux  d^riyees  partielles 
du  second  ordre  (nous  nous  bornerons  ici  ä  de  telles  equations),  deux 
seulement  ont  ete  consideres  pendant  longtemps  par  les  geometres. 

L' Analyse  en  impose  un,  le  probleme  de  Cauchy,  celui  dans  le- 
quel  on  donne^  tont  le  long  de  la  fronti^re  du  domaine  que  Ton  con- 
sid^re^  la  fonction  inconnue  z  et  Tune  de  ses  derivees  premi^res  (ce 
qui  revient  ä  les  donner  toutes). 

Les  applications  physiques  peuvent  egalement  conduire  au  pro- 
bleme de  Caucliy,  pour  des  Equations  du  type  hyperbolique:  c'est  ce 
qui  arrive  lorsqu'on  etudie  le  mouvement  d'un  milieu  ind^fini.  Mais 
elles  ne  conduisent  jamais  au  probleme  de  Caucliy  dans  le  cas  ellip- 
tique.  Dans  ce  cas,  le  premier  probleme  qui  se  soit  present^  aux  phy- 
sico-math^maticiens  est  celui  deDirichlet,  dans  lequel  on  donne,  sur 
une  surface  fermee,  les  valeurs  de  Tinconnue  seule.  Ils  se  sont  vite 
aperfus  qu'il  y  avait  Egalement  lieu  de  considerer  le  cas  oü  ce  n'etait 
pas  la  yaleur  de  Zy  mais  celle  d'une  de  ses  d^rivees  (la  derivee  nor- 
male) qui  ^tait  donnee  (probleme  hydrodynamique). 

11  y  a  d'ailleurs,  au  premier  abord^  contradiction  contre  les  resul- 
tats  rencontr^s  de  part  et  d'autre.  D'un  cote,  en  effet,  on  demontre  qu*on 
a  le  droit  de  se  donner^  sur  une  surface,  Tinconnue  et  une  de  ses  derivees 
et  que  le  probleme  ainsi  pose  est  possible  et  determine;  de  Tautre,  on 
constate  que  la  Solution  est  entierement  determinee  lorsqu'on  fixe  soit 
Fune,  soit  Fautre  des  deux  donnees  precedentes.  Cette  circonstance 
s'explique  P  par  la  diflference  qui  existe  entre  les  formes  des  frontiäres 
considerees  dans  Tun  et  Fautre  cas,  celles-ci  etant  les  unes  fermees,  les 
autres  ouvertes;  et  surtout  2®  par  ce  fait  que  le  rai'sonnement  general 
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d'oü  resulie  la  possibilite  du  probleme  de  Cauchy  suppose  les  donnees 
analjtiques,  cette  possibilite  cessant  en  fait  avec  Tanalyticite  des  donnees 
dans  le  cas  elliptique. 

Mais  il  s'en  faxit  que  les  deux  classes  de  probl^mes  dont  nous 
yenons  de  parier  soient  les  senles  auxquelles  on  puisse  avoir  affaire. 
EUes  correspondent  trfes  souvent,  au  contraire^  ä  des  cas  extr^mement 
particuliers  ou  möme  exceptionnels.  Par  exemple,  Tetude  des  mou- 
vements  d'un  liquide  limite  en  tous  sens  par  une  paroi  solide  conduit 
ä  se  poser^  relatirement  ä  une  fonction  harmonique  inconnue,  le  pro- 
bleme dit  bydrodynarnique^  celui  dont  nous  avons  parle  plus  haut. 
Mais  le  cas  d'un  liquide  renferme  dans  un  vase  enti^rement  clos  qu'il 
remplit  exactement,  ne  se  präsente  jamais:  on  a  toujours^  en  fait^  ä 
considerer  une  sur£Eice  libre.  On  se  trouve  alors  en  face  d'un  probleme 
notablement  different^  a  seryir  la  determination  d'une  fonction  harmo- 
nique par  les  valeurs  de  sa  derivee  normale  sur  une  partie  de  la 
frontiere  (la  paroi  solide)  et  Celles  de  Tinconnuc  elle-meme  sur  lautre 
partie  (surface  libre). 

De  tels  probl^mes,  que  Ton  peut  appeler  problemes  mixtes,  oü 
la  nature  des  donnees  difiFere  d'une  partie  ä  Tautre  de  la  frontiere^  se 
presentent  dans  toute  sorte  de  questions  analogues  relatives  aux  fonc- 
tions  harmoniques. 

Mais  les  equations  du  type  hyperbolique  appellent^  elles  aussi^  des 
observations  toutes  semblables.  Nous  ayons  dit  que  la  propagation 
d'un  mouyement  dans  un  milieu  indefini  conduisiEut  au  probleme  de 
Cauchy.  II  en  est  tout  autrement  dans  le  cas  d'un  milieu  limite,  — 
c'est  ä  dire  dans  le  cas  qui  se  presente  toujours  en  realite.  Si  on  tra- 
duit  analytiquement  le  probleme  physique  ainsi  pose,  on  est  conduit  ä 
considerer  un  domaine  (ä  quatre  dimensions)  limite  par  deux  sortes  de 
fronti^res.  Sur  les  unes,  on  se  donne  Tinconnue  et  sa  derivee;  sur  les 
autres,  Tinconnue  seule,  comme  U  arrivait  dans  le  cas  elliptique. 
C'est  donc  encore  ä  un  probleme  mixte  que  Ton  a  affaire. 

Toutefois,  ce  probleme  mixte  est  loin  d'etre  de  meme  nature  que 
le  premier,  et  il  serait  a  souhaiter  que  Ton  eüt  ä  sa  disposition  deux 
termes  differents  pour  les  designer.  Dans  un  cas,  en  effet,  on  n'a  nulle 
part  qu'une  donnee  ä  sa  disposition  (4  sayoir  soit  Tinconnue,  soit  une 
deriyee)  tandis  que  dans  Tautre,  il  est  une  partie  de  la  frontiere  oü  les 
deux  donnees  de  Cauchy  sont  connues. 

La  Solution  du  probleme  mixte  est,  pour  le  cas  elliptique,  assez 
analogue  ä  celle  du  probleme  de  Dirichlei  On  peut  le  ramener, 
comme  celle  de  Dirichlet,  ä  la  formation  dWe  fonction  de  Green 
(dependant  des  coordonnees  de  deux  points);  la  seule  difference  est  que 
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lea  cas  oü  cette  fonetion  de  Green  est  explicitement  connue  sont  trfes 
rares. 

Pour  le  cas  hyperbolique,  les  differences  sont  beanconp  plus  pro- 
fondes.  Comme  on  peat  le  prevoir  d'apr^  ce  qui  precede^  le  probl^me 
mixte  se  rapproche,  dans  une  certaine  mesure^  des  probl^mes  corre- 
spondant  au  cas  elliptique:  et^  en  effet^  la  difficulte  du  probleme  mixte^ 
beaucoup  plus  grande  que  celle  du  probleme  de  Cauchy^  proyient  de 
ce  que  la  Solution  depend  essentiellement  de  la  forme  du  do- 
maine^  ainsi  qu*il  arrive  pour  le  probläme  de  Dirichlet.  Rien  de 
pareil  ne  se  produisait  pour  le  probleme  de  Gauchy:  si^  par  exemple, 
on  considere  le  cas  de  deux  variables^  il  suffit^  comme  on  sait,  pK)ur 
resoudre  ce  probleme,  d'avoir  forme  la  fonetion  de  Riemann,  laquelle 
ne  depend  que  de  Tequation  et  non  de  la  courbe  qui  porte  les  donnees. 

Au  contraire,  pour  le  probleme  mixte^  j'ai  pU;  dans  un  trayail 
precedent*),  etablir  que  la  Solution  depend  d'une  sorte  de  fonetion  de 
Green  (definie  dans  le  travail  en  question)^  laquelle  dopend  a  la  fois 
de  r^quation  et  de  la  forme  de  la  courbe  kontiere.  II  est  d'ailleurs 
des  cas  (tels  que  le  probleme  de  la  propagation  de  Telectricite  dans  un 
cable  limite)  oü  cette  fonetion  de  Green  se  forme  tr^s  aisement. 


*)  Sur  un  Probleme  mixte  aux  däriv^es  partielles   (Bull.  Soc.  Math. 
Fr.  t.  XXXI,  1903). 


über  die  Mechanik  der  Elektronen. 

Von 
A.  Sommerfeld  aus  Aachen. 


Die  Elektronentheorie  als  der  jüngste  und  hoffiiungsvollste  Sproß 
der  mathematischen  Physik  darf  heutzutage  ein  ganz  besonderes  Inter- 
esse beanspruchen.  Bezeichnend  für  die  ihr  innewohnende  Kraft  ist 
die  folgende  Tatsache:  Als  Lorentz  die  Theorie  ausbaute,  war  sein 
Blick  wesentlich  auf  die  alten  optischen  Probleme  der  Aberration, 
der  Fr esn eischen  Mitfuhr ung  usw.  gerichtet.  Seitdem  ist  eine  Fülle 
neuer  wunderbarster  Tatsachen  von  der  experimentellen  Forschung 
ans  Licht  gefordert  worden,  das  Zeeman-Phänomen,  die  Röntgenstrahlen, 
die  Bequerelstrahlen.  und  bei  jeder  dieser  Entdeckungen,  die  von  dem 
ursprünglichen  Machtbereiche  der  Elektronen  fernab  zu  liegen  schienen, 
hat  die  Theorie  ein  erlösendes  Wort  zu  sprechen  vermocht;  sie  hat 
entweder  das  Rätselhafte  der  Erscheinungen  in  allgemeinen  Umrissen 
erhellt  wie  bei  den  Röntgenstrahlen,  oder  sie  hat  wie  bei  dem  Zeeman- 
Phänomen  und  den  Radiumstrahlen  ganz  bestimmte  zahlenmäßige  An- 
haltspunkte zur  Beurteilung  der  Erscheinungen  geliefert. 

Seit  Jahresfrist  war  ich  bemüht,  mir  einen  neuen  Zugang  zu  dieser 
Theorie  zu  bahnen;  meine  Ergebnisse  habe  ich  in  den  „Göttiager  Nach- 
richten"*) mitgeteilt. 

Zunächst  kam  es  darauf  an,  das  von  einem  Elektron  bei  beliebiger 
Bewegung  erregte  elektrische  und  magnetische  Feld  zu  berechnen,  was 
in  äußerst  einfacher  Form  gelingt.  Als  Probe  gebe  ich  die  Formeln 
für  den  besonders  einfachen  Fall  eines  gleichförmig  über  seine  Ober- 
fläche geladenen  Elektrons  an.  Das  skalare  Potential  O  und  das 
Vektorpotential  ?l  (oder  genauer  gesagt,  der  „Rotationsbestandteil"  des 
letzteren)  lauten: 


•)  Zur  Elektronentheorie,  Note  I  März  1904,  Note  II  Juli  1904;  die  Ergeb- 
nisse namentlich  der  Note  I  sind  vereinfacht  in  einer  Mitteilung  an  die  Amster- 
damer Akademie,  November  1904.     Proceedings  pag.  346. 

Yerh.  d.  UI,  Intexnat.  Mathem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  27 
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0  0 

£  =  Ladung  des  Elektrons  (in  elektrostatischen^  Heayisid eschen 
Einheiten  gemessen)^  a »  Radius  des  als  kugelförmig  Torausgesetzten 
ElektronS;  r  «==  vergangene  Zeit;  welche  von  dem  Zeitpunkte  t  aus  rück- 
wärts gerechnet  wird,  R  =  Abstand  des  Aufpunktes  von  der  Lage  des 
Elektronenmittelpunktes  zur  Zeit  t  —  r,^  derselbe  Abstand,  als  Vektor 
aufgefaßt,  tu  =  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation,  welche  nach  Achse 
und  Größe  beliebig  wechseln  darf,  [toSR]  =  Vektorprodukt  aus  Winkel- 
geschwindigkeit und  Fahrstrahl  9i,  c  »  Lichtgeschwindigkeit,  also  et  =» 
Lichtweg  während  der  Zeit  r, 


X': 


2Ä» 
0 


je  nachdem  das  Dreieck  aus  den  Seiten  a,  R,  er  möglich  ist  oder  nicht. 
Wenn  insbesondere,  wie  wir  in  der  Folge  voraussetzen  woUen,  der 
Mittelpunkt  des  Elektrons  in  Ruhe  bleibt,  dieses  also  eine  reine  Rota- 
tionsbewegung ausführt,  so  reduziert  sich  O  auf  das  gewöhnliche 
elektrostatische  Potential  und  Sl  auf 

r  +  g 

\r-a\ 
e 

R  ist  in  den  konstanten  Abstand  r  des  Aufpunktes  vom  Elek- 
tronenmittelpunkte übergegangen.  Für  innere  Punkte  lautet  die  untere 
Grenze  des  Integrals,  wie  aus  der  Bedingung  der  Dreiecksmöglichkeit 
hervorgeht,  (a  —  r)/c,  für  äußere  Punkte  (r  —  a)/e. 

Wesentlich  tiefer  gehend  als  die  Frage  nach  der  Darstellung  des 
Feldes  ist  die  dynamische  Frage  nach  dem  Ablauf  der  Bewegungen 
des  Elektrons.  Dem  fundamentalen  Ansatz  von  Lorentz  folgend, 
setzen  wir  die  Kraft  pro  Ladungseinheit  in  folgender  Weise  an: 

elektrische  und  magnetische  Feldstärke  @  und  ^  sind  dabei  aus  den 
Potentialen  O  und  S(  in  bekannter  Weise  abzuleiten;  wenn  außer  der 
Translationsgeschwindigkeit  t)  eine  Rotationsgeschwindigkeit  )t)  vor- 
handen ist,  so  ist  auch  diese  zu  berücksichtigen  und  t)  durch  t)  -f  [)f  t] 
zu  ersetzen. 

Sodann  setzen  wir   die  Kräfte  f  nach  den  Regeln  der  Statik  zu- 
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sammen  zu  einer  resultierenden  Einzelkraft  f^  und  einem  resultierenden 
Kräftepaar  31.  Diese  Zusammensetzung  ist  eine  recht  mühsame  Sache^ 
sie  gelingt  aber  trotzdem  bei  ganz  allgemeinem  Charakter  der  Trans- 
lations-  oder  Rotationsbewegung. 

Nimmt  man  an,  daß  ein  äußeres  von  der  Bewegung  unseres  Elek- 
trons unabhängiges  Feld  nicht  vorhanden  ist^  und  daß  das  Elektron 
keine  träge  Masse  im  gewöhnlichen  Sinne  besitzt^  so  liefern  die  Resul- 
tierenden ^  und  yi  bekanntlich  zugleich  auch  das  Bewegungsgesetz  in 
der  Form 

g=.o,   gi  =  o. 

Ich  teile  hier  nur  die  Werte  von  5  ^nd  5R  bei  beliebiger  Rotations- 
bewegung um  eine  feste  Achse  mit: 

ia/G 

(3)  5  =  0,      -?^5R=y'tt),_,(2a»-c»r»)dr. 

0 

Das  Gesetz  für  den  Ablauf  der  freien  Rotationsbewegung  lautet 
daher  einfach: 

(4) 


rro,_^(2a»-cV)dr  =  0. 


t  =2(i/c  ist  diejenige  Zeit,  in  der  das  Licht  unser  Elektron  überstreicht. 
Der  Ablauf  der  Bewegung  wird  also  bestimmt  nicht  allein  durch  den 
Bewegungszustand  im  Zeitpunkte  t,  sondern  durch  den  Bewegungs- 
verlauf während  des  zwar  sehr  kurzen  aber  endlichen  Zeitintervalls  von 
der  Länge  t'  —  2a/(J.  Die  Bewegungsgleichung  erscheint  zunächst  nicht 
als  Differentialgleichung,  d.  h.  nicht  als  eine  Gleichung,  welche 
die  Augenblickswerte  von  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  zur  Zeit  t 
miteinander  verknüpft,  sondern  als  Integralgleichung,  welche  die 
Geschwindigkeiten  während  eines  endlichen  ZeitintervaUes  verbindet. 

Von  der  Integralgleichung  geht  man  leicht  über  zu  einer  Funk- 
tionalgleichung, welche  den  Bewegungszustand,  d.  h.  den  Dreh- 
winkel 9,  die  Drehgeschwindigkeit  XO  und  die  Drehbeschleunigung  xö 
zur  Zeit  t  mit  dem  Bewegungszustande  zur  Zeit  t  —  t  in  Beziehung 
setzt.     Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  nämlich  aus  (4)  sofort: 

(5)  X  (**-*-+*<)  +  ^'^t-f+  Vt-r-  ^i=-  0. 

Natürlich  kann  man  durch  Reihenentwickelung  die  Gleichung 
schließlich  auch  in  die  Form  einer  Differentialgleichung  formal  um- 
schreiben, die  dann  aber  naturgemäß  von  unendlich  hoher  Ordnung 
wird;  sie  lautet: 


27 


* 
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w  {ih-i)^^{ii-  i-y- + (-:  ii  -  ä' ■*+••-  »• 

Daß  nämlich  die  Probleme  der  gewöhnlichen  Mechanik  allgemein  zu 
reden  auf  Differentialgleichungen  2*"  Ordnung  fahren,  liegt  offenbar 
daran,  daß  mit  der  Lage  und  der  Geschwindigkeit  des  Systems  auch  die 
Beschleunigung  und  der  weitere  Ablauf  bestimmt  ist.  Das  Integral  der 
Bewegungsgleichung  kann  hier  für  jede  Koordinate  nur  zwei  Integra- 
tionskonstanten enthalten.  In  der  „Übermechanik''  der  Elektronen  da- 
gegen ist  der  weitere  Bewegungsverlauf  erst  bestimmt,  wenn  die  voran- 
gehende Bewegung  während  eines  endlichen  Zeitintervalles,  d.  h.  wenn 
außer  Lage  und  Geschwindigkeit  auch  die  Beschleunigung  und  alle  höheren 
Differentialquotienten  derselben  gegeben  werden.  Das  vollständige  In- 
tegral der  Bewegungsgleichung  muß  hier  notwendig  unendlich  viele  Inte- 
grationskonstanten aufweisen  und  die  Bewegungsgleichung  daher  von 
unendlich  hoher  Ordnung  werden. 

Sowie  die  seitherige  Theorie  der  Differentialgleichungen  recht  eigent- 
lich auf  die  Probleme  der  Mechanik  zugeschnitten  war,  so  dürfen  wir 
hoffen,  daß  die  von  Hilbert  inaugurierte  Theorie  der  Integralgleichungen 
in  unserer  Übermechanik  fruchtbar  werden  wird.  In  dem  einfachen 
vorliegenden  Falle  reichen  wir  indessen  mit  wohlbekannten  Methoden 
aus.  Da  unsere  Differentialgleichung  (6)  eine  lineare  mit  konstanten 
Koeffizienten  ist,  werden  wir  sie  in  Strenge  durch  eine  Exponential- 
funktion lösen.     Machen  wir  z.  B.  den  bequemen  Ansatz: 

(7)  9  =  Äe^^y*^', 

so  bleibt  die  AmpUtude  Ä  willkürlich.  Der  Exponent  y  bestimmt  sich 
am  besten  aus  der  Funktionalgleichung  (5);  dieselbe  Uefert  für  y  eine 
Bedingung,  welche  sich  auf  die  einfache  Form  bringen  läßt: 

(8)  «'■■'-r^   «der  tgr-r- 

Die  wohlbekannte  Untersuchung  dieser  transzendenten  Gleichung 
lehrt,  daß  es  unendlich  viele  reelle  und  keine  komplexen  oder  rein  ima- 
ginären Wurzeln  y  gibt.  Die  kleinste  nicht  verschwindende  Wurzel  wird 
rund: 

y  =  4,50. 

Das  asymptotische  Gesetz  der  Wurzeln  von  großem  Betrage  lautet: 

y  =  — ^ — Ä    für    m  =  ±oo. 

Im  besonderen  zahlt  natürlich  auch  y  —  0  zu  den  Wurzeln. 

Das  Elektron  ist  also  einer  unendlichen  Serie  von  Eigen- 
schwingungen fähig,  in  denen  es  ohne  Dämpfung  hin-  und  her- 
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rotieren  kann.  Die  Eigenperioden  sind  allgemein  gegeben  durch  xxly. 
Dem  Wurzelwerte  y  ==  0  entspricht  als  mögliche  kräftefreie  Bewegung 
die  gleichförmige  Rotation. 

Die  Möglichkeit  solcher  kräftefreier  Schwingungen^  bei  denen  das 
rückdrehende  Moment  durch  das  Eigenfeld  des  Elektrons  ^  also  durch 
die  Bewegung  selbst  erzeugt  wird,  gehört  fraglos  zu  den  merkwürdigsten 
Tatsachen  unserer  Übermechanik.  Diese  Möglichkeit  ist  für  den  Fall 
gleichförmiger  Volumladung,  wo  die  Verhältnisse  nicht  ganz  so  über- 
sichtlich liegen,  wie  bei  gleichförmiger  Oberflächenladung,  von  Hrn.  Her- 
glotz*) entdeckt  worden.  Die  von  mir  hinzugefügte  einfache  Darstellung 
des  Feldes  und  der  Bewegungsgleichung  wird  ein  tieferes  Studium 
dieser  Schwingungen  ermöglichen. 

Vielleicht  können  wir  uns  das  Zustandekommen  derartiger  Schwin- 
gungen durch  die  folgende,  natürlich  sehr  rohe  Betrachtimg  etwas  ver- 
ständlicher machen.  Indem  sich  das  Elektron  durch  eine  gewisse  erste 
L^e  I  hindurchbewegt,  sendet  es  eine  Wirkung  in  den  Raum  hinaus, 
die  es,  in  eine  zweite  Lage  ü  gelangt,  teilweise  wieder  auffängt.  Die 
Schwingungsdauer  ist  nun  gerade  so  zu  bemessen,  daß  der  hierbei  er- 
haltene Antrieb  das  Elektron  wieder  nach  I  zurückwirft. 

Noch  möge  erwähnt  werden,  daß  die  Möglichkeit  unserer  Eigen- 
schwingungen keineswegs  etwa  an  das  Vorkommen  von  Überlicht- 
geschwindigkeiten gebunden  ist.  Die  bei  unseren  Schwingungen  auf- 
tretenden größten  Geschwindigkeiten  (am  umfange  des  Elektrons)  hängen 
von  der  Größe  der  Amplitude  A  ab,  und  sind  daher,  da  A  willkürlich, 
für  unser  Problem  belanglos.  Wählt  man  A  hinreichend  klein,  so  be- 
wegt sich  jedes  Ladungselement  zweifellos  mit  Unterlichtgeschwindigkeit. 

Es  ist  verlockend,  von  dem  Spektrum  des  rotierenden  Elektrons 
zu  reden.  Wir  berechnen  also  aus  den  gefundenen  Schwingungs- 
perioden die  zugehörigen  Wellenlängen: 

A  ==  c  —  =  — a. 
y         y 

Leider  sind  diese  Wellenlängen  außerordentlich  klein,  nämlich  von  der 
Größenordnung  des  Elektronenradius  a  und  es  häufen  sich  die  reziproken 
Wellenlängen,  als  Linienspektrum  aufgetragen,  nicht  im  Endlichen, 
sondern  im  Unendlichen.  Es  kommt  hinzu,  daß  unsere  Schwingungen 
keine  Ausstrahlung  ergeben  können,  da  sie  ungedämpft  sind.  Eine 
eigentliche  Analogie  mit  den  optischen  Spektren  ist  also  kaum  vor- 
handen. Immerhin  ist  das  Vorhandensein  unserer  unendlichen  Serie 
von  Eigenschwingungen  bei  nur  einem  Chrade  von   mechanischer  Be- 


*)  Zur  Elektronentheorie,  Göttinger  Nachrichten,  November  1903. 
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Wegungsfreiheit  (Rotation  um  eine  feste  Achse)  und  ohne  Zuhilfenahme 
einer  „quasielastischen  Krafl/^,  wie  man  sie  in  der  Theorie  der  Dispersion 
anzunehmen  gezwungen  ist;  auch  für  die  Auffassung  der  sichtbaren 
Spektren  von  Interesse. 

Mehr  nach  der  mathematischen  Seite  zielt  die  folgende  Bemerkung: 
Während  wir  durch  (7)  eine  einzelne  der  möglichen  Eigenschwingungen 
des  rotierenden  Elektrons  dargestellt  haben  ^  können  wir  nachtraglich 
nach  der  allgemeinsten  kräffcefreien  Rotationsbewegung  fragen.  Diese 
wird  sich  als  allgemeinste  Überlagerung  der  Eigenschwingungen  dar- 
stellen lassen^  dem  Umstände  entsprechend;  daß  sich  das  allgemeine 
Integral  unserer  Differentialgleichung  (6)  aus  den  partikuHu*en  Inte- 
gralen (7)  linear  zusammensetzt  in  der  Form: 

OD 

0 

oder  reell  geschrieben: 

CD  OO 

V  =  2%  cos^  +  2^n  sin "3?-*. 

0  1 

Wir  dürfen  erwarten,  daß  sich  dieser  Ausdruck  dem  in  allgemeinster 
Weise  vorzuschreibenden  Anfangszustande  anpassen  KBt.  Als  ^^Anfangs- 
zustand"  haben  wir  uns  die  Werte  von  (p  in  dem  Intervall  von  ^  =  0 
bis  t'^T  willkürlich  vorzuschreiben,  durch  welche  Werte  dann  ver- 
möge der  Integralgleichung  (4)  oder  der  Funktionalgleichung  (5)  die 
folgende  Bewegung  festgelegt  ist.  Ist  der  Anfangszustand  gegeben 
durch  <p  =  f{t),  so  haben  wir  also  zu  verlangen,  daß  sich  die  will- 
kürliche Funktion  f(f)  zwischen  ^  =  0  imd  ^  =  r'  in  der  Form  ent- 
wickeln laßt: 


1 


Zum  Zwecke  der  Eoefßzientenbestimmung  empfiehlt  es  sich  statt  der 
vorstehenden  Sinus-  und  Gosinusfunktionen  die  folgenden  linearen  Kom- 
binationen derselben  einzuführen: 

.       «*o=-l,  w«--cos(^*-y„)-cosy„,  t;,  =  sin  (^*  -  y,), 

welche  den  sog.  Orthogonalitätsbedingungen: 
f  t'  t* 

fu^u^dt  ^fu^v^dt  ^fv^v^dt  «  0 

0  0  0 

bei  nicht  identischem  n  und  m  genügen  und  daher  eine  Koeffizienten- 
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bestimmung  genau  in  Fourier scher  Weise  gestatten.    Unsere  hiernach 
modifizierte  Form  der  fraglichen  Reihenentwicklung  lautet: 

fmuMdt       fmvMdt 


m 


V. 


^. 


^'^««♦•(0  +  2j  ^n^n(f)y   On  =  V 


f^n'mt 


jfv^\f)dt 


Übrigens  kommt  ein  spezieller  Fall  derselben  bereits  bei  Fourier  selbst 
gelegentlich  der  Wäxmeleitung  in  einer  Kugel  vor,  derjenige  nämlich, 
wo  vermöge  besonderer  Symmetrie-Eigenschaften  von  f  die  Koeffizien- 
ten c  sämtlich  verschwinden.  In  diesem  Spezialfälle  kann  man  z.  B. 
nach  Cauchy  den  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  betr.  Entwicklung 
in  Strenge  erbringen;  es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  daß  der  Be- 
weis auch  auf  die  von  uns  postulierte  allgemeine  Entwicklung  aus- 
gedehnt werden  kann.  Die  Elektronentheorie  erweist  sich  hierbei  als 
heuristisches  Hilfsmittel  zur  Auffindung  mathematischer  Sätze  in  dem- 
selben Maße  wie  in  früheren  Zeiten 
die  Wärmeleitungs-  oder  die  Po- 
tentialtheorie. 

Die  näheren  Umstände  bei 
den  freien  Rotationsschwingungen 
können  wir  uns  durch  die  Unter- 
suchung des  Feldes  und  des 
Energieflusses  deutlicher  machen. 
Ausgehend  von  der  Formel  (2) 
für  Sl  berechnet  man  leicht  in 
jedem  Punkte  außerhalb  und  inner- 
halb des  Elektrons  die  Feldstärken 
(S  und  ^.  Man  findet,  daß  ün 
Äußeren  für  die  freien  Schwing- 
ungsperioden gerade  Ä=0,  §  =  0 
wird.  Im  Äußeren  haben  wir  da- 
her auch  keinen  Energiefluß  und 
keine  andere  Energie  als  die- 
jenige elektrostatische,  die  der  ruhenden  Ladung  zukommt.  Diese  be- 
trägt in  den  hier  gewählten  Einheiten: 


Flg.  1. 


(9) 


Im  Innern  dagegen  sind  S(  und  daher  auch  @  und  ^  von  NuU  ver- 
schieden. Wenn  man  den  Energiefluß  ®  =»  c[@$]  bestimmt,  so  findet 
man  einfache  Formeln,  die  mit  der  vorstehenden  Figur  äquivalent  sind. 
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Die  Drehachse  ÄÄ  ist  aufrecht  gezeichnet;  in  dieser  ist  der  Energie- 
fluß natürlich  Null,  desgleichen  an  der  Oberfläche  des  Elektrons,  weü 
nach  außen  keine  Energie  abgegeben  wird.  Die  Strömungslinien  der 
Energie  liegen  in  den  Meridianebenen  durch  die  Drehachse.  In  der 
Figur  ist  zugleich  die  Stärke  des  Energieflusses,  durch  die  Stärke  des 
Ausziehens  dieser  Linien  angedeutet.  Nach  einer  viertel  Schwingungs- 
dauer kehren  die  Pfeile  des  Energieflusses  ihren  Sinn  um.  Natürlich 
strömt  die  Energie  nicht  inkompressibel,  es  findet  vielmehr  eine  ab- 
wechselnde Verdichtung  und  Verdünnung  der  Energie  nach  dem  in  der 
Äquatorebene  um  0  durch  die  Punkte  P,  Q  hindurchgelegten  Kreise  hin 
statt.  Außer  den  Strömungslinien  sind  ihre  orthogonalen  Trajektorien, 
welche  für  die  Konstruktion  der  ersteren  nützlich  sind,  punktiert  ein- 
getri^en. 

Der  gesamte  Energieinhalt  des  Elektronen-Innem  bestimmt  sich 
durch  die  einfache  Formel: 

(10)  Tr,=  ;^^(l  +  y«)ßmV. 

Wenn  die  Amplitude  A  nicht  zu  klein  ist,  kann  dieser  Energieinhalt 
ein  ganz  beträchtlicher  sein.  Verglichen  mit  dem  Gehalt  des  ganzen 
Äußeren  an  elektrostatischer  Energie,  Gleichung  (9),  haben  wir: 

^^  =  |^»(l  +  y»)8mV 

Dies  gibt  für  die  Grundschwingung  y  =  4,50  und  beispielsweise  für 
die  Amplitude  J.  =  sr: 

^«132. 

Während  sich  die  Energie  W^  als  elektrostatische  Wirkung  äußert,  ist 
die  mehr  als  hundertfache  Energie  W^  völlig  latent  und  nach  außen 
hin  durch  nichts  bemerkbar. 

Stellen  wir  uns  schließlich  etwa  vor,  daß  durch  irgend  einen  ge- 
heimnisvollen Eingriff  diese  latente  Energie  der  Rotationsbewegung  in 
wirksame  Energie  der  Translationsbewegung  verwandelt  wird!  Die 
letztere  kann  man  der  Hauptsache  nach  richtig  als  kinetische  Energie 
fivy2  berechnen,  wenn  v  der  Lichtgeschwindigkeit  nicht  zu  nahe  kommt. 
Dabei  ist  die  elektromagnetische  longitudinale  Masse  ^  in  bekannter 
Weise  folgendermaßen  zu  definieren: 


s 


ra  cM  3  ■*■  6   c»  "^  "    J- 


Indem  wir  also  die  Rotationsenergie  W^  gleich  der  Translationsenergie 
fn?y2  setzen,  ergibt  sich: 
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^«(l  +  y«)smV  =  ^(|  +  4|;  + 


Soll  z.  B.  die  Geschwindigkeit  v  gleich  cß  werden,  so  ist  dazu  als 
Größe  der  ursprünglich  vorhandenen  Amplitude  A  unter  Voraussetzung 
der  Grundschwingung  y  =  4,50  erforderlich  A  =  0,13  =  7^,5. 

Die  letzten  Betrachtungen  habe  ich  hier  unter  dem  Gesichtspunkte 
mitgeteilt,  daß  sie  eine  Art  Modell  für  eine  mögliche  Konstitution  des 
Radiumatoms  liefern  können.  Es  steht  nichts  im  Wege,  die  Elek- 
tronen, die  am  Aufbau  des  Radiums  beteiligt  sind,  mit  Rotationsenergie 
auszustatten.  Nehmen  wir  femer  lediglich  der  Einfachheit  wegen  an, 
daß  sie  Oberflächenladung  haben,  so  ist  nach  außen  hin  zunächst  nichts 
von  einer  Wirkung  dieser  Energie  zu  verspüren.  Wenn  sich  aber  die 
rotierende  Bewegung  irgendwie  in  fortschreitende  umsetzt,  so  haben 
wir  schon  bei  mäßigen  Rotationsamplituden  fortschreitende  Geschwindig- 
keiten zu  erwarten,  die  mit  den  beobachteten  Geschwindigkeiten  der 
/3-Bequerelstrahlen  vergleichbar  sind. 

Unser  Modell  des  Radiumatoms  läßt  sich  plausibler  gestalten,  wenn 
wir  die  Rotationsbewegung  am  Orte  durch  eine  Kreisbewegung  ersetzen, 
die  ebenfalls  bei  gewissen  Werten  der  Umlaufzeit  eine  mögliche  kräfte- 
freie Bahn  des  Elektrons  darstellt.  Denken  wir  uns  diese  Bahn  irgend- 
wie gestört,  so  haben  wir  nicht  erst  die  Transformation  der  Rotations- 
in  Translationsenergie  nötig,  sondern  können  uns  direkt  vorstellen,  daß 
das  eine  oder  andere  Elektron  das  System  der  übrigen  Radiumelektro- 
nen verläßt  und  als  Bequerelstrahl  in  die  Erscheinung  tritt. 


Rechnerische  Ergänzungen.  Die  Formeln  (1)  sind  in  meiner 
Note  I,  Gott.  Nachr.  1904  Heft  2,  §  5  und  6,  die  Gleichungen  (3)— (6) 
in  meiner  Note  11.  ebenda  Heft  4,  §  19  und  20  abgeleitet. 

Das  Vektorpotential  %  außerhalb  des  Elektrons,  r^a. 
Indem  wir  in  (2)  eintragen: 

und  unter  \  einen  Einheitsvektor  in  Richtung  der  Drehungsachse  ver- 
stehen, haben  wir: 

(11)  ^^L^^l^^XrV^y.rj, 
mit  der  Abkürzung 

(12)  J=  /  e-«^y*/^?"-±|!-^'dT. 


Als  geeignete  Integrationsvariable  benutze  man  eine  Größe  u,  die  mit  x 
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durch  die  Gleichung  et  ^r  +  au  zuBammenhängt.     Es  wird  dann  mit 
Rücksicht  auf  ir'=  2a/c: 

a 


-1 


somit 
(13) 


-1 

— ,-^«-"'«C-~'+^)(««.r-^-^)i 


Wegen  der  Gleichung  (8)  ist  daher  im  ganzen  Außenraum  2t  =  0, 
also  auch: 

^  =  rotSl  =  0,  @==c[(g^]«0. 

Das  Yektorpotential  2(  im  Innern  des  Elektrons^  r<^a. 
Wir  können  auch  jetzt  von  Gleichung  (11)  ausgehen^  wenn  wir  in  dem 
Werte  von  J  das  Vorzeichen  der  unteren  Grenze  abändern: 

ia-\-r)/c 

(14)  J  ^fe-'^rr/^  el+^Zl^dr. 

Als  Integrationsyariable  empfiehlt  sich  jetzt  eine  Größe  u,  die  wir 
folgendermaßen  definieren:  er  =  a  +  rt«.  Führen  wir  noch  die  Ab- 
kürzung 

'    a 

ein^  so  ergibt  sich  mit  Bücksicht  auf  t'=  2a/c: 

+  1 
J^  2^1  ^"'^  re-'^-(r>-  2aru  -  TW)du 

somit 

(15)  «  =  j^.  m^  (V-)  (1  -  i)  (cos  r-  «^^). 

Man  beachte,  daß  Ä  für  r  =  0,  F  =  0  endlich  bleibt  und  für  r  =  a, 
r «  y  verschwindet,  also  stetig  in  den  außerhalb  des  Elektrons  herr- 
schenden Wert  Ä  =  0  übergeht. 

Die  Feldstärken  @  und  ^  im  Innern  des  Elektrons.  Diese 
sind  allgemein  mittels  der  Potentiale  d>  und  %  folgendermaßen  bestimmt: 

(g gradO-i-^,     §  =  rota. 

Da  in  unserem  Falle  das  skalare  Potential  d>  im  Innern  des  Elektrons 
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konstant  ist,  so  haben  wir  direkt,  indem  wir  von  dem  komplexen  Werte 
zu  seinem  reellen  Teil  „Sfte"  übergehen 

(16)  e  =  -  -L  ?3?  =  -  ^  [tr]/-(r)8te  {  (iy  +  l)e  "  f^"^) ) 

bei  Benutzung  der  Abkürzung: 

/in\  ^/  \         1    /         ^       sin  ZA         1    d  sinr 

(17)  fir)  -  ^  (cos  r -j^--^^. 

Man  überzeugt  sich  ferner  leicht,  daß 
rot  { [Ir]/-(r)  }  =  2t/-(r)  +  [r[Ir]] -1  ^f  =  1(2/- +  r  ^-^  -  r(It)  1  ^f, 
wobei  (Ir)  das  skalare  Produkt  aus  r  imd  I  bedeutet.     Es  wird  daher 

(.8)  8_„.a_i|(,(2f+,|/)-.(„)±|-f)«,((i-iy'(i'-)j. 

Der  Energiefluß  @  =  c[@$].     Das  Produkt  der  beiden  reellen 
Teile  „SRe"  in  @  und  ^  beträgt: 

j-ysiny(y-l)+C08y(^--l))  jco8y(^r-l)  +  ysiny(y-l)) 

=  cos2,(^^-l)  +  l^sin2,(y-l), 

oder  wegen  der  Gleichung  tgy  =  y:  .    . 


sin- 


cos2y(?^-l)  +  ^Bm2y(?^-l)  =  -^, 
'  \T  /         8m2y  '  \t  /         8m2y 

Bei  der  Berechnung  von  [@$]  sind  femer  zu  bilden: 

[[Itiq  =  t  -  I(rl),      [[Ir]t]  =  r(Ir)  -  Ir». 

Mit  Rücksicht  auf  Vorstehendes  ei^bt  sich  nun: 


sin  — 


@  möge  in  seine  drei  rechtwinkligen  Komponenten  ©^,  @y,  ©, 
zerlegt  werden,  und  es  möge  die  jSt- Achse  mit  der  Richtung  von  I,  d.  h. 
mit  der  Drehachse  zusammenfallen.     Dann  ist 

^^  (rl)  =  «,    r«-(rr)»-^»+y» 


©, 


© 


®J 


.    4ye 
sm 
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Der  Energiefluß  findet  daher  überall  in  den  Meridianebenen  durch 
die  Drehachse  statt;  in  der  Drehachse  selbst  (a;  =  y  =  0)  sowie  auf  der 
Oberfläche  des  Elektrons  {r^a,  r=y,  /"^O)  verschwindet  @;  will 
man  hier,  was  zulässig  ist,  trotzdem  von  einer  Richtung  des  Energie- 
flusses sprechen,  so  kann  man  sagen:  sowohl  auf  der  Drehachse  wie 
auf  der  Oberfläche  steht  der  (der  Größe  nach  verschwindende)  Energie- 
fluß senkrecht.  Wenn  wir  t  um  eine  viertel  Schwingungsdauer  itz'jAiy 
vermehren,  kehrt  der  Energiefluß  seine  Richtung  um. 

Zum  Zwecke  der  genaueren  Zeichnung  bemerke  man,  daß  der 
Vektor  @  gleichgerichtet  ist  mit  dem  Vektor 

3;  =  grad{(a^+y»y}, 
dessen  Komponenten  lauten: 

^»-^-     r—dr' 

Somit  werden  die  orthogonalen  Trajektorien  des  Energieflusses  in  jeder 
Meridianebene  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(x^  +  y^)f  =  const. 

Es  sind  dies  Ovale,  welche  im  Falle  der  Grundschwingung  in  jeder 
Meridianebene  zwei  Punkte  P,  Q,  symmetrisch  zur  Drehachse  auf  dem 
zu  dieser  senkrechten  Durchmesser  gelegen,  umschließen.  Aus  diesen 
Punkten  müssen  daher  die  Linien  des  Energieflusses  hervorquellen,  um 
auf  der  Drehachse  oder  auf  der  Oberfläche  des  Elektrons  senkrecht  zu 
endigen.  Der  durch  die  Punkte  P,  ^  in  der  Meridianebene  gelegte  und 
mit  dem  Elektron  konzentrische  Kreis  gehört  ebenfalls  zu  den  Strö- 
mungslinien der  Energie.  Der  in  der  Aquatorebene  durch  dieselben 
Punkte  gelegte  Kreis  kann  als  Knotenlinie  der  Energiepulsation  be- 
zeichnet werden. 

Den  vorstehenden  Angaben  gemäß  ist  die  Figur  des  Textes  ge- 
zeichnet worden.  Bei  den  Oberschwingungen  gibt  es  mehrere  Punkte- 
paare vom  Charakter  des  Paares  P,  Q  und  daher  weitere  Unterteilungen 
des  Kugelinnem. 

Der  Energieinhalt  des  Elektrons.  Aus  der  obigen  Berechnung 
von  e,  Gleichung  (16),  folgt: 


^(-ysiny(^-l)  +  cosy(^*-l))/-(r) 


Vy 


0, 


also  als  zeitlicher  Mittelwert  des  Quadrates  des  absoluten  Betrages  von  (S: 
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Ähnlich  folgt  aus  den  obigen  Angaben  über  ^,  Gleichung  (18): 

*'-(il)'^+.'(*^+(^+»')i-^(7.^+r0)- 

Wir  integrieren  zunächst  @*  und  ^^  über  eine  Kugelfläche  vom  Radius  r, 
wobei  sowohl  r  wie  f  und  df/dr  als  konstant  zu  behandeln  sind.    Da 


so  entsteht 


(19) 


Der  Gehalt  des  ganzen  Innern  an  elektrischer  und  magnetischer  Energie^ 
im  Mittel  der  Zeit,  ergibt  sich  nun  zu: 

a  a 

(20)  TT.  =  I  jdr  f&d<t,  TT,  -  I  fdrj^'de. 

Bei  der  Integration  von  ^*  nach  r  verschwindet  der  folgende  Teil: 

a  a 

weil  an  der  oberen  Grenze  /",  an  der  unteren  r  verschwindet.  Wir 
haben  daher  nach  (19)  und  (20)  einfach: 

(21)  W-  W.+  W.-^S^ij{f+  (f  'JS)r'är. 

0 

Letztere  Größe  stellt  übrigens,  da  der  Energiefluß  durch  die  Oberfläche 
des  Elektrons  Null  ist,  nicht  nur  den  zeitlichen  Mittelwert,  sondern 
zugleich  auch  den  Augenblickswert  des  Energieinhaltes  dar. 

In  (21)  benutzen  wir  als  Integrationsvariable  die  Größe  F^yr/a 
und  führen  die  Abkürzungen  ein: 

sinF  1  du 

Dann  haben  wir 

f      (iV  ^   ^        ^  ^(      (iX  ^^ 
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u  0 

ü 
Die  Funktionen  u  und  v  genügen  den  folgenden  Differentialgleicliungen: 

d*«>    ,     8    dt?     ,  ^ 

5i^+rdr  +  ^  =  0- 

Multiplizieren  wir  die  erste  mit  r^du/dF,  die  zweite  mit  F^dv/dF  und 
integrieren  von  0  bis  y,  so  folgt: 

fr-^§^är+2fn(lf)-är+fr-u^är.o. 

Das  erste  Glied  läßt  sich  in  beiden  Gleichungen  durch  partielle  Inte- 
gration auf  das  mittelste^  das  letzte  Glied  auf 

jF^u^dF^   Ain»  FdF  oder  jF^v^dF  =  JV«  (|j)'dr 

zurückführen.    Man  erhält  daher^  wenn  man  berücksichtigt^  daß  du/dF 
für  r  =»  0  und  F=>  y  verschwindet: 

=  ^   rsin«rdr-3yBinV, 
somit  »^ 

/(r'(|j)'+  r*  (,^3)  dr=  isjsin' rdr-iy  sinV 

=  9(y  —   ^      ^ j  —  7y  sin*;'  =  2y  sin^y, 

letzteres  vermöge  der  Gleichung  tgy  =  y. 

Gehen  wir  auf  den  Ausdruck  (22)  von  W  zurück,  so  haben  wir 

aus  dem  die  weiteren  Schlüsse  des  Textes  gezogen  sind  (s.  Gleichung  (10), 
wo  nur  Wi  statt  W  geschrieben  wurde). 


C.  Vorträge  in  den  SektionBsitznngen:  Sommerfeld.  431 

Gegensätzlich  es  Verhalten  einer  rotierenden  Volumladung. 
Wenn  ein  gleichförmig  über  sein  Volumen  geladenes  Elektron  nach 
dem  Gesetze  (7)  rotiert,  so  ist  nach  Gleichung  (29)  meiner  ersten  Note 
das  Vektorpotential  im  Äußeren  desselben  folgendermaßen  zu  berechnen: 

(r-a)/c 

Führen  wir  eine  Integrationsvariable  u  ein  durch  die  Beziehung  er  = 

r  +  aw,  so  wird 

+  1 

J^  ^e-*y/«   /6->"(a*-  4arw  -  2aV+  4arti»+  aV)dw 

somit 

(20)    a-.-^.[t.]e"(¥-^)(l-»J)(eo.,  +  !iii(V-l)). 

Von  dem  früheren  Werte  (13)  des  Vektorpotentials  bei  Oberflächen- 
ladung unterscheidet  sich   dieser  Ausdruck   im   wesentlichen  dadurch, 

daß  der  frühere  Faktor  cos  y  —  — ^  ersetzt  ist  durch 

,    Biny  /y*        -\ 

Nach  Analogie  mit  dem  Früheren  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  wir 
die  Eigenschwingungen  im  jetzigen  Falle  erhalten  möchten,  indem  wir 
diesen  Faktor  gleich  Null  setzen,  also  die  Eigenperioden  aus  der  trans- 
zendenten Gleichung 

(21)  tgy-s^V« 

bestimmen.  Diese  Schwingungen  würden  wieder  nach  außen  hin  latent 
sein,  keine  Ausstrahlung  ergeben  und  daher  ungedämpft  verlaufen,  so- 
fern sie  überhaupt  nach  den  dynamischen  Prinzipien  der  Elektronen- 
mechanik möglich  sind.  Indessen  zeigt  es  sich,  daß  unsere  Vermutung 
irrig  ist.  Die  Eigenschwingungen  werden  nicht  durch  Gleichung  (21), 
sondern  durch  Gleichung  (100')  meiner  zweiten  Note  (zuerst  von  Her- 
glotz gefunden)  bestimmt.  Wir  schreiben  Gleichung  (100')  möglichst 
im  Anschluß  an  das  Vorhergehende,  indem  wir  dort  ß  =  2iy  setzen: 

yy'-8y(y«-3»y-3) 

(22)  tgy  »  —f . 

--ry'+(y'-3)(y«-8»y-3) 
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Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  (21)  durch  die  Glieder  mit  y* 
im  Zähler  und  Nenner,  nach  deren  Streichung  sie  mit  jener  identisch  wird. 
Jedenfalls  verschwindet  für  die  durch  Gleichung  (22)  bestimmten 
Werte  von  y  der  Ausdruck  (20)  für  das  Vektorpotential  %  im  Äußeren 
des  Elektrons  nicht.  Die  Eigenschwingungen  bei  Volumladung  sind 
daher  nach  außen  hin  nicht  latent,  sie  geben  Ausstrahlung  und  müssen 
dementsprechend  gedämpft  sein.  In  der  Tat  hat  Herglotz  bewiesen, 
daß  Gleichung  (22)  keine  reellen,  sondern  lediglich  Wurzeln  mit  positiv 
imaginärem  Teile  haben  kann.  Der  auffällige  Gegensatz  zwischen 
Oberflächen-  und  Volumladung,  Äer  Umstand  nämlich,  daß  im  einen 
Falle  die  Eigenschwingungen  ungedämpft,  im  andern  Falle  gedämpft 
sind,  findet  sonach  durch  die  Bestimmung  des  von  diesen  Schwingungen 
nach  außen  erregten  Feldes  seine  Erklärung.  Er  hängt  damit  zu- 
sammen, daß  bei  gleichförmiger  Oberflächenladung  zufälligerweise  die 
Perioden  der  nach  außen  latenten  Schwingungen  und  der  Eigen- 
schwingungen zusammenfallen,  daß  dagegen  bei  gleichförmiger  Volum- 
ladung oder  bei  allgemeiner  Ladungsverteilung  diese  Perioden  aus- 
einanderfallen. 


On  the  Development  of  the  „Ausdehnungslehre"  according  to 
the  principles  of  Statics. 

Von 
R.  W.  Genese  aus  Aberystwyth. 


In  a  paper  read  before  the  Association  Francaise  at  Gaen  in  1894 
the  present  writer  explained  how,  for  the  plane^  Grassmann's  pro- 
gressive and  regressive  multiplications  conld  be  easily  interpreted  and 
explained  by  the  principles  of  Statics.  In  this  paper  the  treatment  is 
extended  to  real  space  of  three  dimensions.  The  general  arguments 
of  the  former  paper  respecting  mass-points  and  forces  wiU  be  assumed 
in  this,  bnt  some  details  must  be  considered. 

1.    A  mass-point  P  is  given  by  the  eqnation 

P^Sm^A,,  (1) 

its  intensity  being  Zm^. 

If  however  Um^  =-  0,  let  the  positive  members  of  the  right  side 
be  coUected  into  one  mG  and  the  others  into  —mH,  then  two  cases 
may  arise: 

P.  if  G  ==  H  (i.  e.  G  coincide  with  fl),  the  masses  balance  and 
the  lefb  side  must  be  replaced  by  zero  (this  case  is  excluded, 
of  conrse^  if  the  points  Ä  form  an  independent  System); 
2«.   G  +  H,  then  the  right  side  of  (1)  =  m(G  -  JI),  and  P  is 

a  point  of  zero  mass  at  infinity  or  a  vector. 
At   this   early   stage  in   the   subject   an  interesting  theorem  pre- 
sents  itself. 

If  masses  at  the  vertices  of  a  tetrahedron  Ä^A^Ä^Ä^  be  displaced 
to  any  points  A^',  A^\  Ä^\  Ä/  respectively,  then  ratios  may  be  so 
chosen  that  their  mass-centre  is  undisturbed. 

For,  let  ^/-  (hA  +  «»^  +  «8  A  +  «4  A ; 

-4^'=  biÄ^  +  b^A^  +  etc., 
A^'^ClA^  +  eU^., 
-4/=  di-4i+  etc., 

Verh.  d.  UI.  Interaat.  Maihsm.-Koagr.   Heidelberg  1904.  28 
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with  the  conditions 

IJa^l,     2;ft  =  1  etc. 

The  centre  of  masBes  w^,  m,,  Wj,  w^  at  Ä^\  A^\  Ä^\  A^  is 

{nt^a^  +  Wjfti  +  W3C1  +  w^dj)  -4j  +  (w^Og  +  etc.)  A^  +  etc. 

This  will  coineide  with  the  centre  of  the  same  masses  at  A^y  A^,  A^y  A^ 

if       miOj  +  Wjfti  +  rn^c^  +  m^di  ==  Wi 
and  three  similar  eqnations  are  consistent. 

The  necessary  condition  is 

a^  —  1         a^  a^  a^ 

\         ft,  —  1  63  64 

dl  c^  (^         d^—  1 

But  this  occurs,  because  the  snm  of  each  column  is  zero;  three  of 
the  four  equations  (X)  then  give  m^:  m^im^im^.  If  however  the  te- 
trahedron  A^A^A^A^  be  a  displaced  position  of  A^A^Aj^A^  and  if 
the  displacement  can  be  effected  bj  a  rotation  about  an  axis  ly  then 
any  point  whatever  of  l  gives  a  Solution  of  the  problem  (w,,  m^;  m,^  m^ 
being  regarded  as  tetrahedral  coordinates).  In  that  case  any  two  of 
the  equations  (X)  represent  planes  whose  intersection  gives  the  axis 
of  rotation.  It  is  further  obyious  that  if  the  equations  (X)  admit  of 
only  one  Solution;  then  an  axis  of  rotation  cannot  exist:  to  illustrate 
this  case  suppose  A^y  A^  etc.  to  be  obtained  by  joining  A^y  A^  etc. 
to  any  point  0  and  producing  so  that  A^O  ^  OA^  etc.,  then  the 
point  0  has  the  same  coordinates  referred  to  either  tetrahedron,  but 
no  axis  of  rotation  can  exist.*) 

2.     The  multiplication  of  two  unit-mass  equations 

P-^Um^A^y 

Q^Un^A^y 
gives  a  force-equation 

PQ  =»  ^{m^n^  —  m^n^A^A^. 
Two  special  cases  may  occur: 


*)  The  above  theorem  is  easilj  confirmed  thus:  we  know  that  a  linear  rela- 
tion  connects  any  four  given  vectors  in  space;  therefore 

4  4  4 

^m^{A;  —  4^)  =  0,     or     ^m^A^  =  ^w^^. 
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P.    K  one  of  the  two,  say  Q,  be  a  vector  =>  G  —  H^  we  have 

=»  a  force  through  P  eqnal  and  parallel  to  HG 
and  in  the  same  sense, 

i.  e.  PQ  is  along  the  line  joining  P  to  the  point  at  infinity  on  HG 
produced  through  G,  In  this  theory  then  we  must  consider  a  straight 
line  as  having  two  points  at  infinity  and  modify  Euelid's  first  postu- 
late  thusy  —  the  problem  of  drawing  a  straight  line  from  one  point 
to  another  in  general  admits  of  one  Solution  only  but  that  of  joining 
two  antipodal  points  at  infinity  is  poristic. 

The  two  points  are  indistinguishable  in  the  analytical  geometry 
of  the  straight  line,  but  that  of  the  circle  supports  the  theory;  for, 
the  equation  to  a  chord  of  a  circle  of  radius  r  is 

X  COS  — ^  +  y  Sin  — ^  «=  r  cos  — y^ 

Let  a  » /3  +  9K  &nd  ^  become  infinite,  then 

—  X  sin  /J  +  y  cos  /J  =  oo  x  0 
=  anything 

and  the  join  is  one  of  a  system  of  parallels. 

The  analogy  with  spherical  geometry  is  obvious. 
2^     If  the  other  P  be  also  a  vector  ^  E  —  F,  say 

PQ^EQ^FQ 

=  a  force  through  E  together  with  an  equal 

unlike  parallel  force  through  F 
=  a  couple, 

or,  ihus,  assuming  the  iheory  of  vectors  we  may  draw  them  from  the 
same  point  Ä^  say 

P=B-^ 

then  PQ=^BC-Bä-äC 

==^BG+Cä  +  äB 
«  a  couple. 

3.  Conversely  if  a  form  of  the  second  class  S  =  UmÄ^A^  can 
be  resolved  into  factors  it  represents  a  force  or  a  couple;  if  not,  of 
course,  a  wrench. 

Grassmann  obtained  the  necessary  condition  in  the  elegant  form 
SS  =»  0;   it  may  however  be  more  useful  to  show  how  to   conatruct 

28"* 
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the  force  in  the  case  in  which  the  forces  are  reduced  to  a  System 
acting  along  the  sides  of  a  tetrahedron  of  reference  A^Ä^Ä^A^^, 

Let    S  =  aAiA^  +  bA^A^  +  cA^A^  +  fA^A^  +  gA^A^  +  hA^A^ 
and  one  of  the  coef&cients,  a  say^  not  zero;  then  identically 
aS ^  {aA^  +  hA^  +  cA^)(aA^^ gA^  +  hA^) 
+X<*f+bg  +  ch)A^A^ 
^  PQ  +  mA^A^     say. 
Here  P  is  in  the  plane  A^A^A^,   Q  in  A^A^A^  and  since  a  does  not 
yanish^   the  line  PQ  cannot  meet  A^A^.    Hence  the  System  /S^  is  a 
wrench  unless  w  ==  0. 

Therefore  af+lg  +  ch^O  (1) 

is  the  necessary  condition  that  8  may  reduce  to  the  form  PQ. 

If  now  a  +  6  +  c  =  0,  (2) 

P  is  a  vector  and  PQ  a  force  as  in  §  2,  P. 

If  also  a-g  +  h^O,  (3) 

ö  is  a  vector  and  PQ  a  couple  as  in  §  2,  2^. 
From  (1),  (2)  and  (3)  we  can  dednce 

l-h  +  f-O,  (4) 

c-f-\-9^0.  (5) 

In  fact  from  any  three  of  the  five  eqnations  (1)  to  (5)  the  other  two 
can  he  deduced. 

These  special  conditions  for  a  couple  may  however  he  oh- 
tained  more  directly. 

The  last  three  terms  of  S  give  rise  to  a  force  in  the  plane 
A^A^A^]  the  first  three  to  a  force  through  A^  and  the  point 
aAi  +  bA^  +  cA^.  If  then  5  he  a  conple^  this  last  point  mnst  be 
at  infinity  and  a  +  ft  +  c  —  0.  Similarly  by  other  partitions  of  S 
a  —  g  +  h^O   or   a^g  —  h  etc. 

Hence     S  «  f{A^A^  +  A^A^  +  A^A^)  +  g  {A^A^  +  A^A^  +  A,A,) 

+  h{A^A^  +  A^A^  +  A^A^) 
=  sum  of  three  couples. 

Thus  three  conditions  are  necessary  and  sofficient. 

^  u,  Vj  w  denote  the  vectors  A^  — A^y  A^  — A^y  A^  —  A^  the 
last  result  may  be  written 

S  =-  fvw  +  gwu  +  huv, 

Along  three  rotors  in  space  it  is  dearly  not  always  possible  to  assign 
forces  equivalent  to  a  couple.    In  fact  such  forces  translated  to  a  point 
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must  balance.     They  are  therefore  parallel  to  one  plane,  or  the  rotors 
must  be  generators  of  a  hyperbolic  paraboloid. 

4.  In  plane  a  form  of  the  third  class  ABC  ib  treated  as  a  scalar 
measuring  the  moment  of  a  force  BC  about  Ä  (or  its  equal,  the  mo- 
ment  oi  AB  about  (7).  In  space,  however,  it  must  be  taken  as  a 
new  physical  entity  which  may  be  caUed  a  posited  twist  or,  for  bre- 
vity,  a  twist. 

We  shall  see  that  it  has  analogies  with  a  statical  couple  and 
differs  only  from  a  couple  in  that  it  is  not  transferable  to  a  parallel  plane. 

Theorem.  If  ZAB  =  0  express  that  a  System  of  forces  is  in 
equilibrium,  then  P  being  any  point  in  space  we  shall  have  ZPAB^O, 
expressing  that  a  system  of  couples  is  in  equilibrium,  PAB  denoting 
a  couple  whose  moment  is  twice  the  area  of  the  triangle  PAB  in  the 
plane  PAB  and  in  the  sense  of  the  circuit  PAB, 

The  proof  is  immediate,  viz.,  a  couple  PAB  may  be  replaced  by  a 
force  AB  and  an  equal  unlike  parallel  force  through  P:  but  the  System 
HAB  balances  and  if  translated  to  P  and  reversed,  again  balances. 

Cor.     Transposing   a    term   the   theorem    may   be   restated   thus. 

If  PQ=^2JAB  then  OPQ^ZOAB.  Of  course  if  PQ  pass 
trough  0,  OPQ  =  0  and  conversely. 

Illustration.  Let  A^^B^,  ^^%}  ^^99  ^a^a  ^®  ^^^^  forces  in 
equilibrium.  Take  any  point  P  in  A^B^^  then,  by  the  theorem,  the 
couples  PA^B^y  PA^B^j  PA^B^  balance.  Hence  their  axes  are  co- 
planar  and  their  planes  meet  in  a  straight  line  PQ,  Thus  PQ  meets 
all  four  rotors  with  the  usual  geometrical  inference.  We  see  also  that 
a  quadric  containing  three  straight  lines  may  be  defined  as  the  locus 
of  a  point  the  planes  joining  which  to  the  three  straight  lines  meet 
in  a  straight  line.  If  a  System  of  forces  8  be  equivalent  to  a  wrench, 
or  a  couple,  A^B^  +  ^,^2,  it  is  clear  that  for  no  point  P  can  be  PS  =  0. 
If  however  the  system  be  equivalent  to  a  Single  force  and  P  be  any 

point  on  its  rotor 

Pfif=0, 

which  is  therefore  the  equation  of  the  resultant. 

5.  The  product  ABC  must  be  defined  as  the  twist  ABC 
and  the  same  as  A  •  BC  or,  therefore,  as  C  -  AB. 

Then  {mP  +  nQ)AB ^  AB{mP  +  nQ) 

^A(mBP  +  nBQ) 
^m    ABP+nABQ 
^mP'AB  +  nQAB, 
i.  e.  a  point  as  an  Operator  may  be  distributed. 
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Of  course  any  iheorem  conceming  twists  holds  also  for  couples, 
though  the  converse  is  not  true. 

The  proof  of  the  analogoas  theorem  for  couples  is  simple. 
Let  mP  +  nQ  =  {m  +  n) Ry  then  we  have  to  show  that 

(m  +  n)  BäB  =  mPAB  +  nQAB. 

Now,  as  a  couple,  BÄB  may  be  replaced  by  forces  BA  +  AB  +  BB 
and  by  Leibniz's  theorem 

{m  +  n)  BA  ^  mPA  +  nQA , 

(w  +  n)  BB^mBP  +  nBQ , 
also  identically 

{m  +  n)AB=^mAB+  nAB, 

Adding  in  columns  we  have  the  required  theorem. 

This  would  not,  however,  serve  as  a  proof  of  the  property  of 
twists.  We  now  see  how  to  Compound  twists  whose  planes  intersect: 
the  case  of  parallel  twists  requires  special  consideration. 

6.  To  the  couple  acting  on  a  rigid  body  and  transferable  to  a 
parallel  plane  corresponds,  as  we  have  seen,  the  prodnct  of  two  vec- 
tors,  thus,  if  P^iJ  and  ABC  he  different  planes,  and  if 

Q-P-^B-^A, 

B-P^C-A, 

then  multiplying 

QB  +  BP  +  PQ^BG+GA  +  AB, 

the  planes  are  parallel  and  the  conples  equivalent:  but  the  twist  PQB 
is  not  the  same  as  ABC, 
For  we  have 

PQB^P(Q--P){B^P)^P(B-A){C-A), 

ABC  ^A{B-A){C-A). 

Then  PQB-~ABC^iP-A){B-A){C-A), 

which  does  not  vanish. 

The  prodnct  of  three  non  co-planar  vectors  is  of  the  same  un- 
fixed  character  as  the  vector  or  couple;  it  is  measured  by  the  vo- 
lume  of  the  parallelepiped  with  edges  AP,  AB,  AC,  and  bears  the 
same  relation  to  that  solid  that  the  couple  bears  to  the  twist  or  the 
vector  to  the  rotor. 

The  difficulty  is  precisely  the  same  as  that  in  statics  when,  to 
avoid  null  forces  at  infinity,  we  introduce  the  couception  of  a  couple 
measured  by  an  area. 

The  property  of  the  prodnct  of  three  vectors  that  its  addition 
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transfers  a  twist  to  a  parallel  plane^  suggests  as  an  expressive  name 
„a  Lift«. 

Of  course  if  two  parallel  twists  be  not  equal  and  opposite,  they 
may  be  compounded.  J£  u,  v  be  unit  vectors  in  the  plane  of  a  twist 
ABC,  we  may  write 

ABC  ^  A  •  muv 
and  for  a  parallel  twist 

BEF^Dnuv, 

Then  ABC  +  BEF  =  {mA  +  nB)  -  uv 

^  (m  +  n)R  '  UV     say 
with  obvions  Interpretation. 

It  has  been  assumed  that  a  twist  may  be  replaced  by  an  equal 

twist  in  its  plane-,  this  may  be  justified  thus. 

If  ABC^ABE, 

A(BC-BE)  =  0, 

Then  A  lies  on  the  resultant  of  BC  and  —  BEy  which  are  there- 
fore  in  one  plane  with  A.  Taking  moments  about  A,  the  necessary 
condition  is 

moment  ABC  =  moment  ABE, 

It  is  now  clear  that  every  form  of  the  third  class  £ABC  is  re- 
ducible  to  one  twist  except  in  the  case  in  which  it  degenerates  into 
a  Lift. 

7.  Definition.  A  monomial  ABCB  of  the  fourth  class  is  a  sca- 
lar  product  of  an  area  BCB  by  the  distance  of  the  point  A  from  its 
plane  (or,  6  vol.  tetrahedron  ABCB)  to  be  taken  as  a  positive  or 
negative  quantity  according  as  the  sense  of  the  circuit  BCB  viewed 
from  A  is  connter-clock-wise  or  not. 

It  is  further  assumed  that  this  form,  really  A  •  BCB,  is  indistin- 
guishable  from  AB  •  CB  or  ABC  •  B  and  it  may  be  called  accordingly 
the  moment  of  a  point  with  respect  to  a  twist  the  moment  of  a  force 
(or  rotor)  with  respect  to  a  rotor  or  the  moment  of  a  twist  with  re- 
spect to  a  point.  The  second  of  these  agrees  with  statics;  but  the 
othors  are  peculiar  to  the  Ausdehnungslehre.     We  have 

ABC   B  =  ABCB  ^-BABC B-  ABC, 

i.  e.  the  third  kind  of  moment^  and  similarly  the  first,  is  non-commu- 
tative.  But  AB  CB  ^  ABCB  =^  CBAB  =  CB  AB  and  is  com- 
mutative. 

Theorem.  The  sum  of  the  moments  of  any  point  in  space  with 
respect  to  a  number  of  balancing  twists  posited  trough  one  point  (or 
whose  planes  pass  through  one  point)  is  zero.    Let  a  System  of  couples 
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completely  represented  by  a  series  of  areas  2Ja  balance  about  a  point  0. 
Drawing  through  0  a  series  of  lines  ZOÄ  as  axes  of  these  couples, 
we  know  that  a  System  of  forces  represented  by  these  lines  balances. 
Resolving  along  any  line  OP  we  have  the  scalar  relation 

2JÖÄ  cos  POA^O. 

Drawing  PN  perpendicular  to  one  of  the  planes  a  we  see  that: 


flg.  1.  flg.  s. 


jo  jf  jfp  ijg  ijj  ^Q  same  direction  as  Ä  (fig.  1) 

c 

2®  if  not  (fig.  2) 


cos PO^  =  sin iV^OP  -  ^; 


cos PO^  =  -  cos i^OP  =  ^^^. 

Substituting  and  multiplying  by   OP,  we  get,   with  due  regard 

to  sign^ 

Zcc'NP^O 

which  is  the  theorem. 

Another,  form  of  proof  may  be  given. 

If  «1 ,  Oj ,  •  •  •  a^  be  the  areas  of  the  faces  of  a  polyhedron; 
Pif  Pi)  '  ' '  Pn  ^^  perpendiculars  on  them  from  any  point  P,  then 
having  regard  to  sign 

2Jpa  =  3  vol.  of  polyhedron. 

Also  if  couples  2«!,  2«,,  •  •  •  2a^  act  in  the  faces  of  the  polyhedron 
all  having  the  positive  aspect  from  a  point  inside  (so  that  in  naming 
the  faces  each  edge  is  counted  in  both  ways)  they  balance. 

Now  let  the  polyhedron,  remaining  similar  to  itself,  dwindle 
to  infinitesimal  dimensions,  and  we  have  the  above  theorem. 

The  theorem  may  now  be  extended  to  twists  not  passing  through 
one  point. 

In  elementary  Uniplanar  Statics  the  theorem  of  moments  applied 
to  balancing  forces  acting  at  one  point  is  merely  a  form  of  an  equa- 
tion  of  resolution,  the  advantage  of  the  introduction  of  perpendiculars 


G.  Vorträge  in  den  Sektionssitzungen :  Genese.  441 

is  only  seen  when  the  theorem  is  extended  to  the  case  of  the  equili- 
brium  of  four  or  more  forces  not  acting  at  one  point. 

The  foUowing  simple  illustration  points  to  the  probability  of  the 
usefubiess  of  the  Grassmannian  twist  in  practical  statics.  Let  l^  V 
be  opposite  sides  of  a  rectangular  plate.  Suppose  two  couples  a^  ß 
with  resultant  y  to  act  in  planes  containing  l  and  equal  and  opposite 
couples  a'y  ß'  with  resultant  y'  in  planes  containing  V. 

Then  in  statics  there  is  equilibrium  whatever  be  the  orientation 
of  y,  y'  assuming  perfect  resistance  to  torsion. 

If,  however,  the  couples  be  replaced  by  twists,  then  y,  y'  do  not 
balance  unless  they  are  in  the  same  plane  ^  that  of  the  plate.  The 
necessary  condition  for  the  absence  of  torsion  is  then  obtained 
by  taking  moments  about  any  point  in  T  in  the  form  2?a  +  g'/J  =  0. 

Regressive  Multiplication. 

8.  The  conditions  for  the  equilibrium  of  any  number  of  forces 
in  Space  may  be  discussed  in  the  foUowing  manner. 

Let  forces  /i,  /",  etc.  acting  along  rotors  f^,  \  etc.  be  in  equi- 
librium and 

1^  let  a  plane  a  be  drawn  cutting  all  the  rotors  in  the  points 
Ay^  A^  etc.  respectively. 

Then  each  force  f  can  be  resolved  into  a  force  n  normal  to  the 
plane  and  a  force  t  in  the  plane. 

It  is  obvious  that  the  System  2^n  must  balance  independently 
and  likewise  the  System  Ht 

And  conversely  if  these  Systems  balance  separately  the  original 
forces  are  in  equilibrium. 

We  have  then  a  mass- point  condition 

That  is  if  the  rotor  \  make  angle  ©^  with  the  plane 

2;/;sin8^.  J^  =  0. 

Hence  if  we  define  the  product  of  a  rotor  of  length  /*  (in  a  definite 
sense)  by  a  plane  of  area  a  as  a  point  of  mass  af  sin  @,  with  a 
proper  Convention  of  sign,  we  shall  be  able  from  an  equation  of 
forces  27/*  »0  to  obtain  one  of  masses,  and  the  first  kind  of  regres- 
sive multiplication  is  explained. 
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Convention  of  sign. 

Let  AB  represent  /)  and  a  plane  ÄCD{a)\  then  if  the  aspect  of 
the  circuit  ACD  yiewed  from  B  be  clock-wise  the  product  is  positive: 
if  not,  as  in  the  figure  3^  negative. 

[An  opposite  Convention  might  be  used  bnt  this  is  chosen  for 
agreement  with  Grassmann 's  formula 

AGB   AB^Ä   ACBB 

=  -{BACB)'A.] 

Let  US  take  the  special  case  of  four  balancing  forces  along  given 
generators  of  an  hyperboloid  of  one  sheet  (fig.  4). 


Then  from  the  mass-equation 

/i  sin  &i-  Ai+  etc.  +  /*4  sin  8^  •  ^^  =  0 , 

we  infer  by  elementary  statics  that  the  masses  are  proportional  to  the 
areas  of  the  triangles  A^A^A^,  A^A^A^  etc.,  hence  the  ratios 
/i  •  fi'fi'  fi  ^^^  *^  ö^<5e  obtained. 

Or,  we  may  multiply  the  equation  into  A^A^  say,  getting 

/i  sin  &^A^A^A^  +  etc.  +  /^  sin  Q^A^A^  A^=^0 
etc. 

It  may  be  remarked  that  we  have  here  also  a  property  of  the 
hyperboloid,  viz.,  if  we  draw  a  series  of  parallel  planes  (so  that  the 
6^'s  are  unaltered)  across  four  given  generators  of  the  same  system, 
then  the  areas  of  the  four  triangles  of  the  tetrastigm  in  each  plane 
are  in  constant  ratios  although  the  figures  are  not  similar:  a  rela- 
tion  of  the  kind  called  by  Möbius  „af&nity'^ 

Again  if  the  cutting  plane  be  perpendicular  to  f^  there  are  only 
three  components  t^yt^yt^  in  the  plane  and  their  lines  of  action  must 
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meet  in  one  point.  Therefore  the  projections  of  three  non-intersecting 
generating  lines  of  a  hyperboloid  of  one  sheet  on  a  plane  perpen- 
dicular  to  a  fourth  g^nerator  of  the  same  System  cointersect. 


Returning  to  the  general  theory. 

If  2®  the  plane  a  be  drawn  parallel  to  one  of  the  rotors  l^,  then 
A^  is  at  infinity  and  the  System  n^  +  n^  +  etc.  will  be  equivalent  to 
a  conple  in  a  plane  normal  to  a. 

The  difficulty  may  be  met  very  simply  thus.  Let  l^  be  pro- 
jected  on  «  into  1^\  We  may  then  replace  the  force  /i  by  a  force 
/i'  (taking  the  place  of  the  former  ^)  and 
a  conple.  This  couple  then  balances 
Wa  +  nj  +  etc. 

The  same  method  applies  if  a  be 
parallel  to  more  than  one  rotor. 

In  the  particnlar  case  of  four  forces 
we  may  take  a  parallel  to  two  rotors^  say 
Zj,  Z4,  then  n^  +  Wg  form  a  couple,  or 

/i  sin  ©1  +  f^  sin  @^  =«  0; 
another  way  of  obtaining  /i:/i. 

Möbins'  celebrated  Solution  of  this  problem  must  be  regarded 
rather  as  a  property  of  shortest  distances  between  four  generators  of 
a  hyperboloid  of  one  sheet,  the  ratios  of  the  forces  being  first  de- 
termined  by  translating  the  forces  to  act  at  one  point,  then  if  the 
forces  be  parallel  to  the  vectors  t^,  w^,  Wj,  u^ 


flg.  6. 


8in(M,«it*4) 


=  similar  fractions, 


(u^tiguj  being  the  solid  angle  whose  edges  are  u^^u^'^u^- 

9.     The    next    case  of  regressive    multiplication  occurs  when   we 

wish  to  retum  from  a  relation  of  twists  (or  areas)  to  one  of  masses; 

—  viz.  —  by  using  a  line  as  multiplier. 

Theorem.     Let  2Ja  =  Oj  denote  that  a  number  of  twists  balance 

and  let  any  line  l  meet  their  planes  in  A^,  A^  etc.     Then  llla=^0 

will  be  a  mass -point  equation,    any    term    such   as  Za,   meaning   the 

_  /\ 

point  A^  with   mass  a^  sin  {la^   with   the   proper  Convention  of  sign 

(the  intensity  of  l  being  common  to  all  the  terms  may  be  omittedY 

For,   let   0   be   any  point  in  l   and  multiply   the  given  relation 

by  0,  then 

2;äälsin(fa)  =  0. 
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But  the  points  Ä^y  A^  etc.  being  fixed  and  this  scalar  relation  true 
for  any  point  on  Z,  the  required  relation  of  mass-pointe  is  established. 

There  remains  only  one  other  kiiid  of  regressive  multiplication^ 
that  of  two  twists  (or  areas). 

Definition.  The  product  of  two  twists  is  a  force  along  the  inter- 
section  of  their  planes  equal  to  the  product  of  the  measures  of  the 
twists  and  the  sine  of  the  angle  between  them  with  a  suitable  Con- 
vention for  direction. 

Convention.  Let  ^,  2?  be  points  on  the  intersection  of  the  planes 
of  two  twists  and  let  C,  D  be  chosen  one  in  each  plane  so  that  the 
twists  are  completely  specified  by  ABC,  ABD\  then  the  product 
of  the   twists   is   to  be  taken  as  acting   in  the  sense  oi  AB   if  the 

D 
5r 


2>^  ^C 

ABB  m  plane  of  paper. 

C  in  front. 

flg.  6. 

aspect  of  the  circuit  ABB  viewed  from  G  is   counter  clock-wise,  if 
the  aspect  be  clock-wise  the  product  must  be  taken  in  the  sense  BA. 
In  fig.  6  the  product  is  along  ABy  in  fig.  7  along  BA, 

An  equivalent  Con- 
vention is  —  the  product 
is  in  the  direction  looking 
along  which  rotation  from 
ABC  io  ABB  (the  short- 
est  way)  is  leffc-handed. 

Theorem.  IfZa^O 
imply  that  a  System  of 
twists  balance^  and  ß  be 
any  twist  in  space,  then 


Diagram  for  ßa^  (along  5,-4,). 
fig.  8. 


i.  e.  a  number  of  forces  (in  the  plane  ß)  balance. 
We  may  take  ß  as  of  unit  intensity. 
For,  multiply  Ua  =-  0  by  any  point  0  in  plane  ß,  then 

where  p  is  the  perpendicular  from  0  on  a. 
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Let  j!>i',  j),'  etc.  be  the  perpendiculars  from  0  on  the  lines 
ßci^y  ßoL^  etc.^  then 

Pi  =  Pi'Bin(/Jai) 
etc. 
Therefore  -2;i>i'ai  sin  {ßa^  =  0. 

Which,  since  0  is  any  point  in  the  plane  /J,  proves  by  momentS; 

that  forces  u^  sin/Sa^  along  ßa^^y  Og  sin  jSog  along  ßa^  etc.  balance. 

The  Convention  for  the  direction  o£  the  line  ßa  will  be  found  to 
secure  consistent  signs  for  the  moments  round  0  of  the  forces  in  the 
plane  ß. 

10.  The  three  kinds  of  regressive  multiplication  having  been  ex- 
plained^  it  is  convenient  (if  only  for  mnemonic  purpose)  to  sum  them 
up  in  Grassmann's  formula. 

Ghanging,.  for  the  moment^  to  his  notation^  let  Ay  B,  C  denote 
each^  any  one  of  the  magnitudes  hitherto  considered  (mass- point,  force 
or  twist)  and  let  the  product  ABC  be  scalar  (i.  e.  contain  just  four 
point  factorsl  then 

ABAC^ABC'A, 

ThuS;  retuming  to  the  point  notation, 

PQR'PS=PQRS   Py 

PQ'PBS^PQBS   Py 

PQBPQS^PQBS   PQy 

which  will  be  found  to  agree  with  the  definitions  which  were  intro- 
duced  for  the  deduction  of  the  theorems.  The  last  formula  turns  on 
the  trigonometry  of  the  tetrahedron,  viz. 

PQB  .  PQS  sin  PQ{By  S)  -  6  vol.  PQBS  x  PQ, 

The  theorems  which  have  been  obtained  by  Statics  may  be 
utilized  for  Geometry  with  the  proper  interpretation  of  the  various 
Operations. 


Bemerkungen 
aus  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen. 

Von 
H.  Weber  aus  Straßburg  i.  £. 


L  Herr  Hadamard  hat  in  seinem  Vortrage  einen  paradox  er- 
scheinenden Umstand  aus  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen berührt,  zu  dem  ich  in  meinem  Buche  (Riemann -Weber, 
Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik, 
Bd.  n,  §  90,  Braunschweig  1901)  eine  Erläuterung  gegeben  habe,  die 
ich  hier  kurz  wiedergeben  möchte.  Es  handelt  sich  um  die  Differential- 
gleichung der  schwingenden  Saite: 


(1) 


c^u 


d^u 


i:-^  —  i'-  =  0 


in  der  wir  unter  x  die  Abszisse,  unter  y  die  Zeit  verstehen.     Das  In- 
tegral u  dieser  Gleichung  ist  bestimmt,  wenn  die  Anfangsverschiebung 


Fig.  1. 


Flg.  8. 


und  die  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben  sind,  während  an  den  Enden 
nur  die  Verschiebung  (z.  B.  bei  festen  Endpunkten  w  =  0)  willkürlich 
gegeben  ist.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  eine  nur  einseitig 
begrenzte  und  befestigte  Saite  oder  eine  Luftsäule  in  einer  unendlich 
langen  nur  einseitig  gedeckten  Pfeife,  und  tragen  x  und  y  als  Koordi- 
naten in  einer  Ebene  auf  (Fig.  1),  so  ist  u  in  dem  positiven  Quadran- 
ten bestimmt,  wenn  u  und  ^  fOr  y  =  0  und  positive  x,  u  für  x  =^0 
und  positive  y  gegeben  sind.  Hier  haben  also  die  beiden  Teile  der 
Begrenzung,    die   zu  der  Differentialgleichung  vollkommen   gleichartig 
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stehen,  in  bezug  auf  die  Grenzbedingungen  ein  ganz  verschiedenes  Ver- 
halten. Um  dies  zu  erklaren,  ersetze  ich  den  rechten  Winkel  xoy 
durch  eine  beliebige  Kurve  aß  (Fig.  2)  und  nehme  an,  daß  längs 
dieser  Kurve 

und  außerdem  in  einem  Punkte  der  Wert  von  u  bekannt  sei,  oder, 
was  dasselbe  ist,  u  und  sein  nach  der  Normalen  genommener  Differen- 
tialquotient. Durch  Anwendung  des  G  au  ß  sehen  Integralsatzes  auf  das 
Dreieck  ußp  ergibt  sich: 

(3)  2wp  «  w„  +  fi^  +  Jisp^dy  +  ^^dx), 

a 

worin  das  Integral  über  die  Kurve  aß  zn  erstrecken  ist.  Hierdurch  ist 
p^  in  dem  veränderlichen  Punkt  p  und  damit  in  dem  ganzen  Dreieck 
aßp  bestimmt,  wenn  (p^  und  (p^  auf  dem  Kurvenbogen  aß  bekannt  sind. 
Wir  stellen  aber  nun  die  Frage,  ob  der  Ausdruck  (3)  den  For- 
derungen (1),  (2)  wirklich  genügt.  Daß  die  Differentialgleichung  (1) 
allgemein  befriedigt  ist,  sieht  man  leicht  ein.  Anders  ist  es  aber  mit 
den  Ghrenzbedingungen.  Um  diese  zu  diskutieren,  bilden  wir  aus  (3\ 
indem  wir  unter  a;,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  p  verstehen,  durch 
einfache  Betrachtungen: 

2 1^  -  -  9i  («)  +  92(«)  +  <Piiß)  +  vM, 

und  wenn  wir  nun  mit  dem  Punkt  p  auf  die  Kurve  aß,  etwa  in  den 
Punkt  a,  hineinrücken,  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  durch  a  gezogene  Parallele  zw  pß  den  Bogen  aß  nicht 
schneidet,  so  wird,  wenn  p  nach  a  rückt,  ß  gleichfalls  nach  a  rücken 
(Fig.  2)  und  die  Gleichungen  (4)  ergeben: 

(5)  ||^9>i(«);    |^=-9>i(«)- 

Wenn  aber,  wie  in  Figur  3,  diese  Parallele  die  Kurve  aß  in  cc^ 
schneidet,  so  rückt  ß  nach  a^  und  aus  (4)  ergibt  sich: 

(^)         Tu 

^dy ^'^^^  "^  ^*^"^  "^  ^^^^^^  "^  ^^^^'^' 

Die  Grenzbedingungen  |-  =  9i,  ^—  =  9>%  si^d  also  nur  dann  erfüllt, 
wenn 
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Zieht  man  also  an  die  Kurve  aß  zwei  zueinander  rechtwinklige 
Tangenten^  die  unter  45^  gegen  die  Achse  geneigt  sind  und  in  den 
Punkten  a,  b  berühren^  so  sind  nun  auf  dem  Bogen  ab  die  Funktionen 
Vif  9»  beliebig,  und  dadurch  ist  die  Punktion  u  in  dem  Dreieck  abc 
bestimmt.  Über  diesen  Bogen  hinaus  besteht  eine  Abhängigkeit  der 
P 


Fig.  8. 


Fig.  4. 


Funktionswerte  ^j,  9p,  von  den  Werten,  die  diese  Funktionen  auf  dem 
Bogen  a,  b  haben. 

Die  Anwendung  auf  die  Frage,  von  der  wir  ausgingen,  ergibt  sich 
hieraus   von  selbst   und  wird   veranschaulicht  durch  die  Figur  5.     An 


Fig.  6. 

der  ic- Achse  können  q)^  und  9,  willkürlich  angenommen  werden.  An 
der  y- Achse  sollte  9>i  =  0  sein;  <p^  kann  dann  aber  nicht  mehr  will- 
kürlich sein,  sondern  muß  gleich  Vi(cc)  +  (p^^cc)  sein. 

n.  Eine  zweite  Bemerkung,  die  ich  zu  machen  habe,  bezieht  sich 
auf  einen  irreversiblen  Vorgang  von  der  Art,  die  Herr  Bryan  in  der 
vorigen  Sitzung  im  Anschluß  an  den  Vortrag  des  Herrn  Volterra 
erwähnt  hat. 

Lord  Bayleigh  hat  in  seinem  Werke  „Theory  of  Sound"  gegen 
Biemanns  Theorie  der  Lufbschwingungen  mit  endlicher  Amplitude 
einen  Einwand  erhoben,  der  sich  darauf  gründet,  daß  Riemanns  Formeln 
in    gewissen  Fällen   einen  Verlust   oder   einen  Gewinn  an  Energie  zu 
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ergeben  Bcheinen.  Ich  habe  in  dem  schon  erwähnten  Buche  (Riemann- 
Weber  §  179,  180)  diesem  Einwand  durch  eine  Betrachtung  zu  begegnen 
versucht,  deren  wesentlichen  Inhalt  ich  an  einem  einfachen  Beispiel  in 
folgendem  wiedergeben  will. 

Es  sei  u  und  q  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  des  Gases,  als 
Funktionen  von  x  und  t  gedacht,  und  der  Druck  p  ^  (p(fi)  eine  ge- 
gebene Funktion  von  q.  Nach  Biemanns  Annahme,  daß  der  Wärme- 
austausch zu  vernachlässigen  sei,  ergibt  sich  <p(q)  =  a^Q\  wo  k  das 
Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen,  also  eine  Konstante,  und 
ebenso  a  eine  Konstante  ist.  Denken  wir  uns  eine  Luftsäule,  die  be- 
grenzt ist  von  zwei  Querschnitten  bei  den  Abszissen  x^^  x^,  so  kann 
in  dieser  ein  stationärer  Zustand  bestehen,  wenn  die  Endquerschnitte 
passend  bewegt  werden,  und  wenn  die  Funktionen  u,  q  für  a?  <  g  die 
konstanten  Werte  ttj,  q^  und  fQr  a?>6  die  konstanten  Werte  w^,  p^ 
haben,  und  |  bleibt  unveränderlich,  wenn  die  Relationen  bestehen: 

^  ^  _  i/ot  y(gi)  —  y(g») 

Geben  wir  den  Quadratwurzeln  das  positive  Zeichen,  so  fließt  das 
Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x,  und  wir  haben  bei  a;  =  § 
einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber  vorwärts 
schreitenden  Stoß,  der  ein  Verdichtungsstoß  ist,  wenn  Qi>  Q^,  und  ein 
Verdünnungsstoß,  wenn  q^  <  q^  ist. 

Setzen  wir  den  Querschnitt  unserer  Gassäule  =«  1  und 

worin  ^(())  =  /  ^  ^  ^  ,  so  ist  A  die  kinetische  Energie  der  Gas- 
säule, B  die  „innere  Energie",  C  die  Arbeit  des  Druckes  gegen  die 
Endflächen,  und  es  ergibt  sich: 

(1)  c^'-^-^  +  'Jtje, 

worin  rf/i  die  im  Zeitelement  dt  durch  den  Querschnitt  hindurch- 
gedrückte Gasmasse  und 

ist. 

Bei  einem  stetigen  Vorgang  würde  z/ö  =«  0  sein  und  die  Arbeit 
des  Druckes  wäre  einfach  gleich  der  Vermehrung  der  Energie. 

Verh.  d.  LEI.  Internat.  Mathem  .-Kongr.  Heidelberg  1904.  29 
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Für  einen  Verdiclitungsstoß  erweist  sich  J  0  stets  als  positiv,  und 
die  Arbeit  des  Druckes  hat  nicht  nur  die  Vermehrung  der  Energie 
A  +  JBy  sondern  auch  den  an  der  Unstetigkeitsstelle  stattfindenden 
Energieverlust  zu  decken.  Dies  steht  in  Einklang  mit  dem  allgemeinen 
mechanischen  Gesetz,  nach  dem  bei  unstetigen  Bewegungen  immer  ein 
Energieverlust  stattfindet.  Über  den  Verbleib  dieser  Energie  geben 
uns  die  mechanischen  Differentialgleichungen  keinen  Aufschluß. 

Ist  aber  q^  <  (>2;  ^^  ^^^  ^^  negativ,  und  es  würde  durch  die  Un- 
stetigkeit  nach  der  Formel  (1)  ein  Energiegewinn  stattfinden.  Die 
Maschine,  die  wir  uns  gedacht  haben,  würde  also,  in  Widerspruch  mit 
dem  Energiegesetz,  Energie  nach  außen  abgeben.  Wie  erklärt  sich 
dieser  Widerspruch,  da  doch  durch  Umkehrung  der  Vorzeichen  von  u 
und  X  die  Bedingungsgleichungen  nicht  aufhören,  befriedigt  zu  sein? 
Er  erklart  sich  dadurch,  daß  im  Falle  q^  <  q^  eine  andere  Lösung 
möglich  ist,  bei  der  die  Unstetigkeit  in  eine  oder  in  zwei  Verdünnungs- 
wellen oder  in  eine  Verdünnungswelle  und  einen  rückwärts  schreitenden 
Verdichtungsstoß  aufgelöst  wird,  worüber  das  Nähere  in  §  177  des 
Bandes  11  von  Riemann- Weber  zu  finden  ist. 

Bei  pi  >  Q2  ist  aber  nur  die  eine  Art  von  Bewegung  mit  vorwärts 
schreitendem  Verdichtimgsstoß  möglich.  Hierin  liegt  auch  die  Erklä- 
rung dafür,  daß  in  der  Riemannschen  Theorie  nirgends  Verdün- 
nungsstöße, sondern  nur  Verdichtungsstöße  vorkommen. 

Ähnliche  Erscheinungen  zeigt  die  Theorie  der  elektrolytisehen 
Verschiebungen. 

Nimmt  man  die  Quadratwurzeln  positiv,  also  u^,  u^  negativ,  so 
schreitet  die  Stelle  |  relativ  zu  dem  Gase  vorwärts,  und  wir  haben, 
wenn  q^  >  q^  ist,  einen  vorwärtsschreitenden  Verdichtungsstoß,  wenn 
dagegen  q^  <  q^  ist,  einen  vorwärtsschreitenden  Verdünnungsstoß.  Nun 
zeigt  es  sich,  daß  bei  den  Verdichtungsstößen  Energie  verloren  geht 
(wie  bei  jeder  unstetigen  Bewegung  in  der  Mechanik).  Bei  Verdünnungs- 
stößen würde  aber  Energie  gewonnen  werden,  und  darum  kommen  Ver- 
dünnungsstöße in  der  Riemannschen  Theorie  nicht  vor. 

Der  Vorgang,  wie  er  durch  die  Figur  6  dargestellt  ist,  ist  daher 
physisch  nicht  umkehrbar^  obwohl  die  Bedingungsgleichungen  auch  für 
den  umgekehrten  Bewegungsvorgang  befriedigt  sind. 

Es  zeigt  sich  nämlich,  daß  in  dem  Falle  q^  <  q^  noch  ein  zweiter 
und  zwar  stetiger  Zustand  den  Bedingungen  genügt^  den  man  am  an- 
schaulichsten darstellen  kann,  wenn  man  x  und  t  (die  Zeit)  als  Koordi- 
naten betrachtet. 


ßecherches  chronom^triques. 

Von 
J.  Andrade  aus  Besan^on. 


Dans  ce  memoire  j'exposerai  d'une  part  le  resume  de  mes  re- 
eherches  sur  quelques  problfemes  importants  de  Chronometrie  et  d'autre 
part  mes  idees  sur  le  role  d'un  laboratoire  de  recherches  experimentales. 

I.    Quelques  mots  sur  les  fondateiurs  de  la  chronomötrie.     ReclierclLes 
snr  quelques  probl^mes  fondamentaux  des  tliäories  chronomötriques. 

J'ai  eu  ä  m'occuper,  dans  mon  enseignement  de  Chronometrie,  de 
divers  problfemes  de  la  mecanique  des  horloges  et  des  chronom^tres; 
c'est-lä  une  science  relativement  recente,  dont  les  premiers  fondements 
ont  eu  pour  but  de  preciser  les  lois  qui  avaient  deja  et^  soup9onnees 
et  appliqnees  d'instinct  par  des  artistes  de  genie  au  premier  rang  des- 
quels  je  nommerai  le  Fran^ais  Pierre  le  Roy  et  l'Anglais  Arnold. 

Les  fondateurs  de  ce  que  Ton  peut  appeler  la  dynamique  du 
chronometre,  furent  Tingenieur  Phillips,  Tastronome  Yvon  Villar- 
ceau  et  M.  Caspari,  Tingenieur  hydrographe  qui  dirigeait  encore 
recemment  le  service  chronom^trique  de  la  marine  fran9aiBe. 

A  ces  noms  il  convient  d'ajouter,  au  moins  pour  l'influence  de 
ses  idees,  Resal. 

La  theorie  des  horloges,  beaucoup  plus  facile  que  celle  des  chrono- 
metres,  a  donne  lieu  au  probl^me  interessant  de  la  Synchronisation, 
Probleme  dont  la  Solution,  devin^e  par  Foucault,  precis^e  pour  la 
premiere  fois  par  Cornu,  demandait  encore  un  demier  effbrt. 

On  pourra  s'etonner  que  la  theorie  des  echappements  qui,  en 
somme,  devrait  ^tre  commune  aux  horloges  et  aux  montres  ne  soit 
pas  ici  mentionn^. 

C'est  que  le  probleme  des  Echappements  est  un  probl^me  de  Thor- 
logerie  dans  lequel  les  th^oriciens,  sauf  un  conseil  tres  general  facile 
ä  enoncer,   n'ont  guere  apporte  de   darte.     Apr^s  les  fondateurs  de  la 
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dynamique  de  la  montre  sont  yenus  ces  techniciens  horlogers  qui  con- 
tinuent  encore  leur  ceuvre  delicate^  plus  difficile  peut-etre  que  Toeuvre 
des  fondateurs:  MM.  Orossman  pere  et  fils^  MM.  Berner  qui  sont 
rhonneur  de  renseignement  technique  en  Suisse,  poor  ne  citer  qae 
ceux  que  j'ai  le  mieux  etndies. 

Les  fondateurs  representaient  pour  ainsi  dire  Toeuvre  mathematique 
fondamentale  de  la  theorie  de  l'horlogerie. 

Les  techniciens  suisses  se  placent  entre  eux  et  les  createurs  de 
ce  que  j'appellerai  volontiers  Thoriogerie  physique^  inauguree  recem- 
ment  par  les  trayaux  de  M.  Brillouin^  de  M.  Guillaume;  et  conti- 
nuee  par  M.  Ditisheim  pour  ne  citer  que  les  chercheurs  les  plus 
heureux. 

Mes  travaux  personnels  dejä  poursuiyis  peuvent  se  rattacher  a  la 
premi^re  categorie  de  recherches. 

Le  plan  des  travaux  pour  lesquels  je  n'ai  pas  encore  de  ressources 
mais  dont  je  crois  cependant  devoir  signaler  les  tendances,  se  rattache 
ä  ITiorlogerie  physique. 

Mes  travaux  d'horlogerie  mathematique^  dont  j'ai  enonc^  les  prin- 
cipaux  resultats  dans  la  „France  horlogere"  et  dans  les  „Archives  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Qenfeve"  ont  porte  jusqu'ici  sur 
l'etude  de  T^chappement  de  Graham^  sur  TeflEet  d'inertie  propre  au 
Spiral  cylindrique  Phillips  des  chronometres  marins^  et  sur  la  theorie 
de  la  Synchronisation. 

Je  me  bomerai  ici  ä  Texpose  de  ces  deux  demiers  travaux  qui, 
je  Tesp^re,  vous  interesseront. 

II.  Effet  d'inertie  du  spiral  cylindrique  Phillips. 

M.  Caspari  a  le  premier  attire  Tattention  sur  cet  eflEet,  et  il  en  a 
le  premier  assign^  une  valeur  approchee. 

Mais  la  question  doit  ^tre  reprise,  car  les  calculs  du  savant  auteur 
et  m^me  son  analyse  doivent  etre  corriges  et  completes. 

Considerons  un  spii*al  cylindrique  de  chronomMre  marin,  spiral  ä 
spires  tres  rapprochees;  de  la  partie  reguliere  et  cylindrique  du  spiral, 
soit  en  un  point  B,  le  r^gleur  distrait  par  un  pincement  approprie  du 
metal  deux  courbes  terminales  planes  qui  admettent  un  axe  de  sym^trie 
commun,  Fune  PB  s'encastre  en  P  dans  le  bäti  du  chronometre,  Tautre 
va  se  detacher  sur  une  spire  beaucoup  plus  eloignee  et  s'encastrer 
dans  le  pivot  du  balancier  du  chronomfetre. 

Phillips  a  montr^  que  si  le  centre  de  gravite  geometrique  de  Tarc 
PB  est  place  d^une   maniere   qu'il  a  fait  connidtre  par  rapport  ä  la 
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longueur  de  Taxe  PB  et  aux  points  de  raccord  P  et  J?,  la  reaction  de 
rencastrement  du  piton  8e  reduira  ä  un  couple  en  ßorte  que  lorsque 
le  Spiral  est  ecarte  de  la  position  du  point  mort  et  maintenu 
au  repoSy  il  transmet  au  balancier  un  couple  egal  au  premier,  et  dont 
Tintensite  est  proportionnelle  ä  Tecart  a  du  balancier  au  point  mort. 

C'est-lä  une  condition  süffisante  d'isochronisme  de  la  Vibration  du 
balancier  qui^  abstraction  faite  des  autres  resistances^  aura  alors  un 
mouyement  pendulaire. 

Les  lois  de  Phillips  ont  ete  verifiees  par  des  pesees  statiques;  la 
regle  de  Phillips  donne  les  conditions  de  Tisochronisme  statique 
c'est-ä-dire  en  negligeant  la  masse  meme  du  spiraL 

J'ai  evalue  la  perturbation  de  cette  masse  sur  Tisochronisme;  ce 
Probleme  avait  ^te  etudie  en  1876  par  M.  Caspari;  ce  savant  a  sup- 
pose  que  le  moment  transmis  au  balancier  pendant  le  mouyement 
avait  meme  valeur  que  dans  les  pesees  statiques  de  Phillips^  cette 
hypothese  neglige  ainsi  des  quantit^s  de  meme  ordre  que  Celles  qu'on 
se  propose  d'evalaer,  et  il  est  indispensable  de  tenir  compte  de  Tinertie 
du  Spiral  dans  la  distribution  du  moment  de  flexion  le  long  de  la  fibre 
moyenne  de  ce  spiral. 

Les  memoires  de  M.  Caspari  ont  ete  republies  dans  le  volume  du 
Congres  de  Chronometrie  de  1900. 

En  1903  dans  la  „France  horlogfere"  j'ai  repris  latheorie  de  M.  Caspari 
et  montre  que  si;  ä  Tapproximation  que  nous  indiquerons  tout  a  Theure^ 
il  est  permis  de  negliger  reflfet  du  deplacement  du  centre  de  gravite 
du  Spiral^  il  est  necessaire  de  tenir  compte  de  Tinfluence  de  Tinertie 
du  spiral  dans  la  distribution  du  moment  de  flexion. 

Je  me  contenterai  d'indiquer  ici  le  resultat  de  la  correction  qu'il 
faut  apporter  ä  T^valuation  de  M.  Caspari;  renvoyant  pour  plus  de 
details  ä  mon  memoire  de  la  „France  horlogere*'  ou  ä  un  resume  de 
celui-ci  dans  les  „Archives  de  Geneve." 

Soient:  a  Tecart  du  balancier  au  point  mort,  r^  le  rayon  de  la 
portion  cylindrique  du  spiral  au  repos,  p  son  etendue  angulaire  sen- 
siblement  egale  au  rapport  de  sa  longueur  complete  L  k  Tq,  m  la  masse 
du  ressort  spiral  muni  de  ses  courbes  Phillips;  EI  le  moment  d'elasti- 
cite  du  spiral. 

Je  trouve  pour  le  mouvement  du  balancier  du  chronometre,  dont 
le  moment  d'inertie  est  A,  Tequation: 
2 
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L'analyse  incomplete  de  M.  Caspari  Tavait  conduit  a   lequation: 
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Les  equations  (1)  et  (2)  rentrent  d'ailleurs  dans  un  memo  type 
que  nous  ecrirons^  en  faisant 

1  +  I-».    i^-rh 
(8)  ('  +  F)?,?-|'.(ä-?)"+'^ö' -!)-»> 

des  lorS;  si  nous  posons: 

n*        /  ^     ^        1  +  n» ' 

ao  =  demi-amplitnde  du  balaijtier;  et  si  nous  avons  egard  d'une  part 
ä  la  petitesse  de  n^  qui,  dans  Tinterpr^tation  (1)  et  pour  un  type  usuel  est 

raoindre  que  ---,  d'autre   part  ä  la  petitesse  de  — *-,  nous  trouverons 

en  integrant  par  la  m^thode  d'approximation  des  series  que  la  dur^e 
de  roscillation  simple  du  mourement  (3)  a  pour  valeur  approchee: 

(3biB)  T=«i/||vT+7r{i  +  ((?f'  +  ä(2-r)))»«^']. 

Le  coefficient  de  Tavance  aux  petits  arcs  est  proportionnel  au  co- 
efficient  de  -~  dans  la  parenthese  precedente;  ce  coefficient  sera 

fii  *  ¥  ~^"  ^^'''^  ^®  mouvement  (1), 

[y  •  ö^  "  2~  ^^^"""^  ^^  mouvement  (2), 

notre  coefficient  d'ayance  aux  petits  arcs  est  donc  ä  celui  de 
M.  Caspari  sensiblement  dans  le  rapport  de  5  ä  3,  or,  pour  les  types 
usuels  de  la  Marine,  M.  Caspari  avait  assigne,  pour  une  reduction  de 
Tamplitude  totale  passant  de  3  demi-tours  a  1  demi-tour,  une  avance 
diume  de  1";  cette  avance  diurne  des  chronometres  marins  doit  donc 
etre  portee  ä  1",  66. 

III.  Mes  reclierclLeB  sur  la  tlLÖorie  de  la  Synchronisation. 

Lorsque  Ton  neglige  TeflFet  propre  de  T^chappement  d'une  horloge 
synchronis^e,  la  Synchronisation  se  reduit  ä  Tetude  d'un  mouvement 
pendulaire  uniformement  amorti,  trouble  par  une  force 
fonction  p^riodique  du  temps. 

Ce  Probleme  celebre  a  ete  etudie  avec  soin  par  divers  geometres 
ou  physiciensj   sa  Solution  analytique  n'oflEre  aucune  difficulte  et  Ton 
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sait  que  la  force  synchronisante  impose  asymptotiqnement  sa  periode 
au  mouvement  qui  sans  eile  s'eteindrait  indefiniment:  oscillations  in- 
definiment  reduites  mais  qui  seraient  encore  isochrones  ayec  une  periode 
qui  ne  depend  que  de  la  force  pendulaire  et  du  coefficient  constant 
d'amortissement^  pourvu  que  celui  ci  soit  modere. 

Les  representations  que  Cornu  a  donn^es  de  ce  phenom^ne  m'ont 
sugger^  une  m^thode  nouvelle,  tout  ä  fait  flementaire  et  aisement 
assimilable  par  les  fleves  de  toute  ecole  d'horlogerie. 

J'ai  donne  cette  methode  aux  „Archives  de  Geneve"  (1904)  et  j'en 
ai  resume  une  esquisse  dans  ma  communication  ä  la  section  pedago- 
gique  de  ce  congr^s. 

Si  le  beau  memoire  de  Cornu  epuise  compl^tement  la  theorie  et 
les  verifications  physiques  du  probleme  reduit  ä  ses  termes  simples 
enonces  plus  haut^  il  ne  saurait  cependant  constituer  une  theorie  com- 
plete  de  la  Synchronisation  des  horloges,  car  il  ne  tient  aucun  compte 
de  Techappement  propre  ä  Thorloge  synchronisee. 

Le  Probleme  ainsi  pos^  semblait  au  premier  abord  beaucoup  plus 
difficile,  et  je  ne  Taurais  probablement  pas  aborde  si  dans  la  theorie 
elementaire  du  probleme  reduit  que  je  viens  de  rappeler  je  n'avais  pas 
trouve  le  germe  dWe  generalisation  föconde. 

Dans  le  probleme  reduit  du  mouvement  amorti  synchronise,  le 
mouvement  p^riodique  asymptotique^  ä  periode  donnee  ä  Tavance,  re- 
sultait  d'une  transformation  de  figure  tres  simple:  la  transformation 
par  similitude  directe  avec  condensation^  le  point  double  de  cette  trans- 
formation definie  pour  une  epoque  Iq  etait  le  point  limite  des  points 
representatifs  de  l'etat  du  mouvement  envisage  aux  epoques: 

t^  +  nT,  (w«0,l,2,3,  ...,  oo) 

T  etant  la  periode  synchronisante.  C'etait-lä  evidemment  Tidee  qu'il 
fallait  generaliser;  il  fallait  encore  former  ici  un  criterium  de  la  con- 
vergence  de  substitutions  repetees  plus  g^nerales,  et  un  criterium  quali- 
tatif  capable  de  nous  renseigner  meme  dans  Temploi  dWe  methode 
d'approximations  successives.  Dans  cet  ordre  d^idees  un  theoreme  bien 
connu  de  M.  Eoenigs  se  presentait  alors  de  lui-meme  ä  Tesprit;  ce 
theoreme  conceme  les  substitutions  repetees: 

qui    sont  eonvergentes   pour  i  =  oo   et   vers  la   valeur   |  pourvu  que 

P  g>'(|)  ait  un  module  moindre  que  1, 

2°  que  la  valeur  de  depart  x^  soit  suffisamment  voisine  de  g. 

Dans  une  courte  note  qui  se  trouve  au  volume  publie  en  Thonneur 
du  jubile  de  M.  le  professeur  Boltzmann  j'ai  montre  que  la  genera- 
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lisation  facile  du  criterium  de  M.  Eoenigs  pour  plusieurs  variables  don- 
nait  la  clef  d'une  theorie  complete  de  la  Synchronisation  des  horloges, 
et  aussi  une  theorie  du  regime  permanent  des  chronometres;  cette 
theorie  est  alors  debarrassee  des  hypotheses  trop  speciales  que  Ton  ren- 
contre  dans  les  monographies  de  mouvements  faites  par  Villarceau. 

Puis  j'ai  donne  des  conditions  de  Synchronisation  un  peu  plus  larges 
aux  Comptes  Rendus  de  TAcademie  des  sciences  de  Paris  en  1903.  Et 
enfin  en  1904  aux  Archives  de  Genfeve  j'ai  montre  que  cette  nouvelle 
theorie  permettait  de  comparer  simplement  la  methode  de  Foucault  et 
la  methode  de  Cornu. 

Je  r^sume  ici  cette  comparaison: 

L'element  essentiel  de  la  Synchronisation  des  horloges  reside  dans 
Tamortissement  naturel  ou  augmente  de  Thorloge  a  synchroniser;  et 
pour  produire  la  Synchronisation  on  attenue  le  rapport  de  Teffet  de 
Techappement  ä  Tamplitude  vis-ä-vis  de  Tamortissement:  ce  resultat 
peut  s'obtenir  soit  par  Tattenuation  de  la  force  de  Techappement  de 
rhorloge  qui  sera  soumise  ä  la  force  magnetique  synchronisante,  soit 
par  une  augmentation  artificielle  de  Tamortissement;  la  premiere  me- 
thode est  Celle  de  Foucault^  la  seconde  celle  de  Cornu. 

Pour  simplifier  Tenonce  de  cette  loi  j'ai  suppose  que  Techappement 
agissait  instantanement  au  point  mort  (hypothese  habituelle  de  Villar- 
ceau) et  ce  que  j'appelle  dans  les  notes  precitees  effet  de  Techappe- 
ment  est  le  rapport  du  moment  de  Timpulsion  du  ä  Techappement  au 

2  IC 

produit  du  moment  d'inertie  du  pendule  multiplie  par  -^,  T  etant  la 
duree  approchee  de  Toscillation  du  pendule. 

Cet  effet  devra  etre  double  lorsque  Techappement  agit  dans  les 
deux  sens,  ce  qui  est  le  cas  habituel. 

IV.   Ce  que  devrait  6tre  un  laboratoire  de  Chronometrie  exp^rimentale. 

Les  theories  des  problemes  fondamentaux  de  la  Chronometrie  sont, 
nul  ne  le  conteste,  les  guides  les  plus  sürs  pour  Tart  du  r%leur;  certes 
aussi  les  questions  theoriques  de  la  mecanique  horlogere  ne  sont  pas 
epuisees. 

N'oublions  pas  toutefois  que  les  m^thodes  d'approximation  employees 
dans  la  mecanique  de  la  montre  n'ont  qu'une  approximation  meme 
theoriquement  limitee;  et  Tapproximation  cesse  des  qu'il  n'y  a  plus 
d'huile;  cette  seule  raison  suffit  pour  nous  inviter  ä  multiplier  les 
recherches  de  Chronometrie  experimentale;  au  premier  abord 
ces  mots  „Recherches  de  Chronometrie  experimentale^'  peuvent  sur- 
prendre,  et  je  dois  m'en  expliquer. 


C.  VortaÄge  in  den  Sektionssitzungen:  Andrade.  467 

Qui  donc,  semble-t-il;  a  le  plus  d'interet  ä  perfectionner  la  marche 
des  chronometres?  les  artistes  evidemment;  or  les  efforts  de  ceux-ci 
sont  enregistres  par  les  concours  des  observatoires;  le  veritable  champ 
des  recherches  experimentales  c'est  Tatelier  de  Tartiste  chronometrier, 
Tobservatoire  controle  et  atteste  les  progres,  que  voulez  vous  de  plus? 

Cela  est  vrai:  Tobservatoire  controle  et  Tartiste  progresse. 

J'ajouterai  meme  qu'il  y  a  des  artistes  qui,  non  Contents  de  reussir, 
veulent  comprendre  les  lois  les  plus  cacbees  de  leur  art. 

Exemple:  c'est  un  artiste  M.  Ditisheim  qui  vient  de  nous  ap- 
prendre  comment  Tair  agit  sur  le  mouvement  des  chronometres,  — 
beaucoup  plus  par  la  surcharge  d'une  gaine  entrainee  avec  le  balancier 
que  par  la  resistance  balistique. 

Je  sais  aussi  que  les  artistes  n'ont  pas  attendu  Tanalyse  de  leur 
art  pour  marcher  de  Tavant;  ils  avaient  devine  le  balancier  compen- 
sateur. 

Et  c'est  precisement  pour  cela  que  je  proclame  le  besoin  de  re- 
cherches de  Chronometrie  experimentale;  recherches  qui  devront  ^tre 
aussi  variees  que  possible  et  auxquelles  participeront  un  jour  et  Tin- 
tuition  de  Tartiste  et  la  sagacite  du  physicien. 

Sans  entrer  dans  de  trop  longa  details  je  dirai  de  suite  pourquoi 
des  laboratoires  de  Chronometrie  experimentale,  travaillant  sur  des  pro- 
blemes  plus  varies  que  ceux  qui  suffisent  ä  Tindustrie  horlogere  du 
moment,  me  paraissent  necessaires  pour  les  progres  meme  de  la  Chrono- 
metrie. Et  pour  fixer  nos  idees,  je  prendrai  comme  exemple  le  pro- 
bleme  du  regulateur  des  chronometres  marins. 

En  supposant  la  bienfacture  parfaite,  les  huiles  longtemps  con- 
stantes,  la  precision  des  chronometres  marins  pouvait,  aux  yeux  d'un 
pur  theoricien,  sembler  compl^tement  definie  il  y  a  quelques  annees  par 
la  connaissance  approfondie  de  Techappement,  et  de  Tappareil  com- 
pensateur. 

Surviennent  les  helles  experiences  de  M.  Brillouin,  photogra- 
phiant  les  mouvements  m^mes  du  balancier,  et  surprenant  Teffet  ir- 
recusable  des  irregularites  des  dentures  du  rouage  sur  Tamplitude  de 
son  oscillation;  par  TeflFet  de  ces  irregularites  Tamplitude  peut  varier 
du  yingtieme.  Bien  plus,  ces  variations  s'accentuent  si  le  fini  de 
dentures  est  a  la  main,  poussee  trop  loin,  d'oii:  des  regles  de  bien- 
facture; deduites  de  ces  recherches  nees  cependant  hors  du  comptoir. 

On  savait  que  ces  irregularites  doivent  se  produire,  car  il  faut 
fatiguer  un  peu  le  rouage  soit  par  la  marche  naturelle,  soit  par  une 
marche  factice  du  chronom^tre  avant  d'obtenir  la  periode  de  marche 
normale;  mais  on  ne  sup^onnait  pas  une  teile  Variation  de  Tamplitude. 
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Ces  perturbations  de  Tamplitude,  ee  repercutent  par  le  defant  d'iso- 
chronisme  but  la  marclie  de  la  montre. 

Un  echappement  electrique  las  pouiTait  certainement  attenuer;  et 
voici  une  premiere  direction  de  reclierches  experimentales. 

Mais  si  nous  remarquons  que  nous  n'utilisons  que  deux  organes 
regulateurB^  le  pendnle  et  le  resBort  spiral  des  chronometres,  ne 
voyons  nous  pas  immediatement  le  secours  immense  que  Tetude  phy- 
sique  systematique  de  Varietes  plus  ^tendues  de  mouvements  vibratoires 
conseryables  apporterait  aux  chronometriers  de  demain? 

Ces  exemples  peuvent  suffire  ä  montrer  Timportance  de  recherches 
chronometriques  experimentales,  nouvelles  et  yariees. 

Nous  ayons  deja  a  Tuniversite  de  6e8an9on  un  enseignement  de 
Chronometrie;  cet  enseignement  auquel  collaborent  Tuniversite  et  Tecole 
d'horlogerie  est  Tobjet  d'une  sollicitude  eclairee  de  la  part  de  nos  assem- 
blees  regionales,  sollicitude  ä  laquelle  je  me  plais  a  rendre  ici  un 
public  Hommage. 

Mais  ä  cöte  de  cette  oeuvre  eminemment  utile,  et  eminemment 
interessante  au  point  de  vue  pedagogique,  oeuvre  oü  disparaissent  les 
barrieres  factices  que  les  administrations  se  plaisent  volontiers  a  etablir 
entre  les  diverses  categories  d'enseignement,  sans  se  soucier  parfois  de 
reconnaitre  qu'on  ne  coupe  point  Tesprit  humain  en  deux,  —  a  cöt^ 
de  Tenseignement  proprement  horloger,  nous  voulons  etablir  un  labora- 
toire  de  recherches  chronometriques. 

Nous  voulons  esperer  que  cette  oeuvre  nouvelle  mais  urgente 
trouvera  en  France  et  en  particuUer  ä  Besan^on  les  moyens  de  naitre 
et  de  se  developper. 

Et,  ä  ce  propos,  je  me  plais  ä  rappeler  ce  qui  a  ete  fait  pour  une 
science  plus  favorisee;  il  y  a  quelques  annees  nous  manquions  en  France 
d'un  observatoire  eleve  sous  un  ciel  clair;  un  ami  eclaire  de  la  science 
fit  surgir  Tobservatoire  de  Nice. 

Nous  avons  besoin  aujourd'hui  d'un  laboratoire  pour  provoquer  une 
suite  de  serieuses  recherches  de  Chronometrie  experimentale. 

J'espere  que  notre  effort  sera  lui  aussi  compris  et  appuye  dans 
notre  pays. 


Die  Grundlagen  der  Bestimmung  der  Erdgestalt. 

Von 
A.  BöRSCH  aus  Potsdam. 

Neben  der  Astronomie  war  es  die  Geodäsie^  die  schon  seit  den 
ältesten  Anfängen  nnd  während  der  ersten  Entwicklungsperioden  der 
Mathematik  ein  ausgezeichnetes  und  mit  ihr  eng  yerbundenes  Anwen- 
dungsgebiet dieser  Wissenschaft  bildete,  und  zwar  sowohl  in  der  ein- 
fachsten Form  als  Feldmessiuig  und  Felderteilung,  als  auch  in  der 
eigentlichen  Bedeutung  als  Erdmessung.  Als  nach  der  Entdeckung  der 
allgemeinen  Gravitation  durch  Newton^  und  nachdem  dieser  selbst  und 
Huygens  aus  theoretischen  Gründen  geschlossen  hatten^  daß  man  das 
abgeplattete  Rotationsellipsoid  als  die  mathematische  Figur  der  Erde 
ansehen  müsse,  —  also  ungefähr  vom  Beginn  des  18.  Jahrhunderts 
an  —  unter  Frankreichs  Vortritt  der  internationale  Wettstreit  in  der 
Ausführung  von  Gradmessungen  zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Ele- 
mente des  Erdellipsoids  entbrannt  war,  waren  die  ausführenden  Geo- 
däten zumeist  auch  noch  Forscher  in  der  theoretischen  Mathematik. 
Erst  mit  dem  gewaltigen  Aufschwung,  den  im  vorigen  Jahrhundert  die 
reine  Mathematik  in  allen  ihren  Zweigen  nahm,  ging  für  die  Geodäsie 
der  Zusammenhang  mit  der  Theorie,  zuerst  allmählich  und  dann  in 
stets  zunehmendem  Maße  verloren,  so  daß  ihre  Weiterentwicklung  fast 
nur  noch  den  Geodäten  von  Fach  und  einigen  Astronomen  zufiel.  Eine 
bemerkenswerte  Ausnahme,  deren  alles  umfassender  Geist  bis  über  die 
Mitte  des  19.  Jahrhunderts  hineinragt,  wird  durch  den  Namen  Gauß 
bezeichnet.  In  der  neuesten  Zeit  jedoch  ist  das  Bestreben  allgemeiner 
imd  mit  Erfolg  hervorgetreten,  Theorie  und  Praxis  einander  wieder  zu 
nähern,  und  zwar  gerade  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Geodäsie; 
ich  brauche  z.  B.  nur  daran  zu  erinnern,  daß  die  Geodäsie  jetzt  in 
Preußen  ein,  wenn  auch  nur  fakultativer  Prüfungsgegenstand  für  die 
Kandidaten  des  höheren  Schulamts,  die  die  Lehrbefähigung  in  der 
Mathematik   erlangen   wollen,   geworden   ist.     Ich   glaube    mich   nicht 
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zu  irren,  wenn  ich  diesem  Bestreben  die  für  mich  ehrenvolle  Auf- 
forderung zuschreibe,  Tor  Ihnen  einige  yielleicht  allgemeiner  interessie- 
rende Abschnitte  aus  den  mathematischen  Grundlagen  zur  Bestimmung 
der  Erdgestalt  in  engem  Rahmen  und  notgedrungen  in  nur  ganz  all- 
gemeinen Zügen  zu  besprechen.  Sie  werden  es  aber  mit  mir  bedauern, 
daß  der  berufene  Vertreter  dieses  Faches,  Herr  F.  R.  Helm  er  t,  mein 
verehrter  Chef,  leider  verhindert  war,  Ihnen  seine  Ideen  und  die  Ergeb- 
nisse seiner  Forschungen  selbst  vorzutragen. 

Bis  gegen  das  Ende  des  18.  Jahrhunderts  glaubte  man,  durch 
wenige  in  möglichst  verschiedenen  Breiten  gelegene  und  mit  äußerster 
Genauigkeit  ausgeführte  Gradmessungen  —  und  zwar  kamen  damals 
fast  nur  Breitengradmessungen  in  Betracht  —  die  Elemente  des  Erd- 
ellipsoids  (halbe  große  Achse  und  Abplattung)  bestimmen  zu  können, 
eine  Anschauung,  die  besonders  scharf  in  der  hierauf  begründeten  Ab- 
leitung eines  sogenannten  natürlichen  Längenmaßes,  des  Meters,  zu- 
tage tritt.  Differenzen,  die  sich  in  der  Länge  der  Breitengrade  in 
verschiedenen  Gegenden,  unter  denselben  und  unter  verschiedenen 
Breiten,  gegen  die  theoretischen  Werte  ergaben,  wurden  den  Beobach- 
tungen, vorzüglich  aber  den  astronomischen  Bestimmungen,  zur  Last 
gelegt;  ich  weise  dazu  z.  B.  darauf  hin,  welch  einen  verhängnisvollen 
Einfluß  die  nach  den  Beobachtungen  in  den  Wintern  1792/93  und 
1793/94  gefundene  Differenz  von  3"  zwischen  dem  geodätischen  und  astro- 
nomischen Breitenunterschied  der  nur  etwa  2  km  voneinander  entfernt 
gelegenen  Punkte  Montjouy  und  Barcelona  auf  das  Geschick  Mechains 
ausgeübt  hat.  Jedoch  fing  man  schon  an,  größere  Unterschiede  zwi- 
schen den  beobachteten  und  den  aus  den  trigonometrischen  Messungen 
unter  Zugrundelegung  eines  bestimmten  EUipsoids  berechneten  Breiten 
durch  lokale  Attraktionen,  zunächst  durch  solche  sichtbarer  Massen,  zu 
erklären;  Orte  mit  solchen  lokalen  Lotstörungen  hielt  man  für  unge- 
eignet zur  Anlegung  astronomischer  Stationen..  Durch  die  infolge  der 
Vervollkommnung  der  Instrumente  und  der  Beobachtungsmethoden 
immer  häufiger  als  solche  erkannten  Lotstörungen  veranlaßt,  kam  man 
gegen  das  Ende  des  18.  Jahrhunderts  auf  die  Idee,  durch  schickliche 
Wahl  der  Lage  und  der  Dimensionen  eines  besonderen  Referenz-EUip- 
soides  diese  Lotabweichungen  für  ein  beschränktes  Gebiet,  wie  z.  B. 
Großbritannien  und  Irland,  möglichst  klein  zu  machen.  Der  Erfolg  war 
jedoch  gering.  Auch  der  im  Jahre  1838  gemachte  Versuch  Bessels, 
seiner  ostpreußischen  Gradmessung  eine  beliebig  gelegene  und  gestaltete 
Fläche  2.  Ordnung  anzupassen,  mißlang  trotz  der  geringen  Ausdehnung 
des  betrachteten  geodätischen  Dreiecks  Memel — Königsberg — Trunz,  da 
in  den  beobachteten  Polhöhen   und  Azimuten   noch  Reste  im  Betrage 
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von  mehreren  Sekunden  übrig  blieben.  Man  glaubte  aber  gleichwohl 
noch  längere  Zeit  hindurch^  aus  den  bereits  vorhandenen  Gradmessungen 
mit  einiger  Sicherheit  ein  allgemeines  Erdellipsoid  ableiten  zu  können^ 
was  scheinbar  die  aus  verschiedenen  Berechnungen  und  unter  Benutzung 
von  z.  T.  verschiedenem  Material  hervorgegangenen^  ziemlich  überein- 
stimmenden Werte  der  halben  großen  Achse  und  der  Abplattung  bestä- 
tigten^ wie  sie  u.  a.  durch  Walbeck,  Airy  undBessel  (1841)  ermittelt 
wurden.  Die  Besselschen  Elemente  galten  lange  Zeit  als  die  besten,  und 
auch  heute  liegen  sie  noch  den  Berechnungen  vieler  und  ausgedehnter 
Landesvermessungen  zugrunde.  Indessen  ergaben  neuere  Ableitungen  aus 
den  Jahren  1866  und  1880  durch  A.  R.  Clarke  nach  einer  sorgfältigen 
Diskussion  der  Ergebnisse,  besonders  aber  der  bei  den  einzelnen  Grad- 
messungen benutzten  Längeneinheiten,  gegen  Bessel  eine  Vergrößerung 
der  halben  großen  Achse  um  etwa  1  km  und  eine  solche  der  Abplat- 
tung von  1  :  299  auf  1  :  293.  Man  war  sich  hierbei,  abgesehen  von 
einigen  anderen  Bedenken,  darüber  klar,  daß  sich  die  so  bestimmte 
Meridianellipse  nur  den  einzelnen  Gradmessungen  möglichst  gut  an- 
schließt, für  jede  einzelne  aber  die  kleine  Achse  nicht  mit  der  Rota- 
tionsachse der  Erde  zusammenzufallen  braucht,  sondern  ihr  nur  parallel 
gelegt  wird,  wodurch  z.  B.  kontinentale  Unregelmäßigkeiten  in  der  Ge- 
stalt der  Erde  verdeckt  werden  können.  Bei  einer  nachträglichen  tri- 
gonometrischen Verbindung  zweier  Breitengradmessungen  müßte  sich 
dieser  Umstand  bemerkbar  machen.  So  äußerte  er  sich  bei  der  1889 
bewirkten  Verbindung  der  russisch-skandinavischen  mit  der  englisch- 
französischen Gradmessung  dadurch,  daß  sich  eine  windschiefe  Ver- 
drehung beider  Meridianbogen  gegeneinander  im  Betrage  von  etwa  5" 
ergab,  die  später  (1900)  auf  einem  anderen  Rechnungswege  bestötigt 
wurde.  Erreichten  die  Abstände  der  kleinen  Achse  der  Meridianellipse 
von  der  Erdachse  für  verschiedene  Gradmessungen  mehrere  Kilometer, 
was  von  vornherein  nicht  ausgeschlossen  erscheint,  so  wäre  natürlich 
das  errechnete  Ellipsoid  kaum  als  eine  auch  nur  oberflächliche  Dar- 
stellung der  Erdgestalt  anzusehen.  Der  hervorragende  Einfluß,  den  die 
ostindische  Gradmessung,  sowohl  infolge  ihrer  Ausdehnung,  als  auch 
auf  Grund  ihrer  geographischen  Lage  in  der  Nähe  des  Äquators  zwi- 
schen dem  Indischen  Ozean  und  dem  Himalaja  mit  dem  Hochlande 
von  Tibet,  auf  die  Bestimmung  der  Erdelemente  ausüben  mußte,  ver- 
mehrte zunächst  die  Zweifel  an  der  Möglichkeit  einer  genauen  Bestim- 
mung der  Erdgestalt  als  Rotationsellipsoid;  läßt  sich  ihr  doch  überdies 
ein  Besselsches  und  ein  Glarkesches  Ellipsoid  fast  gleich  gut  an- 
passen. 

Die  Folgerungen,  die  bereits  aus  den  1828  bekannten  Ergebnissen 
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für  die  Weiterentwicklung  und  die  Aufgaben  der  wissenscliaftliclien 
Geodäsie  zu  ziehen  waren,  hat  wohl  GauB  in  der  ,,Bestinimung  des 
Breitenunterschiedes  zwischen  Göttingen  und  Altona'^  zuerst  in  voller 
Klarheit  ausgesprochen.  Ich  glaube  nichts  Besseres  tun  zu  können, 
als  die  betreflfende  Stelle  hier  wörtlich  anzuführen:  „Nach  unserem 
Dafürhalten  betrachtet  man  diesen  Gegenstand  [nämlich  das  Auftreten 
von  Lotabweichungen]  aus  einem  falschen  Gesichtspunkte,  wenn  man 
bei  solchen  Erscheinungen  immer  nur  von  Lokalablenkungen  der  Lot- 
linie spricht,  und  sie  also  gleichsam  nur  als  einzelne  Ausnahmen  an- 
sieht. Was  wir  im  geometrischen  Sinn  Oberfläche  der  Erde  nennen, 
ist  nichts  anderes  als  diejenige  Fläche,  welche  überall  die  Richtung 
der  Schwere  senkrecht  schneidet,  und  von  der  die  Oberfläche  des  Welt- 
meers einen  Teil  ausmacht.  Die  Richtung  der  Schwere  an  jedem 
Punkte  wird  aber  durch  die  Gestalt  des  festen  Teils  der  Erde  und 
seine  ungleiche  Dichtigkeit  bestimmt,  und  an  der  äußern  Rinde  der 
Erde,  von  der  allein  wir  etwas  wissen,  zeigt  sich  diese  Gestalt  und 
Dichtigkeit  als  höchst  unregelmäßig;  die  Unregelmäßigkeit  der  Dichtig- 
keit mag  sich  leicht  noch  ziemlich  tief  unter  die  äußere  Rinde  er- 
strecken und  entzieht  sich  ganz  unsem  Berechnungen,  zu  welchen  fast 
alle  Daten  fehlen.  Die  geometrische  Oberfläche  ist  das  Produkt  der 
Gesamt  Wirkung  dieser  ungleich  verteilten  Elemente,  und  anstatt  vor- 
kommende unzweideutige  Beweise  der  Unregelmäßigkeit  befremdend  zu 
finden,  scheint  es  eher  zu  bewundern,  daß  sie  nicht  noch  größer  ist. 
Wären  die  astronomischen  Beobachtungen  einer  zehn-  oder  hundertmal 
größeren  Genauigkeit  fähig,  als  sie  gegenwärtig  haben,  so  würden  sie 
diese  Unregelmäßigkeit  ohne  Zweifel  überall  nachweisen.  Bei  dieser 
Lage  der  Sache  hindert  aber  nichts,  die  Erde  im  Ganzen  als  ein  ellip- 
tisches Revolutionssphäroid  zu  betrachten,  von  dem  die  wirkliche  (geo- 
metrische) Oberfläche  überall  bald  in  stärkern,  bald  in  schwächern, 
bald  in  kurzem,  bald  in  langem  ündulationen  abweicht.  Wäre  es 
möglich,  die  ganze  Erde  mit  einem  trigonometrischen  Netze  gleichsam 
zu  umspinnen,  und  die  gegenseitige  Lage  aller  Punkte  dadurch  zu  be- 
rechnen, so  würde  das  idealische  Revolutionssphäroid  dasjenige  sein, 
auf  welchem  berechnet  die  Richtungen  der  Vertikalen  die  möglich 
beste  Übereinstimmung  mit  den  astronomischen  Beobachtungen  gäben.'' 
Als  mathematische  Erdgestalt  wird  also  eine  der  Niveauflächen 
iy=  constans  definiert,  die  aus  der  Kniftefunktion  W  der  Erde  ent- 
springen, und  zwar  etwas  schärfer  ausgedrückt  nach  Bessel:  diejenige 
Fläche,  die  die  Oberfläche  des  Wassers  eines  mit  dem  Meere  zusammen- 
hängenden, die  Erde  bedeckenden  Netzes  von  engen  Kanälen  bilden 
würde,  wobei  aber  das  Wasser  in  relativer  Ruhe  gegen  den  Erdkörper, 
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also  ohne  Strömungen  und  ohne  die  Einwirkungen  Yon  Sonne  und 
Mond  (Ebbe  und  Flut)  und  der  Winde  und  unter  unveränderlichem 
Luftdrucke  an  der  Meeresoberfläche  gedacht  wird.  Für  diese  Fläche 
W=  Wq  ist  dann  später  von  J.  B.  Listing  der  Name  Geoid  ein- 
geführt worden. 

Grauß  wies  auch  darauf  hin^  daß  zur  Untersuchung  des  Oeoids 
nicht  die  Vervielfältigung  der  Oradmessungen  die  Hauptsache  ist, 
sondern  die  Ausführung  möglichst  ausgedehnter  und  im  Zusammenhang 
stehender  trigonometrischer  imd  astronomischer  Messungen;  er  beklagt 
sich  bitter  über  die  Schwierigkeiten  mancher  Art,  die  diesem  Zusammen- 
schluß schon  damals  innerhalb  Deutschlands  und  seiner  Nachbarländer 
entgegenwirkten.  General  Baeyer  suchte  diese  Forderung  zunächst 
für  Zentraleuropa  1861  durch  die  Begründung  der  Mitteleuropäischen 
Gradmessung  zu  erfüllen,  mit  der  ausgesprochenen  Absicht,  die  Krüm- 
mungsverhältnisse der  Erde  in  dem  fraglichen  Gebiet  zu  untersuchen. 
Die  Mitteleuropäische  Gradmessung  erweiterte  sich  1867  zur  Euro- 
päischen und  1886  nach  Baeyers  Tode,  und  nachdem  fast  alle  Kultur- 
staaten der  Konvention  beigetreten  waren,  zur  Litemationalen  Erd- 
messnng.  Durch  sie  und  die  großen  Mittel,  die  ihr  nach  jeder  Rich- 
tung hin,  besonders  auch  in  der  Personen-  und  Geldfrage,  zur  Ver- 
fügung stehen,  angeregt,  konnte  man  der  Frage  nach  der  Möglichkeit 
der  Bestimmung  des  Geoids  oder  wenigstens  einzelner  seiner  Teile, 
sowie  der  Feststellung  der  dazu  nötigen  Erfordernisse  theoretischer  und 
praktischer  Natur  näher  treten.  Man  mußte  vor  allen  Dingen  unter- 
suchen, ob  die  Lösung  der  Aufgabe  ohne  Hypothesen  über  das  Bildungs- 
gesetz der  Fläche  möglich  sei,  und  ob  für  den  Fall,  daß  man  aus  prak- 
tischen Gründen  gewisse  Hypothesen  zuzulassen  gezwungen  wird,  sich 
ihr  Einfluß  mit  hinreichender  Schärfe  ermitteln  oder  als  belanglos 
gegenüber  den  durch  die  Beobachtungsfehler  verursachten  Unsicher- 
heiten nachweisen  läßt. 

Weil  man  nur  auf  einem  kleineren  Teile  der  Erdoberfläche  hin- 
reichend genaue  Beobachtungen  anstellen  kann,  so  ist  es  zunächst  un- 
möglich, das  Geoid  als  Ganzes  zu  ermitteln,  da  sich  die  Flächen  W  ^ 
constans  und  insbesondere  das  Geoid  nicht  durch  eine  einzige  analy- 
tische Funktion  darstellen  lassen.  Denn  die  zweiten  Differentialquotienten 
von  W  und  mit  ihnen  die  Krümmungsverhältnisse  werden  bei  sprung- 
weiser Änderung  der  Dichte,  also  z.  B.  beim  Übergang  von  Luft  in 
Wasser  oder  von  Wasser  in  Gestein  und  bei  der  Verschiedenheit  in 
der  Dichte  der  Gesteinsarten,  ebenfalls  unstetig.  Drastisch  erläutert 
dies  H.  Bruns  (1878)  durch  den  Ausspruch:  „Ebensowenig,  wie  man 
versuchen  wird,  das  Bild,  welches  eine  geognostische  Karte  gewährt. 
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mit  einigem  Anspruch  auf  Treue  in  eine  Formel  zu  zwängen^  ebenso- 
wenig wird  man  auf  ein  brauchbares  Resultat  rechnen  dürfen,  wenn 
man  es  unternimmt^  für  die  Gestalt  der  Geoide  einen  Ausdruck  zu 
suchen^  der  die  wahre  Form  derselben  bis  auf  Quantitäten  von  der 
Ordnung  der  Beobachtungsfehler  angibt.^  Ein  Beispiel  hierfür  liefert 
der  bereits  erwähnte  Besselsche  Versuch. 

Bevor  ich  aber  zur  Besprechung  der  verschiedenen  Methoden  für 
die  Bestimmung  oder  die  Darstellung  von  Flächenstücken  des  Geoids 
übergehe,  muß  ich  noch  einen  kurzen  Überblick  über  die  Rolle  geben, 
die  die  Ermittelung  der  Intensität  der  Schwerkraft  bei  den  Unter- 
suchungen über  die  allgemeine  Erdgestalt  für  sich  allein  und  im  Zu- 
sammenhang mit  den  Gradmessungen  spielt;  ihre  Bedeutung  für  Spezial- 
untersuchungen wird  später  gleichzeitig  mit  diesen  zur  Sprache  kommen. 

Die  Schwerkraft  g  steht  mit  der  Eräftefunktion  durch  die  Gleichung 

g==-dWjdn 

in  Beziehung,  wo  n  die  nach  außen  gerichtete  Normale  der  Niveau- 
fläche bedeutet.  Schweremessungen  waren  indessen  mit  ausreichender 
Genauigkeit  bis  in  die  neueste  Zeit  nur  durch  Pendelbeobachtungen  zu 
erlangen  und  dadurch  auf  das  feste  Land  beschränkt. 

Clairaut  leitete  1738  unter  der  Annahme,  daß  ein  homogen  ge- 
schichtetes Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  der  Erde  sei,  sein  be- 
kanntes Theorem  ab,  das  die  Abplattung  mit  der  Schwerkraft  am 
Äquator  und  am  Pol  und  mit  der  Schwungkraft  am  Äquator  in  Be- 
ziehung setzt.  Unter  anderen  haben  dann  später  besonders  G.  G.  Stokes, 
H.  Bruns  und  F.  R.  Helmert  zur  Verallgemeinerung  dieses  Theorems 
beigetri^en.  Indem  man  für  TT,  wenn  man  noch  gewisse  plausible 
Annahmen  macht,  nur  die  ersten  Glieder  seiner  Entwicklung  ansetzt, 
so  erhält  man  unter  Beschränkung  auf  die  Glieder  zweiten  Ranges 
(Bruns)  algebraische  Rotationsflächen  14.  Ordnung  —  Sphäroide  —  oder 
durch  Mitnahme  gewisser  Glieder  vierten  Ranges  (Helmert)  ebenfalls 
Rotationsflächen  —  Niveausphäroide  — ,  die  beide  zur  Äquatorebene 
symmetrisch  sind  und  mit  ü  =  constans  bezeichnet  werden  mögen. 
Da  alle  bisherigen  Erfahrungen  gezeigt  haben,  daß  W  —  U  für  alle 
Punkte  der  Erdrinde  hinreichend  klein  ist,  so  ist  die  Funktion  ü, 
in  der  einen  oder  in  der  anderen  Form,  als  die  angemessenste  erste 
Approximation  für  die  Kjäftefunktion  W  anzusehen  und  am  ge- 
eignetsten, sich  von  den  Lot-  und  Schwerestörungen  eine  klare  Vor- 
stellung zu  machen.  Indessen  weicht  die  Fläche  r7==TFo,  das  Normal- 
sphäroid,  in  der  zweiten  Darstellungsart  von  einem  Rotationsellip- 
soid mit   denselben  Achsen  nur   so   wenig  ab   —   die  Maximaldistanz 
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beider  bleibt  z.  B.  bei  einer  Abplattung  von  1 :  299  unter  13  m  — , 
daß  man  in  den  meisten  Fällen  dieses  Normalspbäroid  durch  ein  Ellip- 
soid  ersetzt  denken  kann.  Die  Bestimmung  eines  allgemeinen  Erd- 
ellipsoids  behält  daher  auch  jetzt  noch  eine  gewisse  Bedeutung.  Die 
Fläche  U-=W^  ist  nun  gerade  die  Fläche,  für  deren  Punkte  man  sich 
bei  Anwendung  des  erweiterten  Clairautschen  Theorems  die  auf  die 
Meeresoberfläche  reduzierten  Pendellängen  gegeben  denkt.  Hierbei 
nimmt  man  an,  daß  diese  ,,normale  Schwerkraft*'  y^  etwa  in  der  Form 

n  =  9a  (1  +  \  ßi^  9*  +  64  sin  9*) 

dargestellt  werden  kann,  wo  9  die  geographische  Breite  bedeutet  und 
die  Schwerkraft  am  Äquator  g^  sowie  \  und  6^  in  passender  Weise 
aus  den  Beobachtungen  abzuleiten  sind*,  hierdurch  nimmt  die  Formel 
für  y^  zugleich  den  Charakter  eines  Interpolationsausdrucks  an.  Die 
Berechtigung  dieses  Ansatzes  wird  durch  besondere  Konvergenzunter- 
suchungen und  auf  Grund  geeigneter  Massenverschiebungen  (Eonden- 
sationsmethode  Helmerts)  nachgewiesen.  Das  kleine  Glied  mit  b^  ist 
übrigens  vor  kurzem  theoretisch  und  anich  seinem  numerischen  Betrage 
nach  von  E.  Wiechert  und  H.  G.  Darwin  unter  der  Annahme 
hydrostatischer  Schichtung  der  Erdoberfläche  berechnet  worden.  Die 
neueste  Bestimmung  der  Abplattung  des  Normalsphäroids  aus  den 
Schweremessungen  durch  Helm  er  t  im  Jahre  1901,  die  sich  nur  wenig 
von  seinem  1884  gefundenen  Resultat  unterscheidet,  ergibt  hierfür  mit 
einer  relativ  großen  Sicherheit  1 :  298,3.  Diese  Untersuchung  erstreckte 
sich  getrennt  auf  eine  sehr  große  Anzahl  von  Festlands-  und  von 
Küstenstationen,  die  auf  die  Mittelbreiten  von  5^  bis  75^  in  Intervallen 
von  je  5^  verteilt  sind;  die  Stationen  auf  kleinen  Inseln  in  tiefem 
Wasser  wurden  ihres  besondem  Verhaltens  wegen  vorerst  noch  aus- 
geschlossen. Die  gute  Übereinstimmung  der  aus  beiden  Gruppen  ein- 
zeln erhaltenen  Werte  der  Abplattung  ist  für  die  Schätzung  der  Ge- 
nauigkeit der  genannten  Zahl  besonders  wertvoll 

Da  die  Bestimmung  der  Abplattung  aus  den  Gradmessungen,  z.  T. 
schon  wegen  ihrer  jetzigen  Verteilung,  und  auch  ihre  "Ableitung  aus 
astronomischen  Daten,  aus  Mondstörungen  und  aus  der  Piuzessions- 
konstanten,  deren  Ergebnisse  sich  aber  gleichwohl  dem  neuen  Werte 
nahe  anschließen,  ungenauer  ist,  so  ist  der  Helm  er t sehe  Wert  heute 
als  der  beste  anzusehen.  Dagegen  kann  man  aus  hinlänglich  aus- 
gedehnten Gradmessimgen,  etwa  von  über  2000  km  Ausdehnung,  unter 
Annahme  des  genannten  Abplattungswertes,  sehr  wohl  die  halbe  große 
Achse  des  Erdellipsoids  ableiten.  Vorläufige  Untersuchungen  im  Zentral- 
bureau  der   Internationalen  Erdmessung   zu  Potsdam,   bei   denen   vor 
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allem  auch  die  beiden  neuen  großen  Längengradmessungen;  die  euro- 
päische in  52®  und  die  nordamerikanische  in  39®  Breite  berücksichtigt 
wurden^  haben  für  die  halbe  große  Achse  den  abgerundeten  Wert 
6378  km  ergeben. 

Wenn  die  Schwere  auf  der  ganzen  Erdoberfläche  bekannt  wäre, 
so  könnte  man  nach  einer  Formel  von  G.  G.  Stokes  (1849)  die 
regionalen  Erhebungen  N  des  Geoids  gegen  das  Normalsphäroid  aus 
den  Schwerestorungen,  d.  h.  aus  den  Abweichungen  der  auf  die  Meeres- 
fläche reduzierten  beobachteten  Schwere  von  der  entsprechenden  nach 
der  Formel  für  y^  berechneten,  ableiten.  Abgesehen  davon,  daß  auch 
für  die  Zukunft  nur  in  ganz  besonders  günstigen  Fällen  eine  solche 
Verteilung  der  Schwerestationen  möglich  sein  wird,  um  mit  einiger 
Sicherheit  N  für  einzelne  Punkte  bestimmen  zu  können,  ist  die  Formel 
zur  Ermittlung  der  allgemeinen  Erdgestalt  schon  dadurch  unbrauchbar, 
weil  sie  nur  die  Variationen  des  Radius  vector  liefert,  während  sein 
Mittelwert  anderweit  gegeben  sein  muß.  Dieser  kann  allein  durch  Grad- 
messungen  ermittelt  werden.  Denn  auch  eine  an  sich  interessante 
Formel,  die  es  erlaubt,  die  mittlere  Krümmung  der  Niveauflächen  am 
Beobachtungsort  zu  berechnen,  wenn  dort  g  und  seine  Änderung  mit 
der  Höhe  bekannt  ist,  kommt  praktisch  nicht  in  Betracht.  Endlich 
kann  aus  Schwerkraftsmessungen  in  Verbindung  mit  Höhenmessungen 
allein  ein  mittlerer  Erdradius  nur  in  ganz  roher  Weise  abgeleitet 
werden.  Die  Gradmessungen  werden  daher  auch  aus  diesen  Gründen 
ihre  Unentbehrlichkeit  bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Erdgestalt 
behaupten. 

Seit  der  Einführung  der  Potentialtheorie  in  die  Untersuchungen 
über  die  Erdgestalt  dachte  man  natürlich  sehr  bald  daran,  die  Er- 
hebungen und  Senkungen  des  Geoids  gegen  das  Normalsphäroid,  die 
durch  die  Anziehung  der  sichtbaren  und  verschieden  dichten  Massen 
der  Erdrinde,  hauptsächlich  infolge  des  Gegensatzes  von  Festländern 
und  Ozeanen,  entstehen  müssen,  durch  Rechnung,  wenn  auch  zuerst 
nur  in  roher  Schätzung,  zu  ermitteln.  Nach  den  mehr  theoretischen 
Betrachtungen  von  G.  G.  Stokes  (1849)  waren  es  besonders  Ph.  Fischer 
(1868)  und  J.  B.  Listing  (1872  und  1878),  die  unter  mancherlei,  z.  T. 
unzutreffenden  Annahmen  solche  Rechnungen  anstellten.  So  fand 
Fischer,  daß  sich  an  den  Küsten  der  Festländer  das  Geoid  um  600  m 
erhebt,  die  unter  den  Festländern  bis  auf  1000  m  steigen  könnten; 
nach  Listing  sollten  sogar  die  Depressionen  der  Meeresfläche  allein 
über  1000  m  betragen,  so  daß  ihm  Störungen  des  Radius  vector  bis 
zur  Amplitude  von  2000  m  möglich  erschienen.  H.  Bruns  stellte  1878 
zuerst   auf  richtigen  Voraussetzungen   beruhende   Untersuchungen   an, 
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wobei  freilich  die  VeiieiluBg  von  Wasser  und  Land  noch  sehr  idealisiert 
angenommen  wurde,  und  fand,  daß  man  wohl  noch  zugeben  könne, 
daß  das  Oeoid  gegen  das  Normalsphäroid  Aus-  und  Einbiegungen  be- 
sitze, deren  Beträge  zwischen  ±  500  m  enthalten  seien.  Zu  ähnlichen 
Resultaten  (zwischen*—  400  m  und  -|-  300  m,  jedenfalls  aber  auch  unter 
±  500  m)  kommt  Helmert  1884,  indem  er,  abgesehen  von  andern 
Annahmen,  die  Kontinente  in  angemessener  Weise  durch  fünf  abgestumpfte 
Kreiskegel  ersetzt  denkt.  Durch  eingehende  Untersuchungen  über  den 
Verlauf  der  Schwerkraft  gelangt  er  aber  zu  der  Ansicht,  daß  mit  der  An- 
nahme Ton  Störungsmassen^  die  der  äußern  Figur  der  Festlandsmassen 
entsprechen,  das  beobachtete  Verhalten  der  Schwerkraft,  wonach  sie  sich 
auf  den  kleineren  Inseln  der  Ozeane  stets  größer  zeigt  als  auf  dem  Fest- 
lande, unvereinbar  ist.  Es  wird  also  schon  eine  Kompensation  der  Fest- 
länder durch  unterirdische  Massendefekte  als  wahrscheinlich  angenommen. 
Andererseits  hatt-e  aber  Faye  (1880  und  1886)  die  Hypothese  aufgestellt, 
daß  die  Dichtigkeit  gewisser  Erdschichten  unter  den  Ozeanen  größer 
sei  als  die  der  entsprechenden  unter  den  Festländern.  Unter  diesen 
Umständen  würden  dann  die  Höhenstörungen  des  Geoids  nur  Bruch- 
teile von  ±  500  m  betragen.  Die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  und 
die  der  Pendelmessungen  in  Vorderindien  hatten  übrigens  schon  1855 
J.  H.  Pratt  zu  der  Annahme  geführt,  daß  die  Massenanhäufungen,  welche 
der  äußeren  Begrenzung  der  Kontinentalmassen  entsprechen,  durch 
Dichtigkeitsverminderungen  bis  zur  Tiefe  von  einigen  hundert  Edlometem 
ausgeglichen  werden. 

Die  große  Ausdehnung,  die  die  Schwerkraftsmessungen  erfahren 
haben,  seitdem  es  das  v.  Sternecksche  invariable  Halbsekundenpendel 
ermöglicht,  leicht,  rasch  und  mit  großer  Genauigkeit  relative  Bestim- 
mimgen  der  Schwerkraft  auszuführen,  in  Verbindung  mit  neuen  Er- 
&hmngen  über  die  Verteilung  der  Lotabweichungen  gaben  Helmert 
1890  die  Mittel  in  die  Hand,  in  seiner  „Schwerkraft  im  Hochgebirge^' 
nachzuweisen,  daß  die  Abstände  des  Geoids  vom  Normalsphäroid  unter- 
halb der  Grenzen  von  ±:  200  m  bleiben,  und  daß  deshalb  die  Gebirge 
und  auch  die  Kontinente  zum  größten  Teil  durch  unterirdische  Massen- 
defekte kompensiert  seien.  Schon  1899  konnte  aber  Helmert  auf 
Grund  seiner  früheren  Untersuchungen  und  aus  den  Ergebnissen  der 
Gradmessungen,  besonders  der  neuen  europäischen  Längengradmessung 
in  52^  Breite,  schließen,  daß  sich  alle  Störungen  des  Geoids,  auch  die 
kontinentaler  Natur  und  die  unter  den  Ozeanen,  sogar  in  den  Grenzen 
±  100  m  bewegen  werden.  Diese  ±  100  m  sind  aber  vollkommen  aus- 
reichend, um  den  Widerspruch  in  den  aus  den  Gradmessungen  und 
den  Pendelmessungen  erhaltenen  Werten  der  Abplattung  zu  erklären. 

80* 
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Auch  die  vorher  erwähnte  windschiefe  Lage  des  russischen  Breiten- 
bogens  gegenüber  dem  französisch-englischen  würde  sich  auf  eine  durch 
kontinentale  Anziehung  verursachte  Erhebung  des  Geoids  in  dem  süd- 
lichen Teile  der  ersten  im  Betrage  von  unter  50  m  zurückführen  lassen. 

Zur  vollstöndigen  Bestätigung  der  angeführten  Zahlen  war  es  aber 
von  der  größten  Wichtigkeit,  auch  über  den  Tiefen  des  Ozeans  Schwere- 
messungen ausführen  zu  können;  doch  zeigten  sich  alle  Vorschläge, 
dies  zu  ermöglichen,  für  ungeeignet  und  zu  ungenau.  Erst  1901  gelang 
es  0.  Hecker,  auf  Helmerts  Anregung  hin,  durch  vergleichende 
Beobachtungen  an  Quecksilberbarometem  und  Siedethermometem  (nach 
Mohn)  auf  dem  Atlantischen  Ozean  zwischen  Hamburg,  Lissabon  und 
Rio  de  Janeiro  die  Schwerkraft  mit  der  nötigen  Sicherheit  zu  be- 
stimmen. Das  Ergebnis  war,  daß  die  Schwerkraft  auf  dem  tiefen 
Wasser  des  Atlantischen  Ozeans  zwischen  Lissabon  und  Bahia  als 
normal  und  der  kontinentalen  Schwereformel  Helmerts  von  1901 
entsprechend  gefunden  wurde.  Auch  die  von  Nansen  bei  seiner  Polar- 
fahrt über  dem  tiefen  Polarmeer  auf  dem  Eise  angeordneten  Pendel- 
messungen bestätigen  diese  Erfahrung.  Man  kann  also  mit  derPrattschen 
Hypothese  von  der  überall  vorhandenen  isostatischen  Lagerung  der  Massen 
der  Erdkruste  (wenn  auch  nur  im  Sinne  einer  allgemeinen  Regel)  als  einer 
Tatsache  rechnen  und  behaupten,  daß  sich  die  radialen  Anomalien  des 
Geoids  in  den  vorher  angegebenen  Grenzen  von  ±:  100  m  halten.  Man 
mag  sich  etwa  vorstellen,  daß  die  Massen-  und  Dichteunterschiede  der 
physischen  Erdoberfläche  im  wesentlichen  durch  Massenverschiebungen 
aus  einer  ursprünglich  homogenen  oder  homogen  geschichteten  Erdrinde 
entstanden  sind.  Natürlich  braucht  man  sich  diese  Isostasie  nicht  für 
jedes  Quadratmeter  der  Erdoberfläche  erfüllt  zu  denken,  sondern  viel- 
leicht für  Kreise  von  einigen  hundet  Kilometern  Radius,  um  von  der 
Größenordnung  dieser  Zahl  eine  angenäherte  Vorstellung  zu  geben.  Hier- 
auf weisen  auch  die  auf  Grund  der  Attraktionswirkungen  sichtbarer 
Massen  berechneten  relativen  Lotabweichungen  hin,  die  bei  deren  Berück- 
sichtigung bis  auf  25—40  km  Umkreis  durch  die  beobachteten  Lot- 
abweichungen meistens  angenähert  dargestellt  werden«  Dazu  kommt 
noch,  daß  die  geometrischen  Nivellements  nach  Anbringung  des  nor- 
malen Teiles  der  durch  die  Nichtparallelität  der  Niveauflächen  bedingten 
Reduktionen  ei^eben  haben,  daß  die  Mittelwasser  der  Europa  um- 
spülenden Meere  bis  auf  Beträge  von  der  Ordnung  der  Beobachtungs- 
fehler und  bis  auf  solche,  die  durch  lokale  Störungen,  wie  vorherig 
sehende  Winde,  verursacht  werden,  einer  Niveaufläche  angehören. 

Eine  wichtige  Folge  der  skizzierten  Resultate  ist  es,  daß  man  sich 
nunmehr  die  in  der  bisher  üblichen  Weise  berechneten  trigonometrischen 
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Messungen  mit  ausreichender  Genauigkeit  als  auf  ein  bestimmtes  Referenz- 
ellipsoid  übertragen  denken  kann^  nachdem  man  nötigenfalls  noch  die 
kleinen  Richtungsverbesserungen  wegen  der  Abweichung  des  Vertikal- 
schnitts von  der  geodätischen  Linie  und  wegen  der  Meereshöhe  des 
Objekts  berücksichtigt  hat.  Sollten  sich  aber  nachträglich  größere 
oder  stark  mit  der  Lage  der  Stationen  veränderliche  Lotabweichungen 
herausstellen^  so  hindert  nichts^  das  Dreiecksnetz  wiederholt  mit  Rück- 
sicht hierauf  zu  berechnen  und  so  zum  Ziele  zu  gelangen.  Jedenfalls 
sind  aber  relative  Lotabweichungen  von  etwa  100"  nur  noch  in  ganz 
vereinzelten  Fällen  zu  erwarten;  meistens  werden  sie  imter  10"— 20" 
bleiben  und  keinen  sich  über  größere  Gebiete  erstreckenden  syste- 
matischen Charakter  annehmen«  Endlich  findet  auf  Grund  dieser  Ver- 
hältnisse auch  der  Vorschlag  Helmerts  eine  Stütze:  die  Schwere- 
messungen je  nach  ihrer  speziellen  Verwendungsweise  in  zwei  ver- 
schiedenen Arten  auf  das  Meeresniveau  zu  reduzieren.  Bei  ihrer  Be- 
nutzung für  allgemeine  Untersuchungen  (Bestimmung  der  Abplattung) 
hält  er  es  nämlich  für  angebracht^  sie  nur  unter  Berücksichtigung  des 
normalen  Teiles  der  Schwerkrafbsänderung  mit  der  Höhe^  also  wie  in 
freier  Luft  (nach  Stokes  und  Faye);  auf  die  Meeresfläche  zu  über- 
tragen^  wobei  indessen  in  bestimmten  Fallen  noch  Kondensationsbeträge 
anzubringen  sind.  Der  Erfolg  hat  auch  hier  wieder  die  Prattsche 
Hypothese  bestätigt.  Bei  Untersuchungen  über  regionale  Schwere- 
Störungen  sollte  man  aber  die  Wirkung  der  über  dem  Meeresniveau 
gelegenen  Massen  beachten  (nach  Bouguer,  jedoch  unter  Berück- 
sichtigung der  sogenannten  topographischen  Reduktion).  Die  Ver- 
gleichung  der  in  letzter  Art  reduzierten  Schweremessungen  mit  den 
normalen  Werten  gestattet  im  Grunde  genommen  sodann  nur  die  Er- 
kenntnis der  auf  die  Meeresoberfläche  kondensiert  gedachten^  unter  ihr 
gelegenen  Massenüberschüsse  oder  Defekte.  Sollen  also  Hypothesen 
über  die  wirkliche  Massenlagerung  auf  ihre  Zulässigkeit  hin  geprüft 
werden^  so  ist  auch  hierzu  die  Kenntnis  der  Lotabweichungen  nötig. 

Endlich  will  ich,  wie  schon  erwähnt,  noch  etwas  auf  die  Methoden 
eingehen,  die  für  die  tatsächliche  Darstellung  von  Flächenstücken  des 
Geoids  in  begrenzten  Vermessungsgebieten  in  Frage  kommen,  und  zwar 
werde  ich  mich  dabei,  der  historischen  Entwicklung  folgend,  im  all- 
gemeinen auf  die  Vorschläge  beschränken,  die  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Bild  gewähren  und  die  mit  den  Namen  Yvon  Villarceau,  H.  Bruns 
und  F.  R.  Helmert  verknüpft  sind. 

Villarceau  hat  zwei  Wege  angegeben,  um  die  „wahre  Figur  der 
Erde^'  aus  Lotabweichungen  zu  bestimmen.  Für  die  erste  Methode 
(1868)   setzt  er  voraus,  daß  die  trigonometrischen  Messungen  ein  auf 
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ein  bestimmtes  Referenzellipsoid  projiziertes  Dreiecksnetz  ergeben  haben^ 
daß  auf  sämtlichen  Dreieckspnnkten  Breite  und  Lange  oder  Azimut 
bestimmt  sind^  deren  Werte  auch  als  für  das  EUipsoid  gültig  an- 
genommen werden^  und  daß  diese  Stationen  sowohl  in  ein  trigono- 
metrisches als  auch  in  ein  geometrisches  Nivellement  (durch  Zenitdistanz- 
messungen und  yermittels  des  Nivellierinstruments)  einbezogen  sind. 
Durch  das  trigonometrische  Nivellement  werden  unter  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  Lotabweichungen  auf  die  gemessenen  Zenitdistanzen 
die  Hohen  über  dem  Referenzellipsoid ,  das  man  am  besten  an  einer 
bestimmten  Stelle  mit  dem  Mittelwasser  des  Meeres  zusammenfallen 
läßt,  erhalten,  während  das  geometrische  Nivellement  direkt  Meeres- 
hohen liefere.  Die  Differenzen  beider  Höhen  geben  bis  auf  eine  Konstante^ 
die  man  in  geeigneter  Weise  bestimmen  kann,  die  Höhen  der  Geoid- 
punkte  über  den  entsprechenden  des  EUipsoids.  Es  ist  dies  also  eine 
Bestimmung  des  Geoids  durch  Punkte,  die  bei  genügend  dichter  Lage 
der  Stationen  zu  einer  graphischen  Darstellung  des  Geoids  durch  Kurven 
führt,  die  die  Punkte  gleichen  Geoidabstands  verbinden,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  die  Darstellung  des  Geländes  auf  einer  Karte  durch  Niveau- 
kurven erlangt  wird.  Villarceau  ist  sich  dabei  der  Vernachlässigungen 
bewußt,  die  durch  die  übliche  Reduktion  der  Grundlinien  auf  die  Meeres- 
fläche statt  auf  das  Ellipsoid  und  durch  den  Einfluß  der  Krümmung 
der  Lotlinien  auf  die  astronomischen  Daten  für  das  Ellipsoid  entstehen. 
Dazu  kommt  noch,  daß  er  außer  der  Möglichkeit  der  Projektion  des 
Dreiecksnetzes  auf  das  Ellipsoid  auch  annimmt,  daß  das  in  der  damals 
üblichen  Weise  beobachtete  und  berechnete  geometrische  Nivellement 
Meereshöhen  gibt,  während  dies  nur  angenähert  der  Fall  ist,  da  hierzu 
außerdem  die  Kenntnis  der  Schwere  längs  des  Nivellementsw^es  not- 
wendig ist.  Besonders  aber  kommt  in  Betracht^  daß  die  Resultate  des 
trigonometrischen  Nivellements,  hauptsächlich  infolge  der  Unsicherheit 
über  die  wirklichen  Refraktionsbeträge,  denen  der  Lichtstrahl  unter- 
worfen ist,  zu  ungenau  sind. 

Villarceau  macht  deshalb  (1871  und  1873)  noch  einen  Vorschlag, 
worauf  er  übrigens  schon  1868  hingewiesen  hatte,  bei  dem  er  auf  beide 
Arten  von  Nivellements  verzichtet,  indem  er  durch  die  aus  den  astro- 
nomischen Beobachtungen  ihrer  Richtung  nach  gegebenen  Vertikalen 
eine  Fläche  legt,  die  sie  rechtwinklig  schneidet,  also  eine  Bestimmung 
durch  Vertikallinien.  Er  entwickelt  die  Distanz  des  Geoids  vom  EUip- 
soid, wieder  bis  auf  eine  Konstante,  einmal  nach  einfachen  und 
doppelten  trigonometrischen  Reihen  und  sodann  nach  Potenzen  der 
geodätischen  Breiten-  und  Längendifferenzen  gegen  einen  Zentralpunkt, 
und  zwar  im  zweiten  Fall  für  Winkel-  und  für  Linearmaß.    Abgesehen 
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davon;  daB  solche  Reihen  nur  schwach  konvergieren  and  daher  praktisch 
kaum  anwendbar  sind,  wird  also  vorausgesetzt,  daß  N  eine  analytische 
Funktion  ist.  Dies  tritt  darin  hervor,  daß,  wenn  §  und  t;  die  Lot- 
abweichungen für  einen  Punkt  im  Meridian  und  im  Parallel  und  B 
und  L  seine  Breite  und  Länge  bezeichnen,  bei  der  Bestimmung  der 
Keihenkoefüizienten  von  der  Gleichung  o^jdL  =  —  dr^/dB  Gebrauch  ge- 
macht wird,  was  beides  mit  d^N/BBdL  identisch  sei.  Da  diese  An- 
nahme aber  nicht  korrekt  ist,  so  haben  solche  Entwicklungen  nur  einen 
interpolatorischen  Charakter;  das  Geoid  wird  aber  von  der  ermittelten 
Fläche  in  sehr  merklicher  Weise  abweichen  können.  Villarceau  ver- 
einfacht seine  analytische  Methode  selbst  schon,  indem  er  sie  für  die 
Herstellung  von  Meridian-  und  ParaUelbogenprofilen  einrichtet. 

H.  Bruns  hat  es  in  seiner  durchaus  auf  der  Potentialtheorie  be- 
ruhenden „Figur  der  Erde''  (1878)  als  die  Aufgabe  der  wissenschaft- 
lichen Geodäsie  bezeichnet,  die  Eräftefunktion  der  Erde  hypothesenfrei 
zu  ermitteln.  Er  findet,  daß  die  der  neueren  Geodäsie  zur  Verfügung 
stehenden  Eülfsmittel,  nämlich 

1.  Astronomische  Bestimmungen  (Polhöhen,  Längen,  Azimute), 

2.  Triangulation  (Horizontalwinkel,  Grundlinien), 

3.  Trigonometrisches  Nivellement  (Messung  von  Zenitdistanzen), 

4.  Geometrisches  Nivellement, 

5.  Bestimmungen  der  Intensität  der  Schwerkraft, 

für  eine  solche  Lösung  der  Aufgabe,  soweit  sie  überhaupt  möglich  ist, 
hinreichend  aber  auch  notwendig  sind.  Das  eigentliche  Endergebnis 
der  geodätischen  Operationen  wird  danach  nur  bestehen  können  1)  in 
einem  Verzeichnis  von  Koordinaten  von  möglichst  vielen  Punkten  eines 
Geoids  nebst  den  dazugehörigen  Werten  von  W  und  g  und  2)  in  einer 
graphischen  Darstellung.  Und  zwar  bestimmen  die  trigonometrischen 
Messungen  und  das  trigonometrische  Nivellement  die  Gestalt  eines 
Gradmessungspolyeders,  dessen  Eckpunkte  die  Beobachtungsstationen 
sind  und  dessen  Orientierung  zur  Richtung  der  Erdachse  durch  zwei 
astronomische  Bestimmungen,  z.  B.  Polhöhe  und  Azimut,  oder  zwei 
Polhöhen  usw.,  erhalten  wird.  Die  astronomischen  Beobachtungen 
geben  die  Richtung  der  durch  die  Polyedereckpunkte  gehenden  Verti- 
kalen und  das  geometrische  Nivellement  in  Verbindung  mit  Schwere- 
messungen, die  längs  der  Nivellementswege  auszuführen  sind,  Differenzen 
der  Kräftefunktion  W—  Wq,  wo  W^  zu  der  durch  den  Nullpunkt  der 
Höhen  gehenden  Niveaufläche,  also  etwa  der  mittleren  Meeresfläche  an 
einem  bestimmten  Punkte,  gehört;  es  folgt  dies  einfach  aus  der  Gleichung 
dW «^—- gdh.  Der  Abstand  der  Polyeder  von  der  Rotationsachse  der 
Erde  läßt   sich   dagegen   nicht   ermitteln.     Da   diese  Lösung,   als   der 
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Anschauung  entbehrend,  nur  wenig  befriedigen  kann,  so  kommt  noch 
die  Konstruktion  einzelner  Geoidpunkte  hinzu.  Aus  den  "FT—  W^  erhält 
man  nämlich  durch  Division  mit  g^j  wo  g^^  einen  bestimmten  Mittel- 
wert aus  den  Werten  von  g  längs  der  Normalen  auf  das  Geoid  be- 
deutet, Meereshöhen  H.  Trägt  man  diese  auf  den  Vertikalen  von  den 
Polyederecken  aus  ab,  so  erhält  man  dadurch  die  Koordinaten  der  den 
einzelnen  Stationen  entsprechenden  Punkte  eines  bestimmten  Geoids. 
Diese  Punkte  bilden  ein  Netz  von  Geoidpunkten  erster  Ordnung,  welches 
dann  als  Grundlage  für  die  Einschaltung  beliebig  vieler  neuer  Punkte 
mittels  trigonometrischer  Messungen  und  geometrischer  Nivellements 
dient.  Hierbei  treten  aber  ein  paar  Unsicherheiten  auf,  die  erstens 
durch  die  Schätzung  von  g^  und  zweitens  durch  das  Abtragen  von  H 
auf  den  Vertikalen  anstatt  auf  den  Normalen  zum  Geoid  entstehen, 
jedenfalls  aber  von  geringem  Einfluß  sind. 

Auch  hier  ist  es  das  trigonometrische  Nivellement,  das  durch  seine 
geringe  Genauigkeit  bis  jetzt  der  wirklichen  Ausftihrung  der  Br  uns  sehen 
Methode  die  größten  Hindemisse  bereitet.  Man  könnte  ja  die  Längen 
der  Dreiecksseiten  verkleinem,  etwa  im  Durchschnitt  auf  15  km,  und 
dadurch  eine  größere  Genauigkeit  erzielen.  Die  entstehende  Mehrarbeit, 
und  da  außerdem  aUe  Punkte  astronomisch  bestimmt  werden  müssen, 
machen  aber  selbst  für  kleinere  Gebiete  das  Verfahren  praktisch  un- 
ausführbar. Jedenfalls  hat  indessen  die  Brunssche  Arbeit  das  große 
Verdienst,  die  mathematischen  Grundlagen  der  Geodäsie  und  ihre  er- 
reichbaren Ziele  klar  und  scharf  dargelegt  zu  haben. 

Die  Schwierigkeiten,  die  sich  der  hypothesenfreien  Bestimmung 
des  Geoids  entgegenstellten,  haben  F.  R.  Helmert  veranlaßt,  sich  in 
seiuen  „Theorien  der  höheren  Geodäsie"  (1880  und  1884)  wieder  mit 
der  Methode  der  Lotabweichungen  zu  beschäftigen.  Insbesondere  kam 
er  zu  dem  Ergebnis,  daß  sich  die  Bestimmung  von  Meridianprofilen 
des  Geoids  durch  eiu  sogenanntes  astronomisches  Nivellement 
wegen  der  leicht  und  mit  hinreichender  Genauigkeit  in  kurzer  Zeit 
ausführbaren  Breitenbestimmungen  empfiehlt.  Liegen  die  Breitenstationen 
nur  so  dicht,  daß  man  zwischen  ihnen  den  Verlauf  der  Lotabweichungen 
hinreichend  genau  durch  eine  Kurve  darstellen  kann,  so  erhält  man 
aus  einer  mechanischen  Quadratur  oder  aus  einer  Flächenermittlung 
mit  dem  Planimeter  in  einfacher  Weise  das  Geoidprofil,  bezogen  auf 
das  zugrunde  gelegte  Referenzellipsoid,  das  in  dem  Punkte,  wo  die 
Lotabweichung  im  Meridian  zu  Null  angenommen  wurde,  das  Geoid 
berührt.  Werden  in  einer  zu  untersuchenden  Gegend  diese  Meridian- 
profile hinreichend  dicht  nebeneinander  angelegt,  so  genügt  ein  in 
ähnlicher  Art  abgeleitetes  Westostprofil,  um  eine  graphische  Darstellung 
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des  Greoids  durch  Niveankurven  zu  konstruieren.  Einige  Beispiele 
zeigten  sofort  die  Anwendbarkeit  dieser  Methode.  Ein  erstes  größeres 
Beispiel  konnte  aber  Helmert  1888  durch  die  Konstruktion  des  Geoid- 
profils  im  Meridian  des  Brockens  von  Sophienhoi  in  Schleswig  (Breite 
55,4®)  bis  zum  Lanserkopf  bei  Innsbruck  (47,2®)  liefern.  Gegen  ein 
das  Geoid  in  Sophienhoi  berührendes  Clarkesches  Ellipsoid  erhebt 
sich  das  erste  im  Harz  auf  etwa  4  m,  bis  zur  bayerischen  Hochebene 
auf  6  m,  um  in  den  Yoralpen  am  Lanserkopf  10  m  Abstand  zu  er- 
reichen. 

Auch  bei  diesen  Untersuchungen  wird  noch  nicht  auf  die  Lot- 
krümmung Rücksicht  genommen,  jedoch  wird  ihr  Einfluß  als  so  gering 
nachgewiesen,  daß  er  den  allgemeinen  Charakter  der  ermittelten  Fläche 
nicht  zu  ändern  vermag,  weil  die  in  den  Werten  von  N  hieraus  ent- 
stehenden Fehler  nicht  erheblich  sind.  Die  Lotkrümmungen  erhalten 
aber  eine  ganz  andere  Bedeutung,  wenn  man  für  das  Geoid  den  mög- 
lichst genauen  Verlauf  der  Krümmungsverhältnisse  erforschen  wiU. 

Eine  angenäherte  Berücksichtigung  der  Lotkrümmung  bei  der 
Ableitung  der  Lotabweichungen  dadurch,  daß  man  die  Breiten  nur  um 
ihren  normalen  Teil  verbessert,  der  durch  die  Annahme,  daß  die  Niveau- 
flächen eine  Schar  koaxialer  EUipsoide  seien,  definiert  wird,  hat  wegen 
des  weit  größeren  Einflusses  der  wirklichen  Massenanordnung  nur  wenig 
Wert,  zumal  da  für  die  Lotabweichungen  im  Parallel  etwas  Ähnliches 
nicht  existiert.  Im  Jahre  1895  schlug  deshalb  P.  Pizzetti  vor,  diese 
Reduktion  mittels  der  Schwerkraft,  die  hierzu  in  ihrem  Verlauf  auf 
der  physischen  Erdoberfläche  genügend  genau  ermittelt  sein  muß,  aus- 
zuführen, da  ihre  horizontale  Änderungsgeschwindigkeit  in  einer  ein- 
fachen Beziehung  zur  Lotkrümmung  steht.  Da  er  aber  selbst  findet, 
daß  diese  Reduktion  schon  wegen  der  mangelnden  Kenntnis  der  Dichtig- 
keitsverhältnisse Bedenken  unterliegt,  so  schlägt  er  weiter  vor,  auf  eine 
die  betreffende  Gegend  in  jfreier  Luft  durchschneidende  Niveaufläche  zu 
reduzieren,  wodurch  allerdings  die  Frage  nach  den  Abweichungen  des 
Geoids  vom  Ellipsoid  nicht  gelöst  wird.  Nach  Helmert  entstehen  aber 
auch  hierbei  Bedenken,  und  zwar  erstens  schon  bei  der  Reduktion  der 
beobachteten  Schwerkräfte  auf  dasselbe  Niveau  (z.  B.  an  Böschungen, 
wo  sich  die  Ableitungen  der  Schwere  nach  der  Breite  und  Länge  beim 
Übergang  von  Luft  in  Erde  unstetig  ändern),  und  weil  andererseits 
die  Annahme  der  Proportionalität  der  Krümmungsbeträge  der  Lotlinien 
mit  den  Höhenunterschieden  im  Gebirge  nicht  zutrifft. 

In  aUemeuester  Zeit  (1901  und  1902)  ist  aber  von  Helmert  ein 
Verfahren  angegeben  worden,  kleine  Flächenstücke  des  Geoids  aus  Lot- 
abweichungen mit  Rücksicht  auf  Lotkrümmung  zu  bestimmen,  das  die 
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Kenntniß  der  Lotabweichungen  und  der  Intensität  der  Schwerkraft  im 
ganzen  betrachteten  Gebiet  an  der  physischen  Erdoberfläche,  oder  doch 
wenigstens  eine  derartig  dichte  Lage  der  Beobachtungsstationen  voraus- 
setzt, daß  man  zwischen  den  beobachteten  Lotabweichungen  und  Schwere- 
störungen hinreichend  genau  interpolieren  kann.  Diese  Methode  be- 
steht darin,  daß  an  die  in  gewöhnlicher  Weise  aus  astronomischen 
Nivellements  ermittelten  Erhebungen  N  des  Geoids  über  dem  Referenz- 
ellipsoid  kleine  Korrektionen  angebracht  werden,  deren  Ermittlung  mit 
Hufe  der  Schwerkraft  in  ähnlicher  Weise  erfolgt,  wie  die  Ableitung 
der  Meereshöhen  aus  den  durch  geometrisches  Nivellement  gefundenen 
unterschieden  der  Kräftefunktion.  Ihre  Genauigkeit  hängt,  außer  von 
dem  Einflüsse  der  Beobachtungsfehler  und  von  dem  vielleicht  noch  un- 
zureichenden Beobachtungsmaterial,  von  der  Sicherheit  ab,  mit  der  die 
mittlere  Schwerkraft  in  jeder  Lotlinie  innerhalb  einer  gewissen  Strecke 
geschätzt  werden  kann.  Die  hierbei  begangenen  Fehler  werden  aber 
meistens  unterhalb  der  aus  den  zuerst  genannten  Ursachen  entspringenden 
bleiben  und  sind  überdies  lokaler  Natur,  indem  sie  immer  nur  den 
einzelnen  Punkt  beeinflussen  und  sich  nicht  fortpflanzen. 

Die  Konstruktion  des  öeoids  aus  den  Meridian-  und  Westostprofilen 
durch  eine  Karte  mit  Kurven  N  ^  constans  erfolgt  dann  in  der  schon 
früher  angegebenen  Weise,  wobei  die  j^  bis  auf  eine  allen  gemein- 
same Konstante  bestimmt  sind,  die  jedoch,  bei  sonstiger  freier  Ver- 
fügung, klein  und  von  der  Ordnung  der  Variationen  der  N  sein  muß. 
Die  Lotabweichungen  A'  für  Punkte  des  Geoids  lassen  sich  dann  aus 
A''^  dN/dsQ,  wo  cISq  dem  Linearelement  auf  dem  Ellipsoid  entspricht, 
oder  auch  aus  bekannten  Formeln  der  Interpolationsrechnung  ermitteln. 
Ist  J  die  entsprechende  Lotabweichung  auf  der  physischen  Erdober- 
fläche, so  erhält  man  aus  A  —  A'  auch  nachträglich  noch  indirekt  den 
Betrag  der  Lotkrümmung. 

Außer  einer  Anzahl  von  Meridianprofilen  sind  bis  jetzt  folgende 
mehr  oder  minder  vollkommene  Versuche,  das  Geoid  aus  Lotab- 
weichungen zu  bestimmen,  ausgeführt  worden: 

1.  Von  0.  6.  Andrae  1883  für  den  Harz  (größte  Variation  von 
N:2m), 

2.  Von  General  Pomerantzew  1897  für  das  Ferganagebiet  in 
Zentralasien  (größte  Variation  von  ^:  13  m  bei  einer  größten 
relativen  Lotabweichung  in  Breite  von  76"  für  110  km  nahezu 
meridionaler  Entfernung), 

3.  Von  J.  B.  Messerschmitt  1901  für  die  Schweiz  (größte 
Variation  von  N:bm)  und  endlich 
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4.    Von  der  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey  1903  für  den  öst- 
lichen Teil  der  U.  S.  A.  (größte  Variation  von  N:  6  m). 
Eine  Bearbeitung  des  Geoids  im  Harzgebiet^  für  das  schon  seit  30  Jahren 
Beobachtungsmaterial  gesammelt  wird^   nach    dem  neuesten  Verfahren 
Helmerts  ist  im  Geodätischen  Institut  bei  Potsdam  im  Gange. 

Aus  diesen  Einzeluntersuchungen  kann  man  wohl  ebenfalls  schließen^ 
daß  die  Prattsche  Hypothese  so  weit  erfüllt  sein  wird,  daß  die  Maxi- 
malwerte von  N  wahrscheinlich  nicht  über  ±  100  m  liegen  werden. 
Um  so  mehr  ist  zu  erwarten^  daß  man  jetzt  Stücke  des  Geoids,  trotz 
der  verbleibenden  Hypothesen,  so  genau  bestimmen  kann,  daß  die  noch 
vorhandenen  Unsicherheiten  fast  nur  durch  die  unvermeidlichen  Be- 
obachtungsfehler verursacht  werden. 

Somit  würde  das  Ziel  der  wissenschaftlichen  Geodäsie,  wie  es 
wenigstens  heute  aufgefaßt  wird,  auch  praktisch  zu  erreichen  sein. 


Flüchtige  Aufhahmen  mittels  Photogrammetrie. 

Von 
S.  PiNSTERWALDER  aus  München. 


Als  flüchtig  mögen  solche  AufQahmen  bezeichnet  werden^  bei 
welchen  die  Standpunkte  des  Instrumentes  nicht  durch  eigene  Messungen 
höheren  Genauigkeitsgrades  festgelegt  werden.  Die  photographischen 
Aufnahmen  sollen  je  nach  der  Art  des  benützten  Instrumentes  folgender- 
maßen unterschieden  werden:  1.  Aufuahmen  ohne  jede  Orientierung, 
wie  sie  das  von  einer  perspektivisch  richtig  zeichnenden  Linse  erzeugte 
Negativ  darstellt;  2.  Aufnahmen  mit  innerer  Orientierung,  bei  welchen 
die  Lage  der  Linse  gegenüber  der  lichtempfindlichen  Platte  bekannt 
ist  (Aufnahmen  dieser  Art  werden  bei  freihändiger  Benutzung  eines 
Apparates  von  bekannten  Abmessungen  erzielt);  3.  Aufnahmen  mit 
innerer  und  äußerer  Orientierung,  bei  welchen  auch  die  Stellung  des 
Apparates  im  Kaum  gegenüber  der  Lotlinie  und  den  Himmelsrichtungen 
gegeben  ist.  Der  Teil  der  äußeren  Orientierung,  welcher  sich  auf  die 
Lotlinie  bezieht,  ist  leicht  und  sehr  genau  mittels  der  Libelle  zu  er- 
mitteln; als  Hilfsmittel  für  die  Orientierung  gegen  die  Himmelsrich- 
tungen kommt  nur  die  Bussole  in  Betracht.  Je  nachdem  nur  der  erste 
oder  beide  Teile  der  äußeren  Orientierung  gegeben  sind,  sprechen  wir 
von  unvollständiger  oder  vollständiger  äußerer  Orientierung. 

Den  soeben  gekennzeichneten  Arten  der  Aufnahmen  entsprechend 
sind  folgende  Fragestellungen  der  flüchtigen  Photogrammetrie  zu  er- 
örtern. 

Erstens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
nicht  orientierten  Bildern.  Wie  ich  an  anderer  Stelle  gezeigt 
habe*),  sind  vier  Bilder  des  Gegenstandes  notwendig  und  ausreichend, 
um  diesen  selbst  (soweit  er  auf  wenigstens  zweien  der  Bilder  sichtbar 
ist)  samt  der  Lage  der  Standpunkte  zu  ihm  bis  auf  den  Maßstab  und 


*)  Die  geometrischen  Grandlagen  der  Photogrammetrie.    Jahresbericht   der 
Deotschen  Mathematiker-Yereinigong  für  das  Jahr  1897,  VI,  2,  S.  14.   Leipzig  1899. 


C.  Yorizäge  in  den  Sektionssitzungen :  Finsterwalder.  477 

die  Stellung  im  Raum  festzulegen;  jedoch  ist  die  wirkliche  Ausführung 
der  Rekonstruktion  mit  den  derzeitigen  mathematischen  Hilfsmitteln 
noch  nicht  gelungen.  Das  Problem  kommt  auf  die  Aufgabe  hinaus^ 
einen  Kegelschnitt  im  Raum  zu  finden^  der  4  vorgegebene  Paare  sich 
schneidender  Geraden  triffk. 

Zweitens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
Bildern  mit  innerer  Orientierung.  Hierbei  genügen  bereits  zwei 
Bilder  um  die  Gestalt  des  Gegenstandes  und  die  Lage  der  beiden 
Standpunkte  in  bezug  auf  denselben  bis  auf  den  Maßstab  und  die 
Stellung  im  Raum  zu  finden.  Immerhin  ist  auch  in  diesem  Falle  die 
Durchführung  der  Konstruktion  bisher  nur  auf  dem  Wege  des  Tastens 
gelungen*) 

Drittens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
Bildern  mit  innerer  und  äußerer  Orientierung.  Auch  hier  sind 
zwei  Bilder  zur  Wiederherstellung  des  Gegenstandes  notwendige  aber 
man  findet  dann  nicht  bloß  die  Form  des  Gegenstandes  und  die  Lage 
der  Standpunkte  in  bezug  auf  denselben^  sondern  auch  die  Stellung 
desselben  im  Raum.**)  Der  Maßstab  bleibt  natürlich  auch  hier  un- 
bestimmt. Von  diesem  dritten  Problem  soll  im  folgenden  ausschließlich 
die  Rede  sein. 

Ist  die  äußere  Orientierung  vollständig  gegeben^  so  ist  die  Rekon- 
struktion sehr  einfach  auszuführen.  Man  bedient  sich  dazu  am  besten 
des  Hilfsmittels  der  gnomonischen  Projektion.  Man  wähle  einen  Punkt  0 
und  eine  Horizontalebene  e  in  der  Entfernung  ^^Eins''  davon.  Jede 
Richtung  wird  dann  durch  den  Punkt  dargestellt^  in  welchem  die 
Parallele  zu  ihr  durch  den  Punkt  0  die  Horizontalebene  e  schneidet. 
Die  Standpunkte  der  beiden  Aufnahmen  soUen  mit  0^  und  0,  be- 
zeichnet werden.  Die  gnomonische  Projektion  der  Standlinie  O^^O^  sei 
ulsdann  der  Punkt  0^^  ^  ^®^  Ebene  e.  Von  den  Standpunkten  0^ 
und  0,  werden  die  Strahlen  nach  einem  Punkt  P  des  Gegenstandes, 
der  auf  beiden  Bildern  sichtbar  ist,  gezogen.  Die  gnomonischen  Projek- 
tionen der  Richtungen  O^P  und  O^P  seien  P^  und  Pj.  Da  die  drei 
Richtungen  O^P,  O^P  und  0^0^  in  einer  Ebene  liegen,  müssen  die 
drei  gnomonischen  Bilder  P^,  Pj,  0^  in  einer  Geraden  liegen.  Sind 
die  beiden  Au&ahmen  vollständig  orientiert,  so  kann  man  P^  und  P^ 


*)  S.  Finsterwalder:  Eine  Grondanfgabe  der  Photogrammetrie  und  ihre 
Anwendung  auf  Ballonanfhahmen.  Abhdlgn.  der  E.  Bayr.  Akad.  der  Wias.  IE  Kl. 
24.  Bd.  2.  Abt.  S.  226.     München  1908. 

•*;  S.  Finsterwalder:  Eine  neue  Art  die  Photogrammetrie  bei  flüchtigen 
Aufnahmen  zu  verwenden.  Sitzber.  der  E.  Bayr.  Akad.  der  Wiss.  U.  EL  84.  Bd. 
S.  lOd.    München  1904. 
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aus  den  Bildern  ohne  weiteres  finden  und  in  der  Verbindungslinie  P^P« 
erhält  man  einen  geometrischen  Ort  für  O^,*  ^^^  Bilder  eines  zweiten 
Objektpunktes  Q  liefern  einen  zweiten  Ort  für  0^^,  das  somit  als  Schnitt 
zweier  Geraden  erhalten  wird.  0  O,,  gibt  dann  die  Richtung  der  Stand- 
linie O^O^'y  man  kann  sie  noch  yon  beliebiger  Länge  annehmen  und 
aus  ihr  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Photogrammetrie  Grundriß 
und  Höhe  der  einzelnen  Objektpunkte  P,  Q  usw.  bestimmen.  Aber  auch 
ohne  Zuhilfenahme  einer  weiteren  Konstruktion  läßt  sich  die  Höhe  z^ 
des  Objektpunktes  P  aus  der  gnomonischen  Projektion  berechnen.  Sind 
01,  z^,  z^  die  Höhen  der  Punkte  0^,  0^  und  P,  so  besteht  die  einfache 

Beziehung : 

z  —  »  ^  h^ILh  o    p . 


In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  beiden  anderen  Koordinaten 
x^  und  y^  berechnen^  wenn  man  neben  der  gnomonischen  Projektion 
auf  die  Horizontalebene  e  auch  noch  jene  auf  zwei  Vertikalebenen 
parallel  zur  XZ-  und  YZ- Ebene  zeichnet.  Zu  diesem  Behufe  genügt 
es  die  Figur  in  der  Horizontalebene  e  durch  zwei  Linien  im  Abstand 
^^ins^'  Yom  Grundrisse  Oq  des  Punktes  0  parallel  zu  den  Koordi- 
natenebenen zu  schneiden.  Sind  P[,  Pj  und  0[^  die  Schnittpunkte  der 
Linie  parallel  zur  FZ- Ebene  mit  O^P^,  OqP^  und  0^0^^,  so  wird: 

und  ähnlich  ist  die  Formel  für  y^.  Wird  die  Richtung  der  Standlinie 
parallel  zu  einer  Koordinatenebene ^  z.  B.  horizontal,  so  geht  die  erst- 
genannte Formel  über  in: 

_     b 

wo  b  die  Länge  der  Basis  bedeutet. 

Diese  bequemen  Konstruktionen  gelten  nur  dann,  wenn  di^  äußere 
Orientierung  des  Apparates  vollständig  ist,  wenn  er  also  mit  Libellen 
und  Bussole  ausgerüstet  ist.  Indessen  kann  man  auch  für  den  praktisch 
wichtigen  FaU  der  unvollständigen  äußeren  Orientierung,  wobei  nur 
die  Lage  des  Apparates  gegen  die  Lotlinie  bekannt  ist,  ein  einfaches 
Verfahren  der  Rekonstruktion  angeben.  Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle 
die  gnomonische  Horizontalprojektion  der  Strahlen  eines  jeden  der 
beiden  Bilder  leicht  zu  ermitteln,  man  kennt  nur  zunächst  noch  nicht 
den  Winkel,  unter  welchem  die  beiden  getrennten  Projektionen  um  den 
gemeinsamen  Mittelpunkt  Oq  zu  drehen  sind,  damit  sie  zusammen  die 
gnomonische  Horizontalprojektion  des  gesuchten  Objektes  darstellen. 
Dazu  ist  notwendig,  daß  die  Verbindungslinien  gleichbenannter  Punkte 
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der  getrennten  Projektionen,  wie  P1P2;  Q1Q9  ^^^-  durch  einen  ge- 
meinsamen Pnnkt  0^2  g^l^^i^  der  dann  die  gnomonisclie  Projektion  der 
Standlinie  0^  0,  gibt.  Es  genügen  bereits  3  Paare  solcher  Punkte,  um 
0^2  2^  bestimmen,  aber  die  Berechnung  des  Winkels,  unter  dem  die 
beiden  getrennten  Projektionen  gegeneinander  gedreht  werden  müssen, 
damit  sich  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in  einem  Punkte 
schneiden,  führt  auf  eine  allgemeine  Gleichung  6.  Grades.*)  Ihre  Auf- 
lösung ersetzt  man  im  praktischen  FaUe  durch  ein  einfaches  graphisches 
Näherungsverfahren,  indem  man  die  eine,  auf  Pauspapier  gezeichnete 
Projektion  so  auf  die  andere  legt,  daß  die  Mittelpunkte  sich  decken, 
und  so  lange  dreht,  bis  die  Bedingung  erfüllt  ist.  Die  Verbesserung  des 
so  erhaltenen  Näherungswertes  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auf  Grund  einer  großen  Zahl  entsprechender  Punkte,  deren  Verbindungs- 
linien sich  in  einem  Punkt  schneiden  müssen,  läßt  sich  in  ähnlicher 
Einfachheit  durchführen  wie  beim  sogenannten  Pothenotschen  Problem. 
Nur  ganz  selten  sind  die  wiederherzustellenden  Objekte  von  der  Art, 
daß  sie  von  zwei  Punkten  aus  genügend  übersehen  und  daher  aus  zwei 
Aufiiahmen  rekonstruiert  werden  können.  Fast  immer  braucht  man 
eine  größere  Zahl  von  Standpunkten,  die  dann  unter  sich  paarweise  in 
Verbindung  gesetzt  werden  müssen.  Die  gnomonische  Projektion  gibt 
ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand,  die  Verbindung  so  zu  bewirken,  daß 
keine  schädliche  Anhäufung  der  bei  den  einzelnen  Konstruktionen 
unvermeidlichen  Fehler  entsteht.  Betrachten  wir  zunächst  drei  Stand- 
punkte Ol,  O2,  O3.  Es  gibt  dann  drei  Standlinien,  0^0^,  O^Oj,  0^0^, 
denen  in  der  gnomonischen  Projektion  drei  Punkte  O^^^.O^^  0^^  ent- 
sprechen. Da  die  Standlinien  in  einer  Ebene  hegen,  so  liegen  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden.  Einem  Objektpunkte  P  gehören  drei  Strahlen 
O^P,  O^P,  O^P  zu,  welche  die  Punkte  P^,  Pg,  Pj  als  gnomonische 
Bilder  haben.  Letztere  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die 
Punkte  0^2  >  O^,,  0^^  gehen.  Einem  zweiten  Objektpunkte  Q  gehört 
ein  Dreieck  QiQ^Qs  zu,  dessen  Seiten  durch  die  gleichen  auf  einer 
Geraden  liegenden  Punkte  gehen  und  das  infolgedessen  perspektiv 
zu  P^P^P^  ist.  Das  perspektivische  Zentrum  beider  Dreiecke  ist  das 
gnomonische  Bild  der  Verbindungslinie  PQ,  Liegt  noch  ein  dritter 
Objektpunkt  R  vor,  so  entstehen  in  ähnlicher  Weise  drei  perspektivische 
Zentren,  die  wieder  auf  einer  Geraden  hegen,  welche  selbst  das  gno- 
monische Büd  der  Ebene  PQR  ist  und  deren  Stellung  im  Raum  be- 
stimmt. Diese  Beziehungen  und  eine  Menge  anderer,  die  aus  der  Über- 
tragung stereometrischer  Konstruktionen  am  Objekt  auf  die  gnomonische 


*)  Vergl.  das  vorhergehende  Zitat,     ö.  108. 
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Projektion  folgen^  gestatten  zunächst  alle  auf  Winkelverhältnisse  des 
Objektes  bezüglichen  Fragen  aus  der  gnomonischen  Projektion  zu  be- 
antworten^ sie  ermöglichen  in  einfachster  Weise  die  Aufsuchung  des 
Bildes  eines  Objektpunktes  auf  einer  Au&ahme,  wenn  die  Bilder  des- 
selben auf  zwei  andern  Au&ahmen  bekannt  sind^  und  sie  erleichtem  wesent- 
lich die  Orientierung  einer  dritten  Aufiiahme  gegenüber  zwei  andern, 
schon  gegeneinander  orientierten  Aufnahmen.    Von  besonderer  Bedeutung 

aber  werden  diese  Bezieh- 
ungen, wenn  eine  größere 
Anzahl  n  von  Standpunk- 
ten vorliegt.   Es  gibt  dann 

^^^-^  Punkte    0^,     die 

!i(!^:rJlL--^)nialaufGe- 

raden  liegen  müssen.  Bei 
der  aufeinanderfolgenden 
Konstruktion  der  Punkte 
0^  hat  man  darauf  zu 
sehen,  daß  diese  Lagen- 
6  beziehung  genau  einge- 
halten wird,  denn  nur  dann 
läßt  sich  aus  den  Punkten 
0,.^  ein  in  sich  wider- 
spruchloses Netz  von  n 
Standpunkten  0^  herstellen, 
2  das  später  als  feste  Grund- 
lage für  die  Rekonstruk- 
tion des  Objektes  aus  den 
einzelnen  Bildern  dienen 
kann. 

Als  Beispiel  für  die  aus- 
einandergesetzte Methode 
diene  eine  Au&ahme  des  Talschlusses  des  Val  di  Genova  im  QueUgebiet 
der  Sarca  in  der  Adamellogruppe  der  südlichen  Ostalpen,  welche  ich  im 
Jahre  1895  behufs  Feststellung  der  Lage  der  Gletscherzungen  derVedretta 
del  Mandrone  und  der  Vedretta  della  Lobbia  ausgeführt  habe.  Anbei 
(siehe  Fig.  1)  sind  8  Aufnahmen  von  6  bezw.  7  verschiedenen,  durch  Ziffern 
bezeichneten  Standpunkten  samt  Hauptvertikale  und  Horizont  in  ein 
Fünftel  der  natürlichen  Größe  in  Strichzeichnung  wiedergegeben.*)    Die 


ujiürane 


Fig.  1. 


Veärej'.]  uFitMani 


*)  Die  Aufnahmen  geschahen  mittels  eines  vom  Verfasser  angegebenen  Photo- 
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Bildweite  in  dieser  Yerkleinerong  beträgt  30  mm.  Der  Standpunkt  2^  ist 
gegenüber  2  durch  direkte  Messungen  festgelegt,  er  scheidet  also  für 
diese  Betrachtungen  aus.  Die  übrigen  6  Standpunkte  sind  unter  sich 
nicht  verbunden  und  mit  Ausnahme  der  Sicht  2  bis  5  ist  keine  Sicht 
zwischen  ihnen  möglich.  Sämtliche  Aufiiahmen  sind  nur  gegen  die 
Lotlinie  orientiert.  Die  ursprüngliche  Absicht,  sie  in  das  vorhandene 
Eartenmaterial  einzupassen,  scheiterte  an  der  Unzulänglichkeit  desselben 
und  so  blieben  sie  8  Jahre  unbenutzt  liegen.  Die  Verarbeitung  nach 
der  neuen  Methode  geschah  schließlich  auf  dem  Wege,  daß  je  zwei  von 
den  Aufnahmen,  auf  welchen  gemeinsame  Punkte  erkennbar  waren, 
nach  der  vorhin  auseinandergesetzten  Näherungsmethode  gegeneinander 
orientiert  wurden.  Auf  diese  Weise  entstanden  in  der  gnomonischen 
Projektion  Fig.  2  der  Reihe  nach  die  10  Punkte  Oj,,  Oj,,  O31,  0,4,  0,4,  0^ 
Ojß,  Ojß,  Ojg  und  O51,  welche  fünfmal  zu  dreien  auf  Geraden  liegen  mußten. 
Die  fehlenden  fünf  Punkte  O^g,  Ojg,  0^,  O55  und  O45,  welche  Paaren 
von  Bildern  entsprachen,  auf  welchen  gemeinsame  Punkte  nicht  vor- 
kommen, ließen  sich  durch  einfaches  Linienziehen  ergänzen.  Hierauf 
wurde  ein  vorläufiger  Maßstab  ermittelt,  wobei  der  barometrisch  ge- 
messene Höhenunterschied  zwischen  der  höchsten  und  der  tiefsten  Station 
(ca.  1650  m)  als  Grundlage  diente.  Daran  schloß  sich  die  Rekon- 
struktion des  Netzes  der  Standpunkte  aus  der  gnomonischen  Projektion 
im  Maßstab  1 :  10  000  und  die  Bestimmung  einiger  Gipfelpunkte.  Nun- 
mehr konnten  die  beiden  trigonometrischen  Punkte:  Lobbia  bassa  2959  m 
und  Como  Stablel  2868  m  sicher  identifiziert  und  nach  ihrer  bekannten 
Entfernung  der  Maßstab  verbessert  werden.  Die  gegenseitige  Lage  der 
Standpunkte  und  ihre  Höhen  sowie  die  endgültige  Konstruktion  der 
Gletscherzungen  ist  aus  Fig.  3  zu  ersehen. 

Die  auseinandergesetzte  Methode  der.  flüchtigen  Aufnahme  ist  an 
das  Vorhandensein  größerer  Höhenunterschiede  zwischen  Standpunkten 
und  Objektpunkten  geknüpft.  Nur  in  diesem  Falle  gibt  sie  zufrieden- 
stellende Ergebnisse.  Ist  das  Objekt  eben  und  liegen  die  Aufnahme- 
punkte in  der  gleichen  Ebene,  so  hört  die  Möglichkeit  der  Rekonstruktion 
aus  zwei  Au&ahmen  auf.  Die  gnomonische  Projektion  verflüchtigt  sich 
dabei  ins  Unendliche.  Der  Umstand,  daß  Richtungen  von  geringer 
Neigung  durch  sehr  fem  gelegene  Punkte  gnomonisch  abgebildet  werden, 
wird  übrigens  schon  bei  Konstruktionen  lästig,  die  sonst  noch  ein  ganz 
zufriedenstellendes  Ergebnis  liefern.  Diese  Schwierigkeit  vermeidet  man 
in  fast  aUen  FäUen  der  Praxis,   wenn  man  statt  oder  neben  der  gno- 

theodolitfl,  der  bei  Festhaltung  der  vertikalen  Bildebene  eine  weitgehende  Ver- 
schiebung des  Horizontes  in  vertikaler  Richtung  zuläßt.  Vergl.  Zeitschrift  für 
Instrumentenkunde  189ö,  S.  371. 

Verh.  d.  IIL  Internat.  M*them.-Kongr.   Heidelberg  1904.  81 
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monischen  Projektion  die  polarreziproke  Figur  derselben  in  bezug  auf 
einen  Kreis  vom  Radius  ]/—  1  mit  dem  Mittelpunkt  im  Zentrum  der 


Gnonomische  Projektion 

des  Netzes  der  photoqrammetrischen  Standpunkte. 

Einheit -51IL1IL 

Fi«.  8. 


*iniTi^fllflrtl__.,.^.-[    . 


Ubbiaalti 


Hintergrund  des  Yal  di  Genova 
(Ädame]loc|nq>pe) 


K-T_  \       !■ //  ^  iL 


M.1  <  SOOOO 
(I89ft) 


\  1  / 


\ 


■^---i* 


S 

Flg.  3. 


Projektion  zeichnet.     Wenn  dann  keine   der  Verbindungslinien  zweier 
Standpunkte  oder  Yerbindungsebenen  dreier  Standpunkte  eine  Neigung 
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gegen  die  Horizontalebene  größer  als  45^  hat^  so  findet  die  Figur 
innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  Eins  Platz.  Man  kann  dann  auch 
die  graphische  Näherungskonstruktion,  welche  bei  unvollständiger  Orien- 
tierung gegen  die  Lotlinie  nötig  wird,  an  der  reziproken  'Figur  aus- 
führen und  sie  besteht  nun  dann,  ein  Dreieck  um  einen  vorgegebenen 
Punkt  in  der  Ebene  eines  anderen  Dreiecks  so  lange  zu  drehen,  bis 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  auf  einer  Geraden  liegen.  In 
dieser  Form  ist  die  Konstruktion  in  der  Tat  noch  bequemer  auszuführen 
als  in  der  ursprünglichen. 

Bei  den  vorstehenden  Erörterungen  und  insbesondere  bei  dem 
Beispiele  wurde  in  erster  Linie  auf  die  Verhältnisse  bei  der  allgemein 
üblichen  Geländeaufnahme  Rücksicht  genommen.  Neuerdings  sind  die 
Methoden,  welche  die  Orientierung  gegen  die  Lotlinie  auch  im  Luft- 
ballon ermöglichen,  praktisch  soweit  ausgebildet,  daß  die  Neigung  des 
Apparates  im  Moment  der  Aufnahme  bis  auf  wenige  Minuten  ermittelt 
werden  kann.  Das  gnomonische  Bild  der  Yisierlinien  einer  solchen 
Au&ahme  ist  nichts  anderes  als  eine  perspektivische  Umzeichnung 
derselben  für  eine  horizontale  Bildebene.  Die  zur  Zeit  vorhandenen 
Perspektographen  gestatten  noch  nicht,  eine  solche  Umzeichnung  mit 
der  hier  nötigen  Genauigkeit  vorzunehmen.  Dagegen  ist  diese  Möglich- 
keit auf  optischem  Wege  vorhanden,  und  die  optische  Werkstätte  von 
Zeiß  in  Jena  ist  gegenwärtig  mit  der  Ausführung  eines  von  Herrn 
V.  Rohr  und  dem  Verfasser  gemeinsam  konstruierten  Linsensystems  be- 
schäftigt, welches  solche  Umzeichnungen  bei  einem  Neigungswinkel  der 
beiden  Bildebenen  zwischen  0^  und  50^  noch  genau  und  scharf  aus- 
zuführen imstande  sein  wird.  Hierdurch  wird  der  hier  auseinander- 
gesetzten Methode  der  flüchtigen  Aufiiahme  ein  neues  Feld  erschlossen. 


31^ 


über  Flüssigkeitsbewegung  bei  sehr  kleiner  Reibung. 

Von 

L.   Prandtl    aus   Hannover. 
(Hierzu  eine  Fignrentafel.) 


In  der  klassisclien  Hydrodynamik  wird  vorwiegend  die  Bewegung 
der  reibungslosen  Flüssigkeit  behandelt.  Von  der  reibenden  Flüssigkeit 
besitzt  man  die  Differentialgleichung  der  Bewegung,  deren  Ansatz  durch 
physikalische  Beobachtungen  wohl  bestätigt  ist.  An  Lösungen  dieser 
Differentialgleichung  hat  man  außer  eindimensionalen  Problemen,  wie 
sie  u.  a.  von  Lord  ßayleigh*)  gegeben  wurden,  nur  solche,  bei  denen 
die  Trägheit  der  Flüssigkeit  vernachlässigt  ist,  oder  wenigstens  keine 
RoUe  spielt.  Das  zwei-  und  dreidimensionale  Problem  mit  Berück- 
sichtigung von  Reibung  und  Trägheit  harrt  noch  der  Lösung.  Der 
Grund  hierfür  hegt  wohl  in  den  unangenehmen  Eigenschaften  der 
Differentialgleichung.     Diese  lautet   in  Gibbsscher  Vektorsymbolik**) 

Q(^  +  voVv)+v{r+p)^  kv^v  (1) 

{v  Geschwindigkeit,  q  Dichte,  V  EjiLffcefunktion,  p  Druck,  k  Beibungs- 

konstante);   dazu   kommt  noch   die  Eontinuitatsgleichung:  für  inkom- 

pressible  Flüssigkeiten,   die  hier  allein  behandelt  werden  sollen,  wird 

einfach  ..  ^ 

div  V  =  0. 

Der  Differentialgleichung  ist  leicht  zu  entnehmen,  daß  bei  ge- 
nügend langsamen  und  auch  langsam  veränderten  Bewegungen  der 
Faktor  von  q  gegenüber  den  andern  Gliedern  beliebig  klein  wird,  so 
daß  hier  mit  genügender  Annäherung  der  Einfluß  der  Trägheit  ver- 
nachlässigt werden  darf.     Umgekehrt  wird   bei  genügend   rascher  Be- 


•)  Proceedinga  Lond.  Math.  Soc.  11  S.  67  =  Papers  I  8.  474  f. 
**)  a  oh  skalares  Produkt,  axh  Vektorprodukt,  V  Hamiltonscher  Diffe- 
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wegang  das  in  v  qnadratisclie  Glied  vo^v  (Änderung  der  Oescbiwin- 
digkeit  infolge  Ortswechsels)  groß  genug,  um  die  Beibungs Wirkung  kVH) 
als  ganz  nebensächlich  erscheinen  zu  lassen.  In  den  in  der  Technik 
in  Frage  kommenden  Fallen  von  Flüssigkeitsbewegungen  trifft  letzteres 
fast  immer  zu.  Es  liegt  also  hier  nahe^  einfach  die  Gleichung  der 
reibungslosen  Flüssigkeit  zu  benutzen.  Man  weiß  indessen,  daß  die 
bekannten  Lösungen  dieser  Gleichung  meist  sehr  schlecht  mit  der  Er- 
fahrung übereinstimmen;  ich  erinnere  nur  an  die  Dirichletsche  Kugel, 
die  sich  nach  der  Theorie  widerstandslos  bewegen  soll. 

Ich  habe  mir  nun  die  Aufgabe  gestellt,  systematisch  die  Bewegungs- 
gesetze einer  Flüssigkeit  zu  durchforschen,  deren  Beihung  als  sehr  klein 
angenommen  wird.  Die  Reibung  soU  so  klein  sein,  daß  sie  überall 
yemachlässigt  werden  darf,  wo  nicht  etwa  große  Geschwindigkeits- 
unterschiede  auftreten^  oder  eine  akkumulierende  Wirkung  der  Reibung 
stattfindet.  Dieser  Plan  hat  sich  als  sehr  fruchtbar  erwiesen,  indem 
man  einerseits  auf  mathematische  Formulierungen  kommt,  die  eine  Be- 
wältigung der  Probleme  ermöglichen,  andrerseits  die  Übereinstimmung 
mit  der  Beobachtung  sehr  befriedigend  zu  werden  verspricht.  Um 
eines  gleich  hier  zu  erwähnen:  wenn  man,  z.  B.  bei  der  stationierenden 
Bewegung  um  eine  Eugel  herum,  von  der  Bewegung  mit  Reibung  zur 
Grenze  der  Reibungslosigkeit  übergeht,  so  erhält  man  etwas  ganz 
anderes  als  die  Dirichlet-Bewegung.  Die  Dirichlet-Bewegung  ist 
nur  mehr  ein  Anfangszustand,  der  alsbald  durch  die  Wirkung  einer 
auch  noch  so  kleinen  Reibung  gestört  wird. 

Ich  gehe  nun  zu  den  Einzelfragen  über.  Die  Kraft  auf  den  Ein- 
heitswürfel, welche  von  der  Reibung  herrührt,  ist 

K  =  *VH;;  (2) 

bezeichnet  man  mit  w  ^  ^rotv  den  Wirbel,  so  ist  nach  einer  be- 
kannten vektor-analytischen  Umformung  unter  Berücksichtigung,  daß 
divt?  =  0  ist:  K^2kTotw.  Hieraus  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß 
für  m;  =»  0  auch  IT  ==  0  wird,  d.  h.  daß  auch  bei  beliebig  starker  Rei- 
bung die  wirbelfreie  Bewegung  eine  mögliche  Bewegung  darstellt;  wenn 
sie  trotzdem  sich  in  gewissen  Fallen  nicht  erhält,  so  liegt  das  daran, 
daß  sich  vom  Rande  her  wirbelnde  Flüssigkeit  in  die  wirbelfreie  hinein- 
schiebt. 

Bei  einer  beliebigen  periodischen  oder  zyklischen  Bewegung  kann 
sich  bei  längerer  Dauer  die  Wirkung  der  Reibung,  auch  wenn  sie  sehr 
klein  ist,  anhäufen. 

Man  muß  daher  für  den  Beharrungszustand  verlangen,  daß  die 
Arbeit  von  JET,  also  das  Linienintegral  Jk  o  ds  längs  jeder  Stromlinie 
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bei  zyklisclien  Bewegungen  für  einen  vollen  Zyklus  gleich  Null  wird; 
bei  nach  dem  Orte  periodischen  Strömungen  hat  man 
p 

/Äod»  =  (r,+ft)-(F,+j>j 

Bei  zweidimensionalen  Bewegungen,  bei  denen  eine  Stromfunk- 
tion ^*)  existiert,  läßt  sich  hieraus  mit  Hilfe  der  Helmholtzschen 
Wirbelgesetze  eine  allgemeine  Aussage  über  die  Verteilung  des  Wirbels 
herleiten.     Bei  der  ebenen  Bewegung  erhält  man**) 

2kjv  ods 

bei  geschlossenen  Stromlinien  wird  dies  gleich  Null;  also  ergibt  sich 
hier  das  einfache  Resultat,  daß  innerhalb  eines  Gebietes  von  ge- 
schlossenen Stromlinien  der  Wirbel   einen  konstanten  Wert  annimmt. 

Bei  axialsymmetrischen  Bewegungen  mit  Strömung  in  Meridian- 
ebenen wird  für  geschlossene  Stromlinien  der  Wirbel  proportional  dem 
' Radius:  w  =  cf^  dies  ergibt  eine  Kraft  K  ^  ^tkc  in  Richtung  der  Achse. 

Die  bei  weitem  wichtigste  Frage  des  Problems  ist  das  Verhalten 
der  Flüssigkeit  an  den  Wänden  der  festen  Körper.  Den  physika- 
lischen Vorgängen  in  der  Grenzschicht  zwischen  Flüssigkeit  und 
festem  Körper  wird  man  in  genügender  Weise  gerecht^  wenn  man 
annimmt,  daß  die  Flüssigkeit  an  den  Wänden  hafte,  daß  also  dort 
die  Geschwindigkeit  überall  gleich  Null  bezw.  gleich  der  Körper- 
geschwindigkeit sei.  Ist  nun  die  Reibung  sehr  klein  und  der  Weg 
der  Flüssigkeit  längs  der  Wand  nicht  allzu  lang,  so  wird  schon  in 
nächster  Nähe  der  Wand  die  Geschwindigkeit  ihren  normalen  Wert 
haben.  In  der  schmalen  Übergangsschicht  ergeben  dann  die  schroffen 
Geschwindigkeitsunterschiede  trotz  der  kleinen  Reibungskonstanten  merk- 
liche Wirkungen. 

Man  behandelt  dieses  Problem  am  besten,  indem  man  in  der  allge- 
meinen Differentialgleichung  planmäßige  Vernachlässigungen  vornimmt. 
Nimmt  man  Tc  als  klein  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  die  Dicke 
der  Obergangsschicht  klein  von  der  ersten  Ordnung,  ebenso  die  Normal- 
komponente  der   Geschwindigkeit.     Die  Querunterschiede  des  Druckes 


•)  Vgl.  Encyklop&die  der  mathem.  Wigsensch.  IV  14,  7. 
**)  Nach  Helmholtz  ist  der  Wirbel  eines  Teilchens  dauernd  dessen  Länge 
in  der  Richtung  der  Wirbelachse  proportional;  also  ist  bei  der  stationären  ebenen 
Bewegung  auf  jeder  Stromlinie  (^«^const.)  w  konstant,   also  w^^f{'^)\   hiermit 
wird 

Jk  o  (2«  »  2 * /rot  Wods^  2kf(ilj)Jrot  tffodS'^  2kf'{il>)Jv  o  d9. 
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können .  yemachlässigt  werden,  ebenso  eine  etwaige  Krümmung  der 
Stromlinien.  Die  Dmckverteilung  wird  unserer  Übergangsschicht  von 
der  freien  Flüssigkeit  aufgeprägt. 

Für  das  ebene  Problem,  das  ich  bisher  allein  behandelt  habe,  er- 
halt man  beim  stationären  Zustand  (X-Bichtung  tangential,  F- Richtung 
normal,  u  und  v  die  entsprechenden  Geschwindigkeitskomponenten)  die 
Differentialgleichung 


dazu  kommt  noch 


l^  +  r— 0- 

dx      dy 


Ist,  wie  gewöhnlich,  ^  durchaus  gegeben,  femer  für  den  Anfangsquer- 
schnitt der  Verlauf  von  w,  so  läßt  sich  jede  derartige  Aufgabe  nume- 
risch bewältigen,  indem  man  durch  Quadraturen  aus  jedem  u  das  zu- 
gehörige ö-  gewinnen   kann:    damit   kann   man    mit   Hilfe    eines    der 

c  X 

bekannten  Näherungsverfahren*)  immer  wieder  um  einen  Schritt  in 
der  X-Richtung  weiterkommen.  Eine  Schwierigkeit  besteht  dabei  aller- 
dings in  verschiedenen  am  festen  Rande  auftretenden  Singularitäten. 
Der  einfachste  Fall  der  hier  behandelten  Bewegungszustände  ist  der, 
daß  das  Wasser  an  einer  ebenen  dünnen  Platte  entlang  strömt.  Hier 
ist    eine    Reduktion   der  Variablen   möglich;    man   kann  u=fl^\ 

setzen.  Durch  numerische  Auflösung  der  entstehenden  Differential- 
gleichung kommt  man  auf  eine  Formel  für  den  Widerstand 

i?  =  l,1...6}/*;p7V 
(6  Breite,  l  Länge  der  Platte,  Mq  Geschwindigkeit  des  ungestörten  Wassers 
gegenüber  der  Platte).     Den  Verlauf  von  u  gibt  Fig.  1. 


Fig.  1. 


Fig.  8. 


Das  für  die  Anwendung  wichtigste  Ergebnis  dieser  Untersuchungen 
ist  aber  das,  daß  sich  in  bestimmten  Fällen  an  einer  durch  die  äußeren 
Bedingungen  vollständig  gegebenen  Stelle  der  Flüssigkeitsstrom  von  der 
Wand  ablost  (vgl.  Fig.  2).     Es   schiebt   sich    also    eine   Flüssigkeits- 

•)  Vgl.  z.  B.  ZeitBchr.  f.  Math.  u.  Physik  Bd.  46  S.  486  (Kutta). 
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schiclit^  die  durch  die  Reibung  an  der  Wand  in  Rotation  vernetzt  ist, 
in  die  freie  Flüseigkeit  liinaus  und  spielt  dort,  eiue  völlige  Umgestal- 
tung der  Bewegung  bewirkend,  dieselbe  Rolle  wie  die  Helmholtzschen 
Trennungsschichten.  Bei  einer  Veränderung  der  Reibungskonstanten  k 
ändert   sich   lediglich   die   Dicke  der  Wirbelschicht  (sie  ist  der  Größe 

—  proportional),  alles  übrige  bleibt  unverändert;   man   kann   also, 

wenn  man  will,  zur  Grenze  A:  »  0  übergehen  und  behält  immer  noch 
dieselbe  Strömungsfigur. 

Wie  eine  nähere  Diskussion  ergibt,  ist  die  notwendige  Bedingung 


V. 


Pig.  8. 


Mg.  5. 


Fig.  i. 


Fig.  6. 


für  das  Ablösen  des  Strahles  die,  daß  längs  der  Wand  in  der  Richtung 
der  Strömung  eine  Drucksteigerung  vorhanden  ist.  Welche  Größe  diese 
Drucksteigerung  in  bestimmten  Fällen  haben  muß,  kann  erst  aus  der 
noch  vorzunehmenden  numerischen  Auswertung  des  Problems  ent- 
nommen werden.  Als  einen  plausiblen  Grund  für  das  Ablösen  der 
Strömung  kann  man  angeben,  daß  bei  einer  Drucksteigerung  die  freie 
Flüssigkeit  ihre  kinetische  Energie  zum  Teil  in  potentielle  umsetzt. 
Die  Übergangsschichten  haben  aber  einen  großen  Teil  ihrer  kinetischen 
Energie  eingebüßt;  sie  besitzen  nicht  mehr  genug,   um  in  das  Gebiet 
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höheren  Druckes  einzudringen^  und  werden  daher  diesem  seitlich  aus- 
weichen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  zerfällt  also  die  Behandlung  eines 
bestimmten  Strömungsyorganges  in  zwei  miteinander  in  Wechsel- 
wirkung stehende  Teile:  einerseits  hat  man  die  freie  Flüssigkeit y  die 
als  reibungslos  nach  den  Helmholtz  sehen  Wirbelgesetzen  behandelt 
werden  kann^  andrerseits  die  Übergangsschichten  an  den  festen  Grenzen, 
deren  Bewegung  durch  die  freie  Flüssigkeit  geregelt  wird,  die  aber 
ihrerseits  durch  die  Aussendung  yon  Wirbelschichten  der  freien  Be- 
wegung das  charakteristische  Gepräge  geben. 

Ich  habe  versucht,  in  ein  paar  Fällen  den  Vorgang  durch  Zeichnen 
der  Stromlinien  näher  zu  verfolgen;  die  Ergebnisse  machen  indes  auf 
quantitative  Richtigkeit  keinen  Anspruch.  Soweit  die  Bewegung  wirbel- 
frei ist,  benutzt  man  mit  Vorteil  beim  Zeichnen  den  Umstand,  daß  die 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Stromlinien  mit  den  Linien  konstanten  Geschwindigkeitspotentials  ein 
quadratisches  Kurvennetz  bilden. 

Fig.  3  und  4  zeigen  den  Beginn  der  Bewegung  um  eine  in  di)d 
Strömung  hineinragende  Wand  in  zwei  Stadien.  Die  wirbelfreie  An- 
fangsbewegung wird  durch  eine  von  der  Kante  des  Hindernisses  aus- 
gehende und  sich  spiralig  aufwickelnde  Trennungsschicht  (gestrichelt) 
rasch  umgestaltet;  der  Wirbel  rückt  immer  weiter  ab  und  läßt  hinter 
der  zum  Schluß  stationären  Trennungsschicht  ruhendes  Wasser  zurück. 

Wie  sich  der  analoge  Vorgang  bei  einem  Kreiszylinder  abspielt, 
ist  aus  Fig.  5  und  6  zu  ersehen;  die  von  der  Reibung  in  Rotation 
versetzten  Flüssigkeitsschichten  sind  wieder  durch  Strichelung  kenntlich 
gemacht.  Die  Trennungsflächen  erstrecken  sich  auch  hier  im  Be- 
harrungszustande ins  Unendliche.  All  diese  Trennungsflächen  sind  be- 
kanntlich labil;  ist  eine  kleine  sinusförmige  Störung  vorhanden,  so 
entstehen  Bewegungen,  wie  sie  in  Fig.  7  und  8  dargestellt  sind.  Man 
sieht,  wie  sich  durch  das  Ineinandergreifen  der  Flüssigkeitsströme  deut- 
lich gesonderte  Wirbel  ausbilden     Die  Wirbelschicht  wird  im  Innern 
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dieser  Wirbel  aufgerollt^  wie  in  Fig.  9  angedeutet  ist.  Die  Linien 
dieser  Figur  sind  keine  Stromlinien,  sondern  solche/  wie  sie  etwa 
durch  Beigabe  von  geförbter  Flüssigkeit  erhalten  würden. 

Ich  will  nun  noch  kurz  von  Versuchen  berichten,  die  ich  zum 
Vergleich  mit  der  Theorie  unternommen  habe.  Der  Versuchsapparat 
(in  Fig.  10  in  Aufriß  und  Grundriß  dargestellt)  besteht  aus  einer 
ly,  m  langen  Wanne  mit  einem  Zwischenboden.  Das  Wasser  wird 
durch  ein  Schaufelrad  in  Umlauf  versetzt  und  tritt,  durch  einen  Leit- 
apparat a  und  vier  Siebe  h  geordnet 
und  beruhigt,  ziemlich  wirbelfrei  in 
den  Oberlauf  ein;  bei  c  wird  das  zu 
untersuchende  Objekt  eingesetzt.  Im 
Wasser  ist  ein  aus  feinen  glanzenden 
^^9  9  Blattchen  bestehendes  Mineral  (Eisen- 

glimmer) suspendiert;  dadurch  treten 
aUe  einigermaßen  deformierten  Stellen  des  Wassers,  also  besonders 
alle  Wirbel  durch  einen  eigentümlichen  Glanz  hervor,  der  durch  die 
Orientierung  der  dort  befindlichen  Blattchen  hervorgerufen  wird. 

Die  auf  der  Tafel  zusammengestellten  Photogramme  sind  auf  diese 
Weise  erhalten.  Bei  allen  geht  die  Strömung  von  links  nach  rechts. 
Nr.  1 — 4  behandelt  die  Bewegung  an  einer  in  die  Strömung  hineinragen- 
den Wand.  Man  erkennt  die 
2^  Trennungsfläche,  die  von  der 
Kante  ausgeht;  sie  ist  in  1 
noch  sehr  klein,  in  2  bereits 
mit  starken  Störungen  über- 
deckt, in  3  reicht  der  Wirbel- 
über  das  ganze  Bild,  4  zeigt 
den  „Beharrungszustand'';  man 
bemerkt  auch  oberhalb  der 
Wand  eine  Störung;  da  in  der 
Ecke  infolge  der  Stauung  des 
Wasserstroms  ein  höherer  Druck  herrscht,  löst  sich  (vgl.  8.  488)  mit  der 
Zeit  auch  hier  der  Flüssigkeitsstrom  von  der  Wand  ab.  Die  verschiedenen 
im  „wirbelfreien"  Teil  der  Strömung  sichtbaren  Streifen  (besonders  in 
Nr.  1  und  2)  rühren  davon  her,  daß  beim  Beginn  der  Bewegung  die 
Flüssigkeit  nicht  völlig  ruhig  war.  Nr.  5  und  6  gibt  die  Strömung  um 
ein  kreisförmig  gebogenes  Hindernis,  oder,  wenn  man  will,  durch  einen 
stetig  verengten  und  wieder  erweiterten  Kanal.  Nr.  5  zeigt  ein  Stadium 
kurz  nach  Beginn  der  Bewegung.  Die  obere  Trennungsfläche  ist  zu 
einer  Spirale  aufgewunden,   die  untere  langgestreckt  und  in  sehr  regel- 


;x^^^^m 


m 


Fig.  10. 
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mäßige  Wirbel  zerfaUen.  Auf  der  konvexen  Seite  nahe  am  rechten  Ende 
bemerkt  man  den  Beginn  einer  sich  ablösenden  Strömung;  Nr.  6  zeigt  den 
Beharrungszustand;  bei  dem  sich  die  Strömung  ungefähr  in  engstem 
Querschnitt  ablöst. 

Nr.  7 — 10  zeigt  die  Strömung  um  ein  kreiszylindrisches  Hindernis 
(einen  Pfahl).  Nr.  7  zeigt  den  Beginn  der  Ablösung,  8  und  9  weitere 
Stadien;  zwischen  den  beiden  Wirbeln  ist  ein  Strich  sichtbar,  dieser 
besteht  aus  Wasser,  das  vor  Beginn  der  Ablösung  der  Übergangsschicht 
angehört  hatte.  Nr.  10  zeigt  den  Beharrungszustand.  Der  Schweif 
von  wirbelndem  Wasser  hinter  dem  Zylinder  pendelt  hin  und  her, 
daher  die  unsymmetrische  Augenblicksgestalt.  Der  Zylinder  enthält 
einen  längs  einer  Erzeugenden  verlaufenden  Spalt;  stellt  man  diesen 
so,  wie  in  Nr.  11  und  12  und  saugt  mit  einem  Schlauch  Wasser  aus 
dem  Zylinderinnem  ab,  so  kann  man  die  Übergangsschicht  einer  Seite 
abfangen.  Wenn  sie  fehlt,  muß  auch  ihre  Wirkung,  die  Ablösung,  aus- 
bleiben. In  Nr.  11,  das  zeitlich  Nr.  9  entspricht,  sieht  man  nur 
einen  Wirbel  und  den  Strich.  In  Nr.  12  (Beharrungszustand)  schließt 
sich,  obwohl,  wie  man  sieht,  nur  ein  verschwindender  Teil  des  Wassers 
ins  Innere  des  Zylinders  tritt,  die  Strömung  bis  zum  Schlitz  eng  an  die 
Wand  des  Zylinders  an;  dafür  hat  sich  aber  jetzt  an  der  ebenen  Außen- 
wand der  Wanne  eine  Trennungsfläche  gebildet  (eine  erste  Andeutung 
dieser  Erscheinung  ist  bereits  in  11  zu  sehen).  Da  in  der  sich  e]> 
weiternden  Durchflußöffnung  die  Geschwindigkeit  abnehmen  muß  und 
daher  der  Druck  steigt '^),  sind  die  Bedingungen  für  ein  Ablösen  der 
Strömung  von  der  Wand  gegeben,  so  daß  auch  diese  auffallende  Er- 
scheinung in  der  vorgetragenen  Theorie  ihre  Begründung  erhält. 


*)  £b  ist  i  ^v'  +  F+  p  ~  const.  auf  jeder  Stromlinie. 


Ein  Gelenkmechanismus  zur  Teilung  des  Winkels. 

Von 
A.  Kempe  aus  Rotterdam. 


Der  vorliegende  Gelenkmechanismus  bezweckt  die  Teilung  des 
Winkels  in  beliebig  viele  gleiche  Teüe,  nämlich  so^  daß^  wenn  mit  ihm 
gewisse  Kurven  gezogen  sind^  es  nur  einer  Transversale  bedarf^  um  den 
Winkel  in  alle  möglichen  Teüe  geteilt  zu  haben  (Fig.  1). 

Das  Hauptsachliche  an  diesem  Instrumente  sind  die  zwei  oder  drei 


Fig.  1. 


Fig.  s. 


Rauten  (Fig.  2),  die  derartig  gestellt  sind;  daß  die  rechte  Seite  der 
zweiten  mit  der  Diagonale  der  ersten  zusammenfällt,  die  rechte  Seite 
der  dritten  mit  der  Diagonale  der  zweiten  usw. 

Der  Motor  des  Ganzen  ist  eine  untere  Raute  H^MÄO^,  deren 
Seite  AM  in  M  und  0  zwei  feste  Punkte  hat.  AUes  andere  kann  sich 
gelenkmäßig  bewegen. 

Wenn  nun  der  Mechanismus  in  eine  beliebige  Stellung  gebracht  wird, 
so  ist  ersichtlich^  daß  alle  verlängerten  Diagonalen  der  Rauten  die  ver- 
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längerte  untere  Seite  der  motoriBchen  Baute  in  Punkten  A^yB^^  C^  usw. 
(Fig.  2)  BO  schneiden,  daB  eine  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke  ent- 
steht, die  fOr  unsere  zu  zeichnenden  Kurven  von  der  höchsten  Wichtig- 
keit ist;  denn  wenn  der  Schnittpunkt  der  verengerten  K^M  und  G^O  — 
Punkt  A^  also  —  einen  Kreis  heschreibt,  beschreibt  gleichzeitig  der 
Schnittpunkt  Bj  (Schnittpunkt  von  I^M  und  G^  OB^)  die  Kurve  Bj,  der 
Schnittpunkt  C^  (Schnittpunkt  von  I^M  und  Gj  OC^)  die  Kurve  Cj  usw., 
welche  Kurven  einen  willkürlichen  Winkel  fi  respektive  in  3,  5,  9  usw. 
2*+  1  gleiche  Teile  teilen.  Es  ist  dies  in  Fig.  3  fftr  5  =  2*+  1  dar- 
gestellt ^  Fig.  4  stellt  die  Kurven  von  Fig.  2  im  ganzen  Umriß  dar.  Ich 
habe  die  Kreisbewegung  von  A^  (Fig.  2)  erleichtert  mittels  zweier  Zahn- 
rader, mit  K^M  und  G^A  fest  verbunden,  deren  umfange  zueinander 


Fig.  8. 


Flg.  4. 


sich  verhalten  wie  1 : 2  und  die  respektive  in  M  und  0  ihre  Mittel- 
punkte haben.  Immer  doch  ist  iKMA^^2 iMAA^,  Werden  also 
diese  Zahnräder  in  Bewegung  gesetzt,  mittels  eines  dritten  Zahnrades, 
zwischen  beiden  angebracht,  so  geht  A^  den  Kreisumfang  entlang,  B^ 
beschreibt  die  Kurve  B^  und  C^  die  Kurve  C^.  Es  bewegt  sich  also 
der  ganze  Mechanismus  und  der  Kreis,  die  Kurve  B^  (3-Teiler),  die 
Kurve  C^  (5-Teiler)  etc.  entstehen  gleichzeitig.  Ein  Schreibstiftchen, 
richtig  angebracht,  zieht  ihre  Spuren  kontinuierlich. 

Ich  habe  sie  Schleifenkurven  genannt,  der  eigentümlichen  Schleifen 
wegen,  die  jeder  in  verschiedener,  aber  ganz  regelmäßiger  Zahl  an- 
gehören. 

Die  Kurve  B^  ist  der  Limafon  von  Pascal,  das  ganze  System  also 
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eine  Erweitenmg  der  Lehre  dieser  Kurve^  und  wie  dieser  den  Winkel 
in  3  gleiche  Teile  teilt  ^  so  teilen  die  Kurven  Q  usw.  diesen  in 
5,  9, 17, ...  2»+  1   gleiche  TeUe  (Fig.  4  und  Fig.  1  rechte  Hälfte). 

Wenn  nun  dieser  Gelenkmechanismus  180^  um  OMK  gedreht 
wird  (Fig.  5),  so  bekommt  man  eine  Reihe  Kurven  L^^  N^  usw.^  die  auf 
ähnliche  Weise  entstehen  wie  die  vorhergehenden  und  durch  die  auf- 
einanderfolgenden ^  gleichschenkligen  Dreiecke  denselben  Winkel  ft  in 
3, 7,15,  ..  2"—  1  gleiche  Teile  teilen,  wie  es  Fig.  6  und  Fig.  1 
(linke  Hälfte)  in  den  Kurven  6r,  H  usw.  zeigen:  es  ist  in  Fig.  6  der  Fall 
veranschaulicht,  wo  fi  in  7  (2*  —  1)  gleiche  Teile  geteilt  ist.  Auch  hier 
gilt:  während  der  Schnittpunkt  Fy^  (Fig.  5)  der  verlängerten  K^M  und 
G^  0  den  Kreis  OM  beschreibt,  beschreibt  der  Schnittpunkt  L^  der  ver- 
längerten Diagonale  I^M  und  G^O  eine  Kurve  L^   als  geometrischen 


Fig.  6. 


Ort  aller  L^  so,  daß  F^M^F^L^  ist,  und  gleichzeitig  beschreibt  N^ 
eine  solche  so,  daß  L^M^  A-^i  ^^^  ^'^^'  Nur  ist  hier  zu  bemerken^ 
daß  der  erzeugende  Kreis,  dem  alle  nachfolgenden  Kurven  ihre  Ent- 
stehung verdanken,  nicht  seinen  Mittelpunkt  in  Jf ,  sondern  in  0  hat, 
und  die  Zahnräder  zur  Kreisbewegung,  wovon  oben  die  Rede  war,  um- 
gelegt werden  müssen.  Die  2"—  1  Teiler  in  ihrem  ganzen  Umriß  ge- 
zogen werden  in  Fig.  7  dargestellt:  es  ist  die  Kurve  G^g^  mit  zwei 
Schleifen  der  3-Teiler,  die  Kurve  H^\  mit  sechs  Schleifen,  der  7-Teiler. 

Alles  zusammen  genommen  haben  wir  also:  der  Gelenkmechanis- 
mus links  gelegt  beschreibt  die  2"-f-  1  Teiler;  derselbe  rechts 
gelegt  beschreibt  die  2"—  1  Teiler. 

In  Fig.  1  sind  alle  diese  Kurven  gezogen  und  es  erhellt  augenblick- 
lich, daß  man  nur  /.  fc  in  Jlf  zu  legen  braucht  und  seinen  Schenkel  MH^ 
durch  M  hindurch  zu  verlängern,  um  mittels  der  Transversale  H^C^ 
die  beliebige  Teilung  in  gleiche  Teile  vollbracht  zu  haben.     Denn  es 
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ist   infolge   Fermate   Theorem   die   Primzahl  p   Teiler    von   2*'~*—  1 

=  (2"«"-l)(2  «    +l)  =  (2«-l)(2»+l).     Es   muß   also  p  Teuer 
sein,  entweder  von  2"—- 1  oder  von  2"+ 1,  und  es  sind  eben  unsere  Kurven, 


die  den 


oder   den 


-ten  Teil  eines  Winkels  finden  lassen. 


2'*+  1  2"—  1 

Es  ist  hiermit  das  Problem  der  allgemeinen  Winkelteilung  völlig 
gelöst. 

Ich  bemerke  nebenbei,  daß,  wie  Fig.  1  zeigt: 
P.    die  Kurven   nicht   in   ihrem   ganzen  Umriß   gezogen   zu    sein 
brauchen,   da   ein  Quadrant    zur    Teilung    vollkommen   hin- 


Fig.  7. 

reicht,  weil  man  immer  aus  Winkeln  >  90^  durch  Halbierung 
Winkel  <  90*  herleiten  kann;    es  ist  dies  in  technischer  Hin- 
sicht ein  großer  Vorteil; 
2^.   daß,  wenn  sie  gezogen  sind,  die  Kurven  lithographisch  zu  ver- 
vielfältigen sind  und  ein  f&r  allemal  eine  Teilungstafel  darbieten. 


Es  ist  noch  zu  bemerken,  daß  der  vorliegende  Gelenkmechanismus 
sehr  zu  vereinfachen  ist,  indem  man  nur  zwei  Rauten  IKMH  und 
HM  00  (Fig.  2  und  Fig.  5)  anwendet.  Sie  brauchen  nur  so  benutzt 
zu  werden,  daß  —  MO  (F^ig.  2)  ist  wieder  eine  feste  Linie  —  wahrend 
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der  oben  genannte  Schnittpunkt  A^  den  Kreisnmfang  beschreibt^  der 
Schnittpunkt  B^  den  3-Teiler  beschreibt;  nachher:  wenn  man  K^M  m 
den  Stand  l^M  verlegt,  so  wird  I^M  den  Stand  I^M  annehmen  und 
folglich  der  Punkt  A^  in  jBj  und  B^  in  C^  übergehen;  wird  also 
A^{B^  den  3-Teiler  beschreiben,  so  beschreibt  B^{C^  den  5-Teiler  usw., 
es  wird  also  leicht  jede  folgende  Kurve  aus  der  vorhergehenden  kon- 
struiert. 

Das  nämliche  ist  zu  sagen  von  den  2"  —  1  Teilern  (Fig.  5), 
wo  wieder  der  vereinfachte  Mechanismus  180^  um  OMK  gedreht 
werden  muß. 

Dieser  Mechanismus  ist  zwar  bedeutend  einfacher  als  der  vorher- 
gehende, allein  den  Umriß  einer  Kurve  von  einem  Schnittpunkte  zweier 
Geraden  genau  beschreiben  zu  lassen  hat  seine  Schwierigkeiten  in  tech- 
nischer Hinsicht.  Indessen:  auch  diesen  Schwierigkeiten  ist  mit  Zahn- 
rädern, deren  Umfange  sich  zueinander  verhalten  wie  2:3;  4:5;  8:9  etc., 
abzuhelfen,  nur  muß  dann  die  Vorrichtung  so  sein,  daß  die  aufein- 
ander wirkenden  Räder  leicht  verwechselt  werden  können,  und  auch  dies 
wird  nicht  unmöglich  sein. 

Das  weitere  über  die  stetige  Konstruktion  dieser  Kurven  und  deren 
Theorie  ist  zu  finden  in:  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik 
49.  Bd.,  3.  und  4  Heft  1903.  Weiter  in  den  Memoires  de  la  So- 
ciete  royale  des  Sciences  de  Liege,  2.  s^rie,  tome  XX,  1898,  und 
in  dem  klassischen  Werke:  Über  spezielle  algebr.  und  transc. 
Kurven  von  Gino  Loria  (Deutsch  übersetzt  von  Schütte,  Leipzig, 
B.  G.  Teubner,  1902). 

(Nach  dem  Vortrage  wurden  beigegebene  Figuren  mittels 
eines  Zeißschen  trefflichen  Reflektors  auf  einen  Schirm  projiziert.) 


T.  Sektion. 

Einffthrung  in  die  Geschichte  der  Mathematik;  Hinweis  auf 

neue  Resultate. 

Von 
M.  Cantor  aus  Heidelberg. 


Der  vorbereitende  Ausscliufi  hat  für  die  Eröffiiimgssitzung  der 
einzehien  Sektionen  außer  den  mit  der  Konstituierung  verbundenen 
Geschäften  einen  Vortrag  eines  der  Einführenden  vorgesehen,  und  mir 
wurde  in  unserer  Sektion  durch  Vereinbarung  der  Einführenden  unter- 
einander die  Ehre  zugeteilt,  diesen  Vortrag  vor  Ihnen  zu  halten.  Wenn 
ich  die  Absicht  des  Ausschusses  recht  verstehe,  wollte  er  durch  seinen 
Beschluß  nicht  bloß  einen  Vortrag  für  die  Eröffiiungssitzung  sichern, 
sondern  auch  eine  gewisse  Direktive  für  den  Inhalt  desselben  geben, 
der  eine  Art  von  Einleitung  in  das  Gebiet  geben  mögCj,  das  der 
Sektion  zugewiesen  ist.  In  diesem  Sinne  fasse  ich  wenigstens  meine 
Aufgabe  auf. 

Man  spricht  nicht  selten  vom  oi^^anischen  Werden,  vom  organischen 
Wachstum  einer  Wissenschaft.  In  der  Tat  gleicht  die  Mathematik 
einem  stattlichen  Baume,  der  nach  oben  höher  und  höher  strebt,  gleich- 
zeitig aber  auch  seine  Wurzeln  tiefer  und  tiefer  hinabtreibt,  um  immer 
gesichertere  Grundlagen  zu  gewinnen.  Auch  die  Disziplin,  welche  ich 
in  diesem  Augenbhck  besonders  zu  beachten  habe,  zeigt,  wenn  auch 
nicht  ganz  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne,  ein  doppeltes  Wachstum. 
Nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  hat  die  Geschichte  der  Mathematik 
an  Ausdehnung  gewonnen. 

Nach  vorwärts  sind  Jahrzehnte,  welche  für  die  Altesten  unter 
uns  Gegenwart  waren,  zur  Vergangenheit  geworden  und  bei  der  un- 
gewöhnlich raschen  Entwicklung  des  mathematischen  Denkens  seit  einem 
halben  Jahrhundert  so  sehr  zur  Vergangenheit,  daß  ihre  Ergebnisse  der 
Geschichte    anheimgefallen    sind.     Kopfschüttelnd    fragt    der    moderne 
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Mathematiker,  wie  es  mit  jener  Zeit  beschaffen  war,  in  welcher  Funk- 
tionenlehre und  projektive  Geometrie,  Invarianten  und  (jruppentheohe, 
um  nur  einige  wenige  moderne  Sammelnamen  zu  erwähnen,  noch  nicht 
vorhanden  waren.  Kaum  begreiflich  ist  ihm  vielleicht,  wie  Euler, 
wie  Lagrange,  wie  Gauß,  Geisteshelden  die  auch  ihm  mit  dem  Lorbeer 
der  Unsterblichkeit  geschmückt  erscheinen,  ohne  jene  Hilfsmittel  aus- 
kommen konnten.  Als  wunderbare  Mär  erscheint  ihnen,  daß  Abel 
1829,  Galois  1832,  Cauchy  1842,  Riemann  gar  erst  1866  vom  Leben 
Abschied  nahmen.  Sie  alle  bilden  ftir  ihn  bereits  geschichtliche  Merk- 
punkte. Aber  nicht  minder  nach  rückwärts  hat  in  dem  angedeuteten 
Zeiträume  die  Geschichte  der  Mathematik  an  Ausdehnung  gewonnen. 
Das  Grabscheit  des  Altertumsforschers  hat  auch  für  den  Mathematiker 
Wissenswertes  zutage  gefördert,  die  Lehrer  der  Sprachkunde  haben 
Texte  verständlich  und  zum  Gemeingut  gemacht,  welche  in  dem  Zauber- 
schlafe von  Jahrtausenden  geruht  hatten.  Ihnen  allen  sind  wir  zum 
größten  Danke  verpflichtet. 

Vielleicht  haben  wir  auch  umgekehrt  einigen  Anspruch  auf  Dank 
uns  erworben,  wo  der  Mathematiker  dem  Sprachkundigen  Vorspann- 
dienste  zu  leisten  imstande  war  und  ihm  half  ans  Licht  ziehen,  was 
jenem  mehr  oder  weniger  dunkel  bleiben  mußte,  weil  er  mit  dem 
Sprachinhalte  weniger  vertraut  als  mit  der  Sprache  war.  Nicht  als  ob 
Gleichgewicht  zwischen  Leistung  und  Gegenleistung  stattfände.  Es  mag 
ja  sein,  daß  der  Orientalist  bei  Bestimmung  des  Alters  der  im  Pentateuch 
zusammengeschweißten  Einzelbestandteile  von  der  Bemerkung  Gebrauch 
machen  kann,  das  Vorkommen  der  Zahlen  6,  60  und  ihrer  Vielfachen 
bezeuge  die  Entstehung  des  betreffenden  Verses  in  oder  nach  dem 
Babylonischen  Exil.  Es  mag  ebenso  dem  lateinischen  Lexikographen 
erwünscht  sein,  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  werden,  das  Wort 
sexcenties  in  der  Bedeutung  von  außerordentlich  oft  könne  nicht 
früher  vorkommen,  als  seit  der  Einführung  chaldäischer  Kulte  in  Rom. 
Die  griechische  Literaturgeschichte  hat  möglicherweise  als  unumstöß- 
liche Wahrheit  festzuhalten,  die  Lebenszeit  Herons  von  Alexandria 
müsse  so  bestimmt  werden,  daß  vielleicht  Vitruvius  unter  Augustus, 
jedenfalls  aber  römische  Feldmesser  des  E^aisers  Trajan  seine  Metrica 
benutzen  konnten.  Vielleicht  ließen  bei  aufmerksamem  Nachsuchen  sich 
noch  einige  weitere  Beispiele  auffinden.  Von  einem  solchen  werde  ich 
sogleich  reden.  Aber  im  allgemeinen  liegt  die  Sache  so,  daß  der  Ge- 
schichtschreiber der  Mathematik  sich  mit  den  Jahres-  oder  Jahrhundert- 
zahlen abfinden  muß,  welche  der  Literarhistoriker  ihm  liefert.  Für  die 
Richtigkeit  jener  Zahlen  ist  der  letztere  verantwortlich,  und  der  Mathe- 
matiker ist  unter  Umständen  genötigt,  diesen  oder  jenen  Schriftsteller 
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einem  andern  Kapitel  seiner  Darstellnng  einzuverleiben^  als  es  vorher 
der  Fall  war,  wenn  die  Meinung  der  Literarhistoriker  über  sein  Zeit- 
alter sich  änderte.  Ich  erinnere  an  den  zu  Serenos  von  Antinoeia  ge- 
wordenen Serenos  von  Antissa,  der  dadurch  um  einige  Jahrhunderte 
herabgedrückt  erscheint  und  vermutlich  der  Zeit  zwischen  Pappos  und 
Theon,  also  dem  IV.  nachchristlichen  Jahrhunderte,  angehört.  Der  ge- 
waltigste Umschwung  hat  sich  in  dieser  Beziehung  in  der  Geschichte 
der  indischen  Geometrie  vollzogen.  Wenn  die  die  ältesten  geometrischen 
Vorschriften  enthaltenden  Qulvasutras,  wie  man  gegenwärtig  allgemein 
annimmt,  im  IV.  oder  V.  vorchristlichen  Jahrhunderte  niedergeschrieben 
sind,  inhaltlich  aber  noch  weiter,  etwa  bis  ins  X.  Jahrhundert,  zurück- 
gehen, so  ist  an  eine  Anregung  durch  alexandrinische  Schriftsteller, 
die  man  früher  annahm,  selbstredend  in  keiner  Weise  zu  denken.  Aber 
gerade  hier  ist  vielleicht  der  Mathematiker  imstande,  wiederum  be- 
fruchtend auf  die  philologisch-historische  Forschung  einzuwirken  und 
ihr  seinerseits  neue  Fragen  zur  Beantwortung  vorzulegen,  und  das  ist 
das  vor  wenigen  Augenblicken  durch  mich  angekündigte  weitere  Beispiel. 
Es  ist  nicht  tunlich  hier  auf  diesen  weitführenden  Gegenstand  ein- 
zugehen, aber  ich  darf  mich  wohl  auf  meinen  ihn  behandelnden  Aufsatz 
in  dem  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  beziehen. 

Ich  beabsichtige  ja  ohnehin  nicht,  Sie  heute  einzuladen  in  Gemein- 
schaft mit  mir  irgend  einem  besonderen  geschichtlichen  Gegenstande 
Ihre  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Ich  will  vielmehr  nur  feststellen, 
was  Sie  alle,  die  Sie  zur  Konstituierung  der  V.  Sektion  zusammen- 
getreten sind,  ebenso  gut  wissen  wie  ich,  daß  die  Geschichte  der 
Mathematik  unter  den  mathematischen  Teildisziplinen  einen  Platz  ein- 
nimmt, daß  sie  ihn  aber  auch  verdient,  üniversitas  litterarum, 
Universalität  der  Wissenschaft  kennzeichnet  die  Hochschule,  welche 
deshalb  mit  geringer  Wortänderung  den  Namen  der  Universität  an- 
genommen hai  Ausblicke  nach  anderen  Wissenschaften  öffiien  sich 
aller  Orten.  Aufgaben  werden  von  der  eiuen  Wissenschaft  gestellt, 
welche  die  andere  zu  lösen  hat.  Das  sind  die  Brücken,  die  von  einem 
engeren  Gebiete  nach  zahlreichen  Gh*enzgebieten  hinüberführen.  Auch 
der  Geschichte  der  Mathematik  fehlt  es  nicht  an  Beziehungen,  nicht 
an  Anwendung.  Das  Bewußtsein  ihrer  Berechtigung,  die  vor  einem 
Menschenalter  da  und  dort  noch  in  Frage  gestellt  wurde,  ist  heute  ein 
allverbreitetes,  und  ihm  ist  die  Tatsache  entsprungen,  daß  in  Zürich, 
in  Paris,  in  Heidelberg  bei  der  Zusammenkunft  der  allen  Ländern  ent- 
stammenden Mathematiker  eine  eigene  Kongreßabteilung  den  geschicht- 
lich mathematischen  Bestrebungen  zur  Verfügung  gestellt  worden  ist. 
Das  Bewußtsein  der  Berechtigung  der  Geschichte  der  Mathematik  als 
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eines  besonderen  Wissensgebietes  hat  aber  auch  sonstige  Folgen  gehabt^ 
auf  die  mir  ein  kurzes  Eingehen  geboten  scheint,  weil  dadurch  voraus- 
sichtlich Erörterungen  hervorgerufen  werden,  aus  welchen  wir  zu  lernen 
Gelegenheit  haben  dürften.  Ich  will  nicht  betonen,  daß  an  einer  ganzen 
Reihe  von  Universitäten  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik 
in  mehr  oder  weniger  häufiger  Wiederkehr  gehalten  werden.  Worüber 
werden  keine  Vorlesungen  gehalten,  oder  wenigstens  angekündigt!  Aber 
eine  deutsche  Hochschule  ist  darüber  hinausgegangen.  Sie  wissen,  daß 
ich  München  meine,  wo  Kollege  von  Braunmühl  ein  historisch- 
mathematisches Seminar  gegründet  hat.  Es  kann  uns  nur  lehrreich 
sein,  wenn  er  uns  über  die  Einrichtung  dieser  seiner  Gründung  und 
über  die  Erfolge,  die  er  damit  erzielt  hat,  Auskunft  erteilen  will. 

Ein  Zweites,  was  ich  andeuten  möchte,  ist  das  Vorhandensein  be- 
sonderer regelmäßig  erscheinender  Zeitschriften  für  Geschichte  der 
Mathematik-  Die  älteste  derartige  Zeitschrift,  das  Bulletino  Bon- 
compagni,  hat  zwar  mit  dem  Jahrgange  1887  zu  erscheinen  auf- 
gehört; die  historisch-literarische  Abteilung  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  ist  Ende  1900  eingegangen.  Aber 
noch  besteht  das  italienische  Bolletino  di  bibliografia  e  storia 
delle  scienze  mathematiche  sowie  die  mehr  international  gehaltene 
Bibliotheca  mathematica.  Es  hieße  Eulen  nach  Athen  tragen, 
hielte  ich  es  für  notwendig  von  diesen  beiden  Zeitschriften  weiteres 
zu  berichten,  deren  Wert  allen  Mitgliedern  unserer  Sektion  genügend 
bekannt  ist.  Vielen  von  uns  ist  auch  vor  etwa  einem  halben  Jahre 
ein  Rundschreiben  zugegangen,  in  welchem  von  einem  neuen  Unter- 
nehmen die  Rede  war,  und  darüber  ein  paar  Worte  zu  sagen  ist  viel- 
leicht nicht  überflüssig.  Es  handelt  sich  um  die  Gründung  einer 
wissenschaftlichen  Gesellschaft  für  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften und  der  Technik  mit  ziemlich  weitgesteckten  Zielen, 
zu  deren  Erreichung  unter  anderem  auch  eine  illustrierte  Monatschrift 
als  Mittel  in  Aussicht  genommen  ist.  Der  Unterzeichner  jenes  Rund- 
schreibens, Herr  Ingenieur  Feldhaus,  befijidet  sich  unter  uns.  Ich 
darf  annehmen,  es  sei  ihm  willkommen  uns  über  seinen  Plan  kurz 
berichten  zu  können,  der  über  die  Pflege  der  Geschichte  der  Mathematik 
wesentlich  hinausgeht. 

Noch  viel  weiter  geht  freilich  ein  anderer  Gedanke,  den  uns 
niemand  besser  zu  entwickeln  vermag,  als  dessen  gegenwärtiger  Träger, 
mein  verehrter  Freund  Paul  Tannerj.  Sie  wissen  ja,  daß  es  in 
Frankreich  einen  eigenen  Lehrstuhl  für  die  Geschichte  der  exakten 
Wissenschaften  gibt.  Sie  wissen  femer,  daß  dieser  Lehrstuhl  neu  zu 
besetzen  war,   und  daß  unter   den  beiden  Wettbewerbern,   welche  für 
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denselben  in  Aussicht  genommen  waren^  nicht  der  Mathematiker^  sondern 
der  Chemiker  den  Sieg  davon  trug.  Ich  habe,  und  wir  alle  haben  das 
Recht  den  gegenwärtigen  Inhaber  des  Lehrstuhles  nicht  zu  kennen, 
dessen  Arbeitsgebiet  dem  unsrigen  viel  zu  fem  liegt.  Herrn  Tannery 
und  seine  überaus  zahlreichen  Verdienste  kennen  wir  um  so  besser, 
und  ich  bin  überzeugt  im  Sinne  aller  Anwesenden  zu  sprechen,  wenn 
ich  sage,  wir  würden  es  verstanden  und  aufs  freudigste  begrüßt  haben, 
wäre  Herr  Tannery  ernannt  worden.  Was  ich  wenigstens  aber  nicht 
verstehe,  ist  die  Tatsache,  daß  um  einen  Lehrstuhl  ein  Wettbewerb 
zwischen  einem  Mathematiker  und  einem  Chemiker  überhaupt  möglich 
ist.  Vielleicht  darf  ich  noch  bestimmter  mich  ausdrücken:  ich  verstehe 
nicht  die  Möglichkeit  einer  von  einem  Einzelnen  gelehrten  histoire 
generale  des  sciences  und  habe  diesen  Zweifel  auch  Herrn  Tannery 
brieflich  ausgesprochen,  als  er  mir  die  Programmabhandlung  zuschickte, 
welche  er  unter  diesem  Titel  in  der  Revue  de  synthfese  historique  ver- 
öffentlicht hat.  Ich  würde,  und  ich  meine  sagen  zu  dürfen,  wir  würden 
Herrn  Tannery  dankbar  sein,  wenn  er  von  der  Anordnung  seines  Buches, 
welches  1905  bereits  erscheinen  soll,  uns  einige  Andeutungen  zu  geben 
für  tunlich  hielte. 

Das  sind  die  Erörterungen,  welche  in  die  Wege  zu  leiten  ich  fOr 
den  Zielpunkt  meines  einführenden  Vortrages  gehalten  habe.  Dieselben 
werden  sicherlich  nur  bestätigen,  daß  unserer  Sektion  ein  großes 
und  schönes  Arbeitsfeld  zugewiesen  ist,  daß  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik hinreicht  eine  Lebensaufgabe  zu  bilden. 


Pour  rhistoire  du  problfeme  inverse  des  tangentes. 

Von 
P.  Tannery  aus  Paris. 


Les  Lettres  de  Descartes^  telles  que  Clerselier  les  a  publi^es^ 
contenaient  (Tome  III,  1667,  p.  409—416)  une*)  pifece  adressee  par 
le  philosophe,  le  20  fövrier  1639,  ä  Florimond  Debeaune**),  ce 
conseiller  an  pr&idial  de  Blois  qui  r^digea  en  •  fran9ai8  les  Notae 
breves  et  les  deux  petits  traites  algebriques  dont  Schooten  a  ins^re 
un  texte  latin  dans  ses  editions  de  la  Geometrie  de  Descartes. 

Gette  lettre,  publiee  d'apr^s  la  minute,  ne  parait  point  avoir  cir- 
cul^  ayant  1667.  Debeaune  semble  l'avoir  gardee  d'autant  plus  jalou- 
sement  que  son  importance  mathematique  ^tait  plus  considerable. 
D'autre  part,  il  etait  mort  en  1652,  et  ses  papiers  n'avaient  point  ete 
conservfe.***) 


*)  Voir  Oeuvres  de  Descartes  (6ä.  Charles  Adam  et  Paul  Tannery,  Paris, 
Cerf,  t.  n,  p.  610).  —  Je  citerai  les  cinq  premiers  tomes  de  cette  edition,  qui  com- 
prennent  la  Correspondance,  sous  la  rubrique  C.  D.  —  Cette  Correspon- 
dance  contient  deux  autres  lettres  de  Descartes  ä  Debeaune,  que  Clerselier  avait 
publikes  sans  indiquer  le  destinataire.  Pour  Tune  (C.  D.  U,  p.  641)  du  80  avril 
1689,  Tattribution  s'imposait  d^elle-mdme;  pour  Tautre  (ibid.,  p.  461),  eile  n*est 
assuräe  que  depuis  la  d^couverte  des  lettres  de  Debeaune,  dont  je  vais  parier. 

^  Ordinairement  appelä  „de  Beaune*',  mais  il  signait  (tr^s-lisiblement)  „De- 
beaune.*^ n  ^tait  n^  ä.  Blois,  le  7  octobre  1601,  d*un  p^re  qui  portait  le  m&me 
pr^nom  et  ^tait  bätard  d'un  petit-fils  de  Samblan9a7  (Jacques  de  Beaune,  baron 
de),  le  surintendant  des  finances  pendu  k  Montfaucon  en  1627  et  dont  la  memoire 
fat  rähabilit^e  plus  tard.  C!e  premier  Florimond  avait  au  reste  obtenu  en  1688 
les  Privileges  de  noblesse,  et  il  laissa  ä  son  fils  la  seigneurie  de  Goulioust,  mais 
il  n' avait  pas  le  droit  de  prendre  le  nom  nobiliaire  de  son  päre  naturel,  qui  le 
prot^gea  sans  le  reconnattre. 

***)  J'ai  k  la  v^rit^  trouv^,  ä  la  Biblioth^que  Nationale  de  Paris,  un  texte 
fran9ais  des  Notae  breves.  Mais  c'est  une  copie,  et  je  n'ai  pü  m'assurer  encore 
qu'elle  repräsente  bien  le  texte  original  et  non  pas  simplement  une  traduction  du 
latin  de  Schooten. 
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Dfee  1667  an  contraire,  cette  lettre  de  Descartes  dut  attirer 
yiyement  Tatteiitioii  des  math^maticiens;  eile  traite  en  effet  un  pro- 
bl^me  inverse  des  tangentes^  le  premier  que  Ton  sache  avoir  ete 
poB^*)y  et  ce  Probleme;  qui  condoit  ä  une  courbe  logarithmique^  est 
deyenu  classique  de  bonne  heure.  Mais  sur  les  circonstances  qui  avaient 
amene  Debeaune  ä  soulever  im  probl^me  de  ce  genre^  sur  son  trayail 
personnel  en  la  mati^re^  le  seul  document  auquel  on  püt  se  reporter 
laissait  subsister  nombre  d'obscurites  historiques. 

J'ai  ete  assez  heureux  pour  decouvrir**);  dans  le  ms.  7049  de  la 
Hof  bibliothek  de  Yieime^  sept  lettres  (huit  pieces)  autographes  de  De- 
beaune. EUes  ont  ete  pnbliees  par  mes  soins  dans  les  additions  du 
tome  y  de  la  Correspondance  de  Descartes  (paru  en  1903)  sous 
le  num^rotage  alphabetique  qui  suit: 

A.  Lettre  ä  Mersenne,  du  25  septembre  1638,    pages  515 — 517. 

B.  „       ä  Roberval,     „    10  octobre  „  „      517 — 518. 

C.  (Annexe  de  la  lettre  ß)  „  „  „      519—524. 

D.  Lettre  a  Mersenne,  du  13  novembre       „  „      526 — 529. 

E.  „  „  „  25  fevrier  1639,  „  531—533. 

F.  „  „  „  5  mars  „  „  534 — 536. 

G.  „  „  „  16     „                 „  „  536-539. 
H.  „  „  „      3  avril              „  „  539—542. 

Quoique  ces  lettres  ne  permettent  point  d'^lucider  compl^tement 
la  question,  et  que  meme  eUes  soulfevent,  sur  d'autres  points,  des 
enigmes  nouvelles,  elles  suffisent  pour  redresser  quelques  fausses  con- 
jectures  auxquelles  conduisait  naturellement  la  lecture  de  la  lettre  pre- 
cit^e  de  Descartes. 

C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  ci-apres. 


1.  Le  20  fevrier  1639,  Descartes  parle  de  trois  lignes  courbes  pro- 
posees  par  Debeaune;  mais  il  les  designe  comme  deuxieme,  troisi^me 
et  quatrieme.  11  y  en  avait  donc  une  premifere.  Sur  celle-ci,  nous 
avons    deux   indications    dans   une  lettre  de  Descartes   ä  Mersenne  du 


•)  Celui  de  Kepler,  sur  leqnel  M.  Cantpr  (Vorlesungen,  üj,  p.  764)  a 
appel^  Tattention,  est  ^videnunent  d'one  tont  antre  nature;  il  rentre  en  effet  dans 
la  g^omätrie  g^n^rale  des  coniques. 

**)  On  plutöt  retrouver.  —  Si  en  effet  ces  lettres  n'ätaient  pas  catalogu^es, 
Libri  en  avait  eu  connaissance  au  cours  de  ses  recherches  pour  une  Edition  des 
Oeuvres  de  Format,  et  une  copie,  actuellement  ä,  la  Biblioth^que  Nationale,  en 
avait  m^me  ätä  prise  par  Despejrous  en  1847.  Mais  cette  copie  n'etait  pas 
d'avantage  catalogu^e,  et  le  fait  de  Tezistence  des  lettres  en  question  n'avait  pas 
^t6  Signal^. 
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15  nov.  1638  (C.  D.,  II,  p.  424,  19;  444,  24);  eUes  se  reduisent  ä  ceci. 
Descartes  affirme  que  cette  courbe  est  nne  hyperbole,  et  que  ceux  qni 
ne  Tont  pas  reconnu  se  sont  grandement  mepris;  il  s'^tonne  notamment 
que  Debeaune  s'y  soit  trompe,  apres  avoir  constat^  que  cette  courbe 
satisfaisait  a  la  d^finition  des  lignes  du  premier  geure,  donnee  dans  la 
G^om^trie. 

Ceci  suppose  que  T^quation  de  cette  premifere  courbe  de  De- 
beaune avait  ete  obtenue  sous  forme  finie;  quant  a  la  deuxifeme,  c'est 
la  courbe  logarithmique  du  probl^me  connu;  la  troisieme,  egalement 
logarithmique,  est  suffisamment  determinee  par  les  indications  de  Des- 
cartes; enfin  pour  la  quatrieme,  il  dit  qu'il  ne  l'a  point  examin^e,  et 
que  Debeaune  aimera  probablement  mieux  desormais  la  chercher  lui- 
m^me. 

De  cet  ensemble  de  donn6es,  on  ^tait  naturellement  amene  ä  suppo- 
ser  que  Debeaune  avait  propos^  en  meme  temps  quatre  problemes  in- 
verses  des  tangentes;  que  pour  le  premier,  tr^s-simple,  lui  et  les  geo- 
metres  de  Paris  auraient  immediatement  obtenu  la  Solution  sous  forme 
d'une  equation  du  second  degre  entre  les  coordonnees,  sans  s'apercevoir 
toutefois  que  cette  equation  representait  une  hyperbole;  pour  les  trois 
autres  au  contraire,  Tintervention  de  Descartes  aurait  ete  r^iclamee. 

Or  les  cboses  se  pass^rent  tout  autrement.  Tout  d'abord  (ä  savoir 
vers  le  commencement  de  septembre  1638)  Debeaune  ne  proposa  que 
deux  questions:  la  premi^re  etait  un  probl^me  direct  des  tangentes, 
dans  un  cas  oü  il  ne  parvenait  point  ä  appliquer  la  methode  de  Des- 
cartes; la  seconde  etait  le  probl^me  inverse  classique.  Debeaune,  dans 
une  premifere  lettre  (perdue)  a  Mersenne,  lui  avait  demande  de  sou- 
mettre  ces  deux  düficultäs  a  Descartes;  mais  le  Minime  commen9a  par 
les  communiquer  aux  g^omfetres  de  Paris.  Quant  au  troisieme  et  au 
quatrieme  problöme,  Debeaune  les  posa  directement  ä  Descartes,  dans 
une  lettre  que  nous  n'avons  malheureusement  pas,  mais  qui  dut  etre 
ecrite  au  commencement  de  fevrier  1639  et  accompagner  Tenvoi  des 
Notes  sur  la  G^om^trie.  Mersenne  qui  servait  d'intermediaire  pour 
la  correspondance,  dut  en  avoir  connaissance  (lettre  G.,  p.  537);  mais 
ces  nouveaux  problemes  ne  paraissent  point  avoir  jamais  et^  commu- 
niques  aux  g^ometres  de  Paris.  Desormais,  Debeaune  n'attend  de 
ceux-ci  que  ce  qu'ils  pourront  faire  pour  sa  seconde  ligne;  et  c'est 
pour  cela  qu'il  tiendra  soigneusement  secr^te  la  Solution  de  Descartes 
(la  lettre  du  20  fev.  1639),  qui  l'a  complfetement  satisfait. 

2.  Ainsi  nous  avons  tout  d'abord  k  ^claircir  Thistoire  de  la  pre- 
mier e  ligne  de  Debeaune,  qui  constituait  jusqu'ä  präsent  une  enigme 
decevante. 
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Les  autographes  de  Debeanne  ne  contiennent  pas  Tenonce  du  pro- 
blfeme  relatif  ä  cette  ligne.  Mais  je  Tai  retrouve  (cf.  C.  D.  t.  V,  p.  514) 
dans  le  ms.  fr.  12262  de  la  Bibl.  Nat.,  an  fond^  il  est  identique  avec 
celui  qui  est  developpe  dans  les  Notae  breves  (1®  edit.  1649, 
p.  147 — 150),  comme  exemple  ponr  la  regle  des  tangentes  de  Descartes. 
A  la  fin,  Debeanne  remarqne  qne  la  conrbe  est  nne  byperbole,  dont  il 
a  donn^  plns  hant  la  constrnction.  On  retronve  en  effet  cefcte  con- 
stmction  ä  la  p.  132,  dans  TObservatio  secnnda  snr  la  Synthese 
des  lienx  plans. 

üne  partie  des  calcnls  desNotae  breves  se  retrouve  litteralement 
dans  la  lettre  A.     La   qnestion  d'identification  est  donc  bien  tranchee. 

En  fait,  Debeanne  avait  defini  nn  lien  g^om^triqne  par  nne  rela- 
tion  simple  qui  conduit  immediatement  ä  T^quation: 

(1)  x^-xy-by^O 

II  demandait  de  trouver  la  tangente,  et  il  proposait  ce  problfeme  comme 
difficulte  concemant  la  methode  de  Descartes. 

Ponr  expliquer  en  quoi  consistait  la  difficulte  qu'il  rencontrait,  il 
faut  rappeler  la  marche  des  calcnls  indiques  par  Descartes  ponr  la 
determination  de  la  tangente. 

Soit  nne  ^quation:  F(x,  y)  =-  0,  teile  qne  (1).  Descartes  introduit 
la  longueur  s  de  la  normale  par  rapport  ä  Taxe  des  y,  et  la  longueur 
V '—  y  de  la  sous-normale  par  rapport  au  meme  axe.  EUes  sont  li^es 
par  la  relation: 

(2)  8^^x^  +  v^-2vy  +  y\ 

En  äiminant  x,  par  exemple  entre  (1)  et  (2),  Descartes  obtient  une 
^quation  (3)  qu'il  ordonne  en  y,  et  dont  les  coefficients  contiennent  les 
quantites  v  ei  s.  H  identifie  cette  ^quation  avec  une  autre  de  meme 
degre  en  y,  qu*il  forme  avec  des  coefficients  indetermines  de  fa^on 
qu'il  y  ait  deux  racines  egales  ä  e.  Au  moyen  des  identites  ainsi 
etablies,  il  elimine  les  coefficients  indetermines,  ainsi  que  s,  et  arrive 
finalement  ä  une  equation  (4)  en  v  et  y. 

Dans  les  exemples  qu'il  donne,  l'equation  (3)  est  tantöt  du  second, 
tantdt  du  6®  degr^.  Or,  ponr  le  cas  propose  par  Debeanne,  eile  est  du 
quatri^me  degr^.  N'ayant  plus  de  modele  sous  les  yeux,  et  ne  s'etant 
pas  encore  bien  assimile  la  methode  nouvelle  des  coefficients  indeter- 
mines, le  geomfetre  de  Blois  s'etait  trouve  derout^. 

Cela  peut  nous  faire  sourire,  et  n'est  ^videmment  pas  de  nature 
a  relever  Debeanne  a  nos  yeux.  Mais  il  est  juste  d'ajouter  qu^il  par- 
vint  a  d^brouiller  la  qnestion  sans  aides,  ce  qu'il  annonce  ä  Mersenne 
dans  la  lettre  A.     Senlement  il  le  prie  de  demander  a  Descartes  d'ex- 
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pliquer  comment  il  se  fait  que  la  courbe  (1)  rentre  dans  le  premier 
genre  defini  par  l'auteur  de  la  Geometrie,  alors  que  cette  courbe 
n'est  aucune  des  sections  coniques.  Comment  etait-il  tombe  dans  cette 
erreur? 

C'est  que  la  discussion  de  l'equation  du  secoud  degre,  teile  que 
Tavait  redigee  Descartes,  presente  des  lacuues.  En  particulier,  il  u'a 
pas  considere  le  cas  d'une  asymptote  parallele  ä  un  aze,  et  il  ramene 
requation  generale  ä  la  forme 

y  ^  m  —  —  X  +l/m*  -\-  ox  —  ^  x^ . 
•'  z  f  fn      ' 

qui  devient  illusoire  quand  m  =  0.  C'etait  le  cas,  Debeaune  devant, 
pour  appliqaer  la  methode  de  Descartes,  resoudre  Tequation  (1)  par 
rapport  ä  x, 

Dans  sa  lettre  B,  le  10  oct.  1638,  Debeaune  persiste  toujours  dans 
son  opinion;  il  ne  fut  detrompe  que  par  Tavis,  refu  de  Descartes,  que 
la  courbe  etait  une  hyperbole.  Le  13  nov.  (lettre  D),  il  en  envoya 
la  demonstration  a  Mersenne,  en  le  priant  de  la  comnluniquer  ä  Ro- 
berval,  et,  s'il  le  jugeait  bon,  a  Beaugrand  et  a  Descartes;  en  meme 
temps,  il  a  la  prudence  de  lui  recommander  de  ne  pas  envoyer  en 
HoUande  ce  que  Roberval  avait  redige  sur  la  preniiere  ligne,  aßn 
de  ne  pas  Texposer  aux  raiUeries  de  Descartes,  comme  n'ayant  pas 
reconnu  Thyperbole.  Precaution  inutile!  Mersenne  n'avait  pu  tenir 
sa  plume  et  avait  dejä  ecrit  ä  Descartes  que  les  geometres  de  Paris 
doutaient  de  son  assertion. 

3.  Les  premieres  questions  de  Debeaune  ne  paraissent  pas  avoir 
ete  envoy^es  par  Mersenne  ä  Descartes  avant  le  18  sept.;  Descartes 
repondit  le  11  octobre  dans  une  piece  (perdue)  jointe  ä  sa  lettre  au 
Minime  du  meme  jour  (C.  D.,  II,  420,  8).  Cette  piece  contenait  Tavis 
que  la  premiere  ligne  de  Debeaune  etait  une  hyperbole,  et  des  lors 
Descartes  s'etait  probablement  dispense  de  faire  le  calcul  de  la  tan- 
gente;  en  meme  temps  qu'il  s'excusait  sans  doute  de  ne  pouvoir  s'oc- 
cuper  immediatement  de  la  seconde  ligne. 

Ce  n'est  que  le  15  novembre  (C.  D.  II,  424,  l:i  et  444,  29)  qu'il 
repondit  ä  Mersenne  au  sujet  de  la  lettre  A  de  Debeaune;  il  se  con- 
tenta  de  confirmer  son  assertion,  tout  en  prevoyant  que,  sur  le  tu  de 
la  premiere  reponse,  Debeaune  s'etait  ddjä  detrompe. 

Cependant  deux  autres  geometres  s^etaient  occupes  de  la  question 
proposee  par  Debeaune  pour  sa  premiere  ligne.  Tout  d'abord  Beau- 
grand: Debeaune,  des  la  lettre  A,  accuse  en  effet  reception  d^une  com- 
munication  de  celui-ci,   qui    avait   trouve   la   tangente.     Cela  lui  etait 
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facile,  car  il  connaissait  la  methode  de  Fermat^  qua  Debeaone  ignorait 
encore;  mais  Beaugrand  donnait  cette  tangente  sans  demonstration; 
auBsi  Debeaune,  qui  n'avait  pose  le  probleme  que  pour  avoir  une  me- 
thode g^n^rale^  ne  se  montre  nuUement  satisfait. 

Roberval  envoja  plus  tard  une  Solution  plus  detaillee^  dont  De- 
beaune  le  remercie  dans  la  lettre  B;  peut-etre  cette  Solution  etait-elle 
egalement  obtenue  k  Tai  de  de  la  methode  de  Fermat;  en  tout  cas  Ro- 
berval avait  offert  k  Debeaune^  de  lui  communiquer  cette  methode,  ce 
que  ce  demier  s^empresse  de  r^clamer.  Mais  quelle  qu'eüt  ^te  en  tout 
cas  la  methode  d'invention  suivie  par  Roberval,  il  n'avait  point  fait 
connaitre  son  analyse  et  s'^tait  bome  ä  une  Solution  synthetique. 

En  r6Bum6,  ni  Tun  ni  Tautre  ne  s'etaient  encore  assimil^  les  pro< 
cedes  de  Descartes  autant  que  Debeaune  l'avait  d^ja  fait. 

4.  L'histoire  de  la  premifere  ligne  de  Debeaune  peut  etre  con- 
sideree  desormais  comme  suffisamment  eclaircie. 

En  ce  qui  conceme  la  seconde,   la  piece  C  nous  foumit  l'enonce 
exact^  assez  diffi^rent,  comme  forme^  de 
ceux  que  Ton  donne  d'ordinaire.     Voici 
cet  enonc^: 

„Soit  la  courbe  ÄXE,  de  laquelle 
le  sommet  soit  A,  Taxe  A  YZ,  et  que  la 
propriete  de  cette  courbe  soit  teile, 
qu'ayant  pris  en  icelle  tel  point  qu'on 
voudra,  comme  X,  duquel  soit  menee 
la  ligne  droite  XY  perpendiculairement 
ordonnee  ä  Faxe,  et  par  le  meme  point 

X  ayant  mene  la  touchante  GXNy  sur  laquelle,  au  point  X,  elevant  la 
perpendiculaire  XZ  jusqu'ä  Taxe,  il  y  ait  meme  raison  de  ZY  k  YX 
que  d^une  ligne  donnee,  comme  ^i^,  ä  la  ligne   YX  moins  A  F." 


flg.  1. 


Posant  AY- 

ety  comme  Descartes, 


XY^x,    AB^ß, 

AZ^Vy  XZ    ^     Sy 


Debeaune  arrive  immediatement  ä  la  relation 


(5) 


X 


x  —  y 


La  meme  piece  C  contient  la  Solution  que  Debeaune  avait  cru  trouver, 
pour  obtenir  Tequation  en  Xy  y,  de  sa  ligne,  ainsi  qu*il  l'avait  annonce 
ä  Mersenne  des  le  25  sept.  1638  (lettre  A). 

II  elimine  x  entre  la  condition  (5),  et  la  relation  cartesienne  (2) 

(2)  6-«==a;«  +  i/«-2i;y-t-t/«. 
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II  arrive  aiiisi  ä  une  equation  du  quatrieme  degre  en  y,  qu'il  identifie 
avec  une  equation  a  coefGcients  ind^termines,  ayant  deux  racines  egales. 
Entre  les  relations  aussi  etablies,  il  elimine  les  coefficients  indetermines; 
ainsi  que  Sy  et  aboutit  ä  une  equation  du  troisieme  degre  en  v  et  y. 
Eliminant  maintenant  v  entre  cette  equation  et  la  condition  (5),  il 
obtient  finalement  nne  equation  en  Xy  y: 

(6)  x^  +  {ß-  Sy)x^  -(ßy  +  ^y')x  -ß'y-f-o, 

qui  est  pour  lui  Tequation  cherchee.  D  montre  ensuite  comment  on 
peut  construire  la  courbe  par  points,  etc. 

Les  calculs,  tres-longs,  sont  bien  menes/  et  Ton  ne  peut,  en  tous 
cas,  denier  ä  Debeaune  une  reelle  babilete  comme  algebriste. 

II  est  evidemment  possible  d'arriyer  aujourd'hui  au  meme  resultat 
que  lui  par  une  voie  beaucoup  plus  abregne. 

Soit  en  gen^ral  une  relation  donnant  x  en  fonction  de  y  et  de  i^: 

(7)  x=>F(if,v). 

Substituons  dans  (2)  et  prenons  les  d^riv^es  par  rapport  ä  y, 
comme  si  ^  et  i;  ^taient  constants,  on  aura 

^  ^  X  dy       ' 

Eliminant  v  entre  (7)  et  (8),  on  a  une  Equation 

(9)  'P{!c,y)  =  0. 

C'est  Celle  qu*a  trouvfee  Debeaune;  eUe  correspond  ainsi  ä  un  procede 
parfaitement  general  et  pr^cis,  mais  auquel  il  est  difficile,  je  crois,  de 
donner  une  signification  g^ometrique  pr^sentant  quelqu'interet. 

5.  Roberval,  des  avant  le  10  octobre,  avait  determinö  Tasymptote 
{x^y-\-  ß)  de  la  courbe:  resultat  qui  n'offrait  pas  de  difficult^s  majeures, 
mais  qui  n'est  point  absolument  negligeable.  II  differa  sa  reponse  a 
Debeaune,  et  laissa  ainsi  celui-ci  reconnaitre  de  lui-meme  son  erreur,  ce 
qu'il  fit  des  le  13  novembre  (lettre  D).  Roberval  s'achama  encore 
assez  longtemps  sur  ce  probleme,  mais  n'aboutit  pas;  d'abord  il  crut 
que  la  ligne  etait  une  hyperbole  (C.  D.  II,  502,  19),  puis  il  soutint  que 
le  Probleme  n'^tait  pas  determin^. 

A  un  moment  donne  (lettre  F),  il  aurait  cru  qu'une  droite  satis- 
faisait  ä  la  question,  et  en  effet  l'^quation 

v  —  y       dx  ß 

X     ^  dy^  x  —  y 

admet  comme  Solution  particuliere 

v^y  +  x,    x  =  y  +  ß,     ^|-1. 
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Mais  la  droite  ne  passe  pas  par  le  sommet;  comme  le  demandait  De- 
beaune.  A  cette  dato  nous  sommes  au  commencement  de  mars  1C39; 
Roberral  serait  donc  retombe  sur  la  droite  primitivement  determinee 
par  lui  comme  asymptote.  Ceci  montre  assez  qne  tonte  sa  science 
etait  en  d^faut. 

Yoilä  ä  peu  prfes  tout  ce  que  l'on  sait  des  tentatives  de  Roberval. 
Beaugrand  r^ussit  encore  moins;  Debeaune  ne  parle  de  lui,  au  sujet  de 
cette  seconde  ligne,  qu'ä  propos  d'un  incident  de  sa  correspondance 
avec  DescarteS;  incident  sur  lequel  je  reviendrai  tout-ä  rheure.  Enfin 
les  lettres  de  Debeaime  ne  confirment  nuUement  que  le  probl^me  ait 
ete  propos^  ä  Fermat,  comme  Tindiquerait  un  passage  d'une  lettre  de 
Descartes  (C.  D.  U,  562,  14),  tandisque,  dans  ceUes  de  Fermat,  on  ne 
trouve  rien  concemant  cette  question. 

6.  Lorsqu'il  eut  connaissance  de  la  lettre  A,  oü  Debeaune  decla- 
rait  s'etre  satisfait  au  sujet  de  ses  lignes,  Descartes  se  jugea  dispense 
de  s'occuper  de  la  seconde;  mais,  des  le  25  octobre,  Mersenne,  sans 
Tautorisation  du  geomfetre  de  Blois  et  contre  son  desir,  envoya  en 
Hollande  la  pi^ce  C.  Descartes,  en  repondant  le  15  novembre,  con- 
stata  ,4e  cercle  logique"  (C.  D.  II,  p.  438—439)  dans  lequel  Debeaune 
etait  tombe;  cependant  il  apprecia  favorablement  le  mathematicien  qui 
essayait  d'appliquer  les  methodes  de  la  Geometrie,  et  il  „admire  que 
Debeaune  en  eüt  pu  tant  apprendre  du  peu  que  lui-meme  avait  ecrit/' 

Sa  reponse  se  croisa  avec  une  lettre  (malheureusement  perdue) 
que  Debeaune  adressa  pour  lui  ä  Merseune  en  meme  temps  que  la 
lettre  D  (13  nov.  1638).  Debeaune  dut  y  parier  beaucoup  moins  de 
ses  lignes  que  des  Notes  qu'il  redigeait  sur  la  Geometrie,  et  surtout 
de  son  projet  d'essayer  la  machine  proposee  dans  la  Dioptrique  pour 
la  taille  des  yerres  de  lunette.  Nous  avons  la  reponse  de  Descartes 
(C.  D.  II,  p.  451),  qui  ne  touche  que  ce  demier  sujet,  et  doit  etre 
incomplete;  en  tous  cas  sa  date  exacte  nous  manque,  de  meme  que 
ceUe  de  la  lettre  qu*il  ecrivit  en  meme  temps  ä  Mersenne  (C.  D.  II, 
p.  466  et  suiv.). 

Cependant,  dans  la  lettre  D,  Debeaune  avait  prie  Mersenne  d'in- 
sister  aupr^s  de  Descartes  pour  obtenir  de  lui  Tinvention  de  la  seconde 
ligne,  qu*il  affirme  presenter  pour  lui  un  interet  theorique  tres  grand, 
en  dehors  de  la  question  mathematique  elle-meme.  G'est  probablement 
des  lors  dans  sa  reponse  que  Descartes  lui  demanda  si  pour  l'usage 
qu'il  voulait  faire  de  cette  ligne,  il  ne  pouvait  se  servir  de  la  droite 
satisfaisant  ä  Tequation  de  condition.  Il  avait  donc  fait  la  remarque  qui 
avait  frappe  Roberval,  et  Debeaune  dedare  l'avoir  faite  lui-meme 
auparavant. 
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Maie  cette  Observation  de  Descartes  commnniquee  par  Mersenne 
ä  Beaugrand  donna  ä  celui-ci  Toccasion  d'accuser  le  philosophe  d'avoir 
indique  une  fausse  Solution.  Debeaune  retablit  les  faits^  et  dans  une 
lettre  du  9  janyier  1639  (C.  D.  II,  491)  Descartes  declara  ä  Mersenne 
qu'il  ne  croyait  pas  devoir,  pour  son  compte,  s'occuper  dayantage  de 
Beaugrand. 

7.  Malheureusement,  entre  le  13  nov.  1638  et  le  26  fev.  1639,  la 
correspondance  entre  Debeaune  et  Mersenne  präsente  une  Interruption 
qui  ne  peut  guere  s'expliquer  que  par  la  perte  de  lettres  ecrites  pen- 
dant  cet  intervalle.  En  tout  cas  ce  fut  vers  la  fin  de  janvier  ou  le 
commencement  de  f^vrier  1639  qu'il  envoya  ses  Notes  ä  Descartes 
(lequel  ne  les  re9ut  qu'apres  le  9  fevrier),  et  c'est  probablement  en 
meme  temps  qu^il  lui  adressa  la  lettre  (perdue)  ä  laquelle  le  philosophe 
repondit  le  20  fevrier.  Nons  savons,  par  cette  reponse,  que  cette  lettre 
de  Debeaune  contenait  une  proposition  sur  l'aire  de  l'une  de  ses  lignes 
courbes,  aire  trouv^e  sans  que  T^quation  eüt  ete  obtenue  sous  forme 
finie.  C  est  en  meme  temps  qu'il  düt  proposer  ä  Descartes,  comme 
questions  semblables,  sa  troisi^me  et  sa  quatri^me  ligne,  au  sujet 
desquelles  on  ne  retrouve  aucune  mention  anterieure. 

L'invention  de  la  quadrature  par  Debeaune  est  particulierement 
interessante,  en  ce  qu'elle  montre  qu'il  avait  reconnu  de  lui-meme  au 
moins  une  partie  de  la  relation  entre  le  probleme  inverse  des  tangentes 
et  celui  des  quadratures.  On  ne  peut  d'ailleurs  concevoir  cette  in- 
vention  sans  admettre  qu'il  ait  considere  le  triangle  infinitesimal  forme 
par  les  diflFerences  de  Tabscisse  et  de  Tordonnee,  et  par  le  segment  corre- 
spondant  de  la  tangente. 

Cette  consideration,  qu'il  a  pu  emprunter  ä  la  methode  des  tan- 
gentes de  Fermat,  niais  ä  laquelle  il  a  trfes  bien  pu  arriver  proprio 
Marte,  lui  foumissait  d  aiUeurs  immediatement  la  quadrature  au  moins 
dans  le  cas  de  la  troisieme   courbe,  pour  laquelle  il  avait  pose  la 

condition : 

v  —  y      X 

X  ß 

Comme  on  a  immediatement,  par  les  triangies  semblables, 

V  —  y JX 

X     "^  Jy' 
on  en  deduit  pour  Taire, 

Zx^y^  2:ßJx=^  ßx, 

8.  La  lettre  F,  ecrite  avant  que  la  reponse  de  Descartes  ne  fiit 
parvenue    a  Debeaune,    uous    offre   une  transformation  de  la  question 


fig.  i. 
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pos^e  par  celui-ci,  qni  n'est  pas  moins  interessante  en  ce  qu'eUe  nous 
montre  qn'il  avait  pleine  conscience  de  la  generalit^  du  probl^me: 

;,Mais  pour  edaircir  la  matiere^  soit  quelconque  ligne  courbe  J.-B, 
son  Bommet  A,  son  axe  AD,  la  ligue  DB  perpendicnlairement  or- 
donnee  sur  icelui;  la  tangente  de  la  courbe  au  point  B,  CB,  qui  ren- 
contre  Taxe  prolong^  au  point  C,  On  a  methode,  ajant  une  equation 
qui  explique  le  rapport  d'entre  les  lignes  AD  et  DB,  de  trouver  la 
ligne  CD.  Je  demande  au  contraire  la  m^thode^  ayant  une  equation 
qui  explique  le  rapport  d^entre  CD  et  DB,  de  pou- 
voir  trouver  la  ligne  AB.  Et  pour  exemple  par- 
ticulier^  faisant  DB  ^  x,  et  la  ligne  prise  a  discre- 

ßx 
tion  GH=  ßj  que  nous  ayons  la  ligne  CD  =  ^_    ; 

je  demande  la  ligne  AD.^^ 

Dans  cet  exemple  particulier,  oü  CD  est,  non 
plus  la  sous-normale ,  mais  la  sous- tangente  sur 
Taxe  des  Y  (ce  qui  se  rapproche  de  la  methode  de 
Fermat): 

Serait-ce  la  la  quatrieme  ligne  de  Debeaune? 

Mais,  pour  nous,  ce  dernier  probleme  se  ramene,  comme  au  reste 
celui  de  la  troisieme  ligne,  ä  une  quadrature  immediate.  Pour  la 
seconde  ligne,  au  contraire, 

dy  ^  x  —  y 

dx  ß     ' 

les  variables  ne  sont  pas  separees,  il  7  a  la  une  compUcation  caracte- 
ristique;  or  nous  ne  trouvons  aucun  indice  que  Debeaune  soit  parvenu 
a  effectuer  la  Separation  au  moyen  d'un  changement  de  coordonnees, 
comme  Ta  fait  Descartes  dans  sa  lettre  du  20  fevrier  1639. 

Je  ne  m'arreterai  pas  ä  la  Solution  contenue  dans  cette  lettre  qui  est 
bien  connue,  et  que  j'ai  au  reste  specialement  annotee  dansla  nouvelle 
edition  de  la  Correspondance  de  Descartes.  Je  me  bome  ä  rap- 
peler que  si,  dans  cette  Solution,  on  ne  lit  pas  le  mot  de  logarith- 
mes  (non  refu  encore  en  Geometrie),  ceux-ci  n'en  sont  pas  moins 
definis  par  Descartes  d'une  fafon  tout-ä-fait  analogue  ä  ceUe  de  Napier, 
ce  qui  suppose  une  connaissance  exacte  de  Tinvention  de  ce  demier. 

9.  La  reponse  de  Descartes  satisfit  entiferement  Debeaune,  comme 
il  le  declare  a  Mersenne  dans  la  lettre  0  (26  mars  1639).  Mais  on 
y  voit  en  m^me  temps  qu'il  se  pro])Ose  de  construire  effectivement  sa 
seconde  ligne  par  points,   en  suivant  les  indications  de  Descartes;  de 


512  n.  Teil:  Wissenechaftliche  Vortrage. 

meme;  dans  la  lettre  E^  il  ne  desirait  de  Roberval  que  ^^a  description 
de  sa  ligne  par  points^^ 

II  suit  de  lä  que  si  Debeaune  avait  propose  sa  premi^re  ligne 
(probleme  direct  des  tangentes)  dans  un  but  purement  geometrique  — 
j'entends  ponr  approfondir  la  metbode  publice  par  Descartes  — ,  pour 
sa  seconde  ligne  (probleme  inverse)^  il  avait  au  contraire  en  vue  une 
application  particuliere. 

II  est  bien  malaise  de  preciser  cette  application.  Mais  Tordre 
d'idees  auquel  eUe  appartenait  est  tres  clairement  indique  dans  les 
lettres  de  Debeaune,  malgre  des  r^ticences  calculees,  et  il  est  bien  cer- 
tain  par  ces  lettres  que  le  probleme  inverse  des  tangentes  ne  s'est  pas 
presente  ä  son  esprit  comme  un  simple  renversement  de  la  metbode 
de  Descartes;  il  a  ^te  amene  ä  le  formuler  en  vue  du  developpe- 
ment  de  conceptions  mecaniques. 

Pour  bien  faire  comprendre  ce  qui  en  est,  je  dois  faire  remarquer, 
au  prealable,  que  dans  les  lettres  de  Debeaune  ä  Mersenne,  la  question 
des  lignes  du  geometre  de  Blois  ne  joue  qu'un  röle  assez  secondaire.  A 
cöte  d'autres  questions  matbematiques,  il  entretient  le  Müiime  de  sujets 
tres  varies,  optique,  experiences  sur  la  refraction,  mais  surtout  mecanique. 

Les  Nuove  Scienze  de  Galilee  venaient  de  paraitre  vers  le  mi- 
lieu  de  1638,  et  elles  avaient  attire  Tattention  de  Debeaune  au  moins 
aussi  vivement  que  les  Essais  de  Descartes:  „Je  reviens  ä  Galilee" 
ecrit-il  ä  Mersenne  le  13  nov.  1638,  et  comme  il  ne  lui  en  avait  pas 
parle  dans  la  lettre  immediatement  precedente,  ü  faut  qu'il  Tait  fait  au 
moins  dans  la  premiere  perdue  du  commencement  de  septembre.  Cette 
fois,  il  toucbe  la  question  de  la  resistance  du  milieu  dans  le  mouve- 
ment  des  projectiles  et  ceUe  du  point  d'egalite  qu'il  promet  d'ex- 
pliquer  plus  au  long.  Plus  tard  U  insistera  ä  plusieurs  reprises  au- 
pres  du  Minime  pour  avoir  communication  des  notes  critiques  de  Des- 
cartes sur  le  nouvel  ouvrage  de  Galilee  (c.  a.  d.  la  lettre  a  Mersenne 
du  11  oct.  1638.  C.  D.  n,  p.  380—388).  II  dit,  ä  cette  occasion,  qu41 
n'est  pas  en  plusieurs  cboses  de  Tavis  du  savant  italien,  mais  Mersenne 
ecrit  au  contraire  ä  Descartes  qu'en  mecanique,  Debeaune  suit  les 
pensees  de  Galilee  (C.  D.  11,  p.  443,  4).  C'est  qu'il  a  eu,  entre  les 
mains,  des  septembre  1633,  une  piece  dont  nous  devons  regretter  la 
perte,  a  savoir  une  ebauche  d'im  trait^  redige  par  Debeaune  (lettre  A)^ 
ebauche  que  Tauteur  communiqua  egalement  ä  Roberval  pour  avoir  son 
avis  (lettre  B).  II  la  donne  comme  „un  petit  traite  de  pensees  rüdes 
et  mal  polies,  c'est-ä-dire  ecrites  comme  elles  sont  nees,  sans  avoir  ete 
agencees,  ni  mises  en  copie  par  aucune  transcription/' 

10.    Or,    en   partant   de   ses    questions    geometriques ,    il   declare 
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(lettre  A)  qn'il  s'agit  pour  lui  dWe  science  qu'il  desire  avoir  et  qui 
Ini  serait  grandement  utile  pour  expliquer  ses  pensees.  Sa  seconde 
ligne  est  „un  excellent  probleme  et  dont  les  usages  sont  admirables, 
comme  il  fera  voir,  si  JJ{.  Descartes  en  prend  la  peine^'  (lettre  D). 
Cependant  il  ne  voudrait  pas  communiquer  Tusage  de  ses  lignes  a  d'autre 
qu  a  Mersenne  et  c'est  pour  cela  qu'il  n*a  pose  la  question  que  comme 
geometrique  (lettre  E).  II  en  a  besoin  pour  prouver  Tisochro- 
nisme  des  vibrations  des  cordes  et  des  oscillations  du  pen- 
dule,  qu'il  croit  (avec  Galil^e)  rigoureusement  de  meme  duree  quels 
que  soient  les  arcs  d'amplitude  (lettre  F).  Au  reste,  il  a  muri  des  pen- 
sees et  se  propose  de  refaire  son  traite  sur  un  autre  plan.  Quand  il 
a  refu  la  Solution  de  Descartes,  il  annonce  (lettre  6)  qu'apres  avoir 
construit  sa  seconde  ligne,  il  en  deduira  et  appliquera  ses  pensees. 
Dans  la  meme  lettre,  il  explique  ä  Mersenne  la  loi  de  la  chute  des 
Corps  de  Galilee,  mais  il  trouve  la  demonstration  beaucoup  plus  aisee 
et  naturelle  par  les  triangles. 

Enfin,  dans  sa  demi^re  lettre  (H,  du  3  avril),  il  annonce  ä  Mer- 
senne qu'il  ya  ^crire  ä  Descartes  pour  lui  exposer  succinctement  ses 
principes,  et  notamment  ce  qui  regarde  la  percussion.  Si  cette  lettre 
est  perdue,  nous  avons  la  reponse  de  Descartes,  du  30  ayril  (C.  D.  11, 
p.  541);  malheureusement  eUe  ne  nous  eclaire  pas  beaucoup  pour  la 
question  qui  nous  occupe:  Descartes  y  expose  surtout  ses  propres  idees 
sur  la  constance  de  la  quantite  de  mouvement,  sur  Tinertie  naturelle  et 
sur  la  cause  de  la  pesanteur.  Nous  sommes  donc  r^duits,  en  ce  qui 
conceme  les  pensees  de  Florimond  Debeaune  sur  la  mecanique,  et  sur 
Tusage  qu'il  voulait  faire  a  ce  sujet  du  probleme  inverse  des  tangentes, 
aux  indications  que  foumissent  ses  lettres,  et  que  j'ai  resumees  plus 
haut.  Si  incomplfetes  que  soient  ces  indications,  elles  sont,  je  crois, 
sufGsamment  caracteristiques. 

Debeaune  n'a  jamais  realise  le  projet  qu'il  annon9ait  ä  Mersenne; 
on  est  naturellement  amen^  ä  croire  qu'il  s'est  heurte  ä  des  difficultes 
insurmontables  pour  lui.  Si  geniale  que  püt  etre  son  idee,  eile  ^tait 
pr^maturee,  d'autant  qu'il  voulait  s'attaquer  a  des  questions  phjsiques 
qui  exigeaient  encore  une  longue  succession  de  progr^s  des  connais- 
sances  mathematiques,  avant  de  pouvoir  etre  abordees  utilement. 

S'il  a  confu  la  possibilite  d'appliquer  la  Solution  du  probleme  in- 
verse des  tangentes  aux  questions  de  dynamique,  il  n'a  pas  formule 
cette  idee  avec  pr^cision,  en  sorte  que  nous  ne  savons  point  s'il  ne 
s*y  melait  pas   quelqu'erreur   capitale.*)     11   n'est  rest6  de  son  effort 


*)  D  eemble  bien,   d'apr^s  ce  qu'il  dit  sur  la  demonstration  de  la  loi  de  la 
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dans  cette  direction  que  la  position  in§me  da  probleme  inverse;  eile 
doit  Buf&re  pour  que  sa  memoire  seit  conservee  dans  Thistoire  de  la 
mathematique  ä  an  rang  plas  elev^  que  celoi  de  simple  commentatear 
de  la  G6omÄtrie  de  Descartes. 

11.  Comme  math^maticien^  Debeaane  se  montre  d'aillears  incon- 
testablement  an  moins  a  la  haatear  de  Roberral.  La  craelle  maladie 
qui  le  frappa  de  bonne  heare  l'a  emp^che  de  donner  toate  sa  mesare, 
et  il  faat  lai  en  tenir  compte.  Ses  lettres^  ainsi  qae  je  Tai  indique, 
sont  d'aillears  interessantes  poar  lliistoire  des  sciences  physiques,  et 
m^ritent  ä  cet  ^gard  d'etre  sp^cialement  ^tadi^es.  Mais  en  terminant, 
je  ferai  au  contraire  une  remarque  d'ordre  mathematique.  Dans  ses 
calculs,  Debeaune  ne  place  pas  l'exposant  comme  Descartes^  il  l'ecrit 
sur  sa  ligne,  imm^diatement  apres  la  lettre  affectee,  ainsi  qu'avait  fait 
H^rigone  ihs  1634.  D  declare  d'ailleurs  que  c'est  dans  H^rigone  qu'il 
a  appris  ce  qu'il  sait  d'alg^bre.  Ce  fait  a  son  inter^t^  en  ce  qu'il 
temoigne  de  Finfluence  merit^e  qu'exer^a  le  Cours  mathematique 
d'H^rigone  comme  ouvrage  didactique.*) 


chute  des  corps  de  Galiläe,  qii*on  ne  puisse  lui  refaser  Tidäe  de  repräeenter  le 
temps  par  une  abscisse,  la  vitesse  par  une  ordonn^e,  et  Tespace  parcouru  par 
une  aire.  II  aurait  donc  introduit  les  diff^rentielles  de  la  vitesse  et  du  temps; 
mais  il  ne  semble  point  que  leui  rapport  coiresponde  pour  lui  au  concept  new- 
tonien  de  la  force.  II  suit  de  plus  pr^s  les  traces  de  Galiläe;  son  probleme  s'ex- 
pliquerait  en  supposant  que,  voulant  tenir  compte  de  la  räsistance  du  milieu,  il 
avait  admis  que  la  loi  des  carr^s  devait  etre  corrig^  en  retranchant  un  terme 
proportionnel  ä  la  vitesse,  et  qu'il  chercha^  dans  cette  hypoth^e,  la  relation 
entre  la  vitesse  et  le  temps.  Ce  n*aurait  6i6  qu^apres  avoir  r^ussi  ä,  obtenir  dans 
cette  voie  un  accord  satisfaisant  avec  Texp^rience  qu'il  aurait  abord^  les  questions 
d'isochronisme  (?). 

*)  J'ajoute,  d'autre  part,  que  rien  dans  le  ton  des  lettres  de  Debeaune  ne 
laisse  supposei  qu'il  ait  eu  des  relations  ant^rieuies  avec  Descartes.  D'apr^s  la 
Correspondance  de  Descartes  (t.  I.  p.  262),  celui-ci  Taurait  couuu  depuis  assez 
longtemps  au  moins  de  nom :  puisque  le  10  mai  1639,  il  aurait  ^crit  ä  Mersenne : 
„Mandez-moy  si  M.  de  Beaune  fait  imprimer  quelque  chose."  Malheurensement 
on  n'est  jamais  bien  sür  des  noms  propres  donn^s  par  Clerselier  qui  a  parfois 
compl^t^  ä  tort  les  abräviations  des  minutes  de  Descartes.  On  pourrait  träs  bien 
supposer  dans  ce  passage  „Beau(grand)  si  non  m§me  B(alzac)."  Quant  a  Tindi- 
cation  „de  Beaune",  pour  le  N  .  .  .  k  qui  Descartes  pense  en  automne  1634  (G. 
D.  I,  p.  322,  21)  pour  travaiUer  aux  lunettes,  je  la  considäre  d^sormais  comme  ab- 
solument  erronäe,  qu'elle  provienne  de  Clerselier  ou  de  Legrand. 


Wronski  als  Mathematiker. 

Von 
S.  DiOKSTEiN  aus  Warschau. 


Der  ehrenvollen  Einladung  des  hochverehrten  Einführenden  der 
historischen  Sektion  unseres  Kongresses  einen  Vortrag  über  Wronski  zu 
halten  Folge  leistend,  erlaube  ich  mir  Ihre  Zeit  in  Anspruch  zu  nehmen, 
um  Ihnen  eine  Charakteristik  dieses  geistreichen  und  wenig  bekannten 
Mannes  (1778 — 1853)  zu  geben.*)  Ich  muß  aber  gleich  gestehen, 
daß  ich  in  der  kurzen  mir  zugemessenen  Zeit  nur  einen  flüchtigen  Über- 
blick über  einen  Teil  seiner  Wirksamkeit  Ihnen  geben  kann.  Wronski 
war  ein  Polyhistor,  kein  Gebiet  menschlichen  Wissens  war  ihm  fremd; 
er  hat  umfangreiche  Werke  über  verschiedenartige  Gegenstände  ver- 
öffentlicht und  noch  mehr  findet  man  in  seinem  ungedruckt  gebliebenen 
Nachlasse.**)  Er  beschäftigte  sich  mit  Mathematik,  Mechanik  und 
Physik,  Himmelsmechanik  und  Astronomie,  Statistik  und  politischer 
Ökonomie,  mit  Geschichte,  Politik  und  Philosophie,  er  versuchte  seine 
Eräfbe  in  mehreren  mechanischen  und  technischen  Erfindungen.  Ich 
kann  hier  natürlich  nicht  alle  seine  Leistungen  in  diesen  verschiedenen 
Gebieten  besprechen,  ich  muß  mich  auf  die  Mathematik  beschiunken  und 
kann  von  dieser  sogar  nicht  alles  von  ihm  Geleistete  Ihnen  vorführen. 
Wronskis  Philosophie  darf  ich  aber  nicht  unerwähnt  lassen,  weil  er 
selbst  seine  ganze  wissenschaftliche  Arbeit  als  philosophische  Tat  be- 
trachtete und  fast  in  allen  seinen  mathematischen  Schriften  Mathematik 
mit  Philosophie  vermengte.  Die  Einwirkung  seiner  philosophischen  An- 
sichten merkt  man  schon  an  der  von  ihm  systematisch  geübten  eigen- 
artigen dichotomischen  Zergliederung  des  Inhalts  aller  seiner  Arbeiten. 

*)  Über  Wronskis  Leben  und  Werke  ist  von  mir  ein  Buch  in  polnischer 
Sprache  herausgegeben  worden  ,,Hoene  WroÄski,  jego  zycie  i  prace'*,  Krakau  1896, 
Verlag  der  Krakauer  Akademie  der  Wissenschaften,   gr.  8^    363  S. 

**)  Ein  Verzeichnis  aller  Schriften  und  Manuskripte  von  Wronski  findet  man 
in  meiner  Arbeit:  ,,Catalogue  des  oeuvres  imprimäes  et  manuscrites  de  Wronski" 
(Krakau  1896),  die  den  zweiten  Teil  des  unter  *)  zitierten  Buches  bildet. 
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Er  sagte  doch  selbst:  ^^'^^^  ^^  P^^^  belies  prerogatives  de  la  raison 
est  d'etre  capable  de  former  iin  Systeme^  d'ßtre  arckitectonique."     Die 
Zahlen  e  nnd  ^  nannte  er  ^philosophische  Zahlen'^  und  zwar  die  erste 
die  der  Theorie  der  Logarithmen,  die  zweite  die  der  Theorie  des  Sinus; 
die  von  ihm  verallgemeinerte  Bemoullische  und  Eulersche  Annäherungs- 
methode   zur   Auflösung    algebraischer    Gleichungen   nannte   er   teleo- 
logisch usw.     Aber  noch  mehr:  durch  seine  Philosophie,   die  er  „ab- 
solute"   oder    —    als    Philosophie    der    von    ihm     gepredigten    neuen 
Ära    der    Geschichte    der    Menschheit    —    auch    ,,Messianismus"    ge- 
nannt hat;  woUte  er  die  ganze  menschliche  Wissenschaft  reformieren 
und  dieselbe  auf  unfehlbaren  Grundlagen  errichten.     Zu  seinem  philo- 
sophischen System  gelangte  er  durch  die  Eantische  Philosophie.     Er 
wollte  diese  Philosophie,  die  er  als  die  größte  Entdeckung  des  XVIII.  Jahr- 
hunderts bezeichnete,  weiterfuhren  und  vollenden,  bis  in  das  Absolute 
hinau£     Kant  —  sagt  Wronski  —  war  der  erste,   der  nicht   nur   die 
Form  sondern  auch  den  Inhalt  oder  die  Natur  der  Erkenntnis  erfaßt 
habe;   für   Kant   aber   war   die   Erkenntnis   noch   eine   durch   die  Be- 
dingungen des  reflektierenden  Gemütes  gebundene  Reflexion  des  Seins. 
Der    fundamentale   Irrtum    der   Eantischen   Philosophie   bestand   nach 
Wronski  in  der  Vermengung  des  Seins  mit  der  eigentlichen  spontanen 
Tätigkeit  der  Erkenntnis.     Die  drei  Prinzipien  des  Eantischen  Systems, 
nämlich    1.   die   „mechanische^'  Voraussetzung   einer  besonderen  Form 
der  menschlichen  Erkenntnis,  2.  das  Eriterium  der  Notwendigkeit  dieser 
Erkenntnis,   3.   die  ünbedingtheit   der  moralischen   Gesetze   entbehren 
der  systematischen  Einheitlichkeit;  die  Lehre  sei  unvollständig,  weil  sie 
das  Absolute   nur  in  die  Postulate  der  praktischen  Vernunft  versetzt 
und  der  reinen  Vernunft  Schranken  vorschreibt,  welche  das  absolute 
Erkennen  verschließen.     Wenn  auch  also  Eant  die  Richtung  nach  dem 
Absoluten  angebahnt  und  seine  Nachfolger  Fichte,  Schelling  und  Hegel 
Versuche  zur  Lösung  dieses  großen  Problems  gemacht  haben,  so  seien 
doch   die  Resultate   ihrer   Gedankenarbeit   einseitig  und  haben  nichts 
mehr  als  Schemata  zur  weiteren  Arbeit  geliefert.     Ich  kann  hier  nicht 
die  Grundlage  der  Wronskischen  Philosophie  ausführlich  darstellen  — 
dieser  Gegenstand  gehört  ja  zu  der  Geschichte  der  Philosophie  —  uns 
geht  doch  nur  die  Anwendung  dieses  seines  im  Absoluten  verobjekti- 
vierten  Rationalismus   des    XVUI.  Jahrhunderts   auf  die  ^Yis^enschaft 
und   speziell   auf  die   Mathematik   an.     Ist    also   absolute   Erkenntnis 
möglich,   so   müssen   für  jede  Wissenschaft  absolute   und  notwendige 
Gesetze  existieren,  welche  ihre  Entwicklung  regeln   und   aus    welcher 
alle  ihre  Wahrheiten  sich  als  notwendige  Folgerungen  ergeben.    Solche 
absolute  Gesetze  glaubte  Wronski  für  jede  Wissenschaft  und  speziell 
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fQr  die  Mathematik  aufbtelleii  zu  können.  Dieselben  hießen:  ,^a  loi 
supreme"  =  das  höchste  Gesetz,  ,^e  problfeme  universel"  =  das  uni- 
verselle Problem,  ,4oi  (oder  concoors")  tfleologique*^  =  das  teleologische 
Gesetz. 

Ehe  ich  aber  den  Inhalt  und  die  Bedeutung  dieser  Gesetze  in  der 
Wronskischen  Mathematik  erkläre,  muß  ich  in  aller  Kürze  über  die 
eigentlich  mathematischen  Leistungen  von  Wronski  berichten.  Ich 
habe  schon  vor  mehreren  Jahren  dieselben  in  einer  Reihe  von  Noten*) 
in  der  Eneströmschen  Bibliotheca  mathematica  besprochen,  ich 
habe  dort  auch  den  Zusammenhang  der  Wronskischen  Ideen  mit  denen 
anderer  Mathematiker  berücksichtigt,  ich  werde  also  nur  wiederholen 
müssen,  was  ich  dort  auseinander  gesetzt  habe.  Also  zuerst  die  „sommes 
combinatoires^'  oder  „fonctions  schins"  von  Wronski  waren  eigentlich 
nach  heutiger  Benennung  Differential-  oder  Differenzen-Determinanten, 
auch  jetzt  Wronskianen  genannt.  Wronski  zeigte  einige  Eigenschaften 
und  den  Gebrauch  dieser  Gebilde  zuerst  in  seiner  im  Jahre  1810  der 
Pariser  Akademie  vorgelegten  (aber  ungedruckt  gebliebenen)  Abhand- 
lung unt-er  d.  T.:  „Premier  principe  des  methodes  algorithmiques  comme 
base  de  la  Technie  algorithmique"**)  und  wendete  dieselben  in  seinen 
späteren  gedruckten  Werken  hauptsächlich  auf  die  Entwicklung  der 
Funktionen  in  Reihen  an.  Seine  „fonctions  alephs'^  sind  symmetrische 
Funktionen,  die  er  in  einer  etwas  schwerfälligen  Bezeichnung  für  die 
Auflösung  algebraischer  Gleichungen  und  für  die  Zahlentheorie  ge- 
brauchte. In  der  Handhabung  dieser  Instrumente  und  der  vielfach  von 
ihm  benutzten  sogenannten  ,;Aggregats''  oder  kombinatorischen  Gebilde 
zeigt  sich  Wronski  als  sehr  geschickter  Eombinatoriker,  der  ziemlich 
ermüdende  Rechnungen  nicht  scheute  und  in  dieser  Hinsicht  den 
deutschen  Kombinatorikem  an  die  Seite  gestellt  werden  kann.  Es  hat 
auch  ein  deutscher  Kombinatoriker,  der  etwa  um  zwei  Jahre  jüngere 
Fr.  Schweins  sehr  viel  aus  Wronskis  Schriften***)  geschöpft  und  mehrere 
Wronskische  Formeln  seinem  Hauptwerke:  „Theorie  der  Differenzen 
und  Differentiale*'  (Heidelberg  1825)  einverleibt.  Die  sogenannte  teleo- 
logische Methode  zur  Auflösung  algebraischer  Gleichungen,  die  Wronski 

*)  Sur  Ibb  d^couvertes  matb^matiques  de  Wronski  (2),  6,  1892,  p.  48—52, 
86—90;  7,  1898,  p.  9—14;  8,  1894,  p.  49—64,  86—87;  10,  1896,  p.  6—12. 

**)  Den  Inhalt  dieser  Abhandlung  habe  ich  in  der  oben  zitierten  polnischen 
Arbeit  über  Wronskis  Leben  und  Werke  (S.  29—34)  besprochen. 

*•*)  Nämlich  aus  der  „Introduction  ä  la  philosophie  des  math^matiques^^ 
und  der  „Philosophie  de  la  Technie  algorithmique^^  Auf  8.  613  seines  Werkes 
schreibt  Schweins:  „Im  Jahre  1821  lernten  wir  die  Arbeiten  von  Wronski  kennen 
und  fanden,  daß  ihm  die  Ehre  gebührt,  die  allgemeinsten  Fakultäten  zuerst  unter- 
sucht und  bekannt  gemacht  zu  haben.  *^ 
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durch  Emführong  der  Funktionen  ^^aleph^'  aus  den  bekannten  Methoden 
von  Bemoulli  und  Euler  zu  yervollständigen  suchte,  ging  den  bezug- 
lichen Arbeiten  von  Jacobi,  Fourier  und  anderen  voraus.*) 

Weniger  glücklich  war  Wronski  in  seinem  Versuche  aus  dem 
Jahre  1812  über  die  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  aller  Orade, 
in  welchem  er,  mit  den  Ergebnissen  der  älteren  Untersuchungen  von 
Ruffini  unbekannt,  allgemeine  Formeln  für  die  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  von  irgend  welchem  Grade  aufzustellen  glaubte.  Aber 
erst  im  Jahre  1816  hat  Ruffini  selbst  und  im  Jahre  1818  der  portu- 
giesische Mathematiker  Torriani  die  Unzulänglichkeit  der  Wronskischen 
Theorie  gezeigt.**) 

In  seinem  ersten  Werke:  ,,Introduction  ä  la  Philosophie  des  mathe- 
matiques^^  (Paris  1811)  gibt  Wronski  eiae  analytische  Definition  höherer 
trigonometrischer  Funktionen,  von  welchen  die  Kreis-  und  Hyperbel- 
funktionen nur  spezielle  Fälle  sind,  beweist  das  Additionstheorem  dieser 
Funktionen  und  mehrere  ihrer  Eigenschaften.  Durch  diese  neue  Art 
analytischer  Funktionen  wollte  er  die  ihm  unsympathischen  „fonctions 
eUiptiques"  von  Legendre  ersetzen  und  dieselben  auf  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  und  die  Probleme  der  Himmelsmechanik 
anwenden.  Jn  demselben  Werke  führt  Wronski  eine  neue  Infinitesimal- 
rechnung, ein  Gegenstück  zur  gewöhnlichen  Differentialrechnung  ein; 
er  nennt  sie  „calcul  des  gradules^'  und  definiert  die  in  ihr  vorkommenden 
infinitesimalen  Größen  yx,  yy  mittels  der  Gleichung 

yi+yy  =  /-(a;i+y^). 

Soviel  ich  weiß,  hat  diese  infinitesimale  Exponentialrechnung,  sowie 
die  analogen  Versuche  anderer  Mathematiker  keine  nennenswerten  Er- 
gebnisse geliefert. 

Es  ist  weiter  zu  erwähnen  Wronskis  Methode  der  Integration 
linearer  Differentialgleichungen,  welche  auf  folgendem  Gedanken  beruht. 
Es  sei 


*)  Vergl.  meine  Abhandlung:  ,,Ober  die  teleologische  Methode  von  Hoene 
Wronski  zur  Anflösung  algebraischer  Gleichungen  (Sitzungsberichte  der  £[rakauer 
Akad.  d.  Wissenschaften,  19,  1889,  p.  167;  20,  1890,  p.  287). 

**)  Kuffini  Paolo,  Intomo  al  metodo  generale  proposto  dal  Sig.  Hoene 
Wronski.  Memoria  .  .  .  ricevuta  il  20  marzo  1816  (Mem.  d.  Societa  Italiana  delle 
scienze,  18,  Modena  1820);  Torriani  Jouo  Evangelista,  Memoria  premiada  na 
Sessao  publica  de  24  de  Junho  de  1818  sobre  o  programma  . . .  Dar  a  demon8tra9ao 
das  Formulas  propostas  por  Wronski  para  a  re8olu9ao  geral  das  equa9deB  (Mem. 
da  Acad.  Real  das  sciencias  de  Lisboa);  veigl.  H.  Burkhardt,  Die  Anfänge  der 
Gruppentheorie  und  Paolo  Ruffini  (Zeitechr.  für  Mathem.  und  Phjrsik,  37,  1892, 
Supplement  S.  157). 
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K^)  =  ^.Ä  +  5;^  +  ... +  5,^  =  0 

die  gegebene  Differentialgleichung,  in  welcher  JETq,  fii,  . . .,  H^  Funk- 
tionen von  X  sind,  die  auch  die  gesuchte  Funktion  Ä,  ihre  Differentiale 
und  Differenzen  enthalten  können;  Tc  sei  ein  bestimmter  Wert  von  x^ 
für  welchen  jBTq,  fli,  . .  .,  JET^  die  Werte  [jETJ,  [H^y  •  - .,  [-ff^]  annehmen: 
führt  man  einen  Parameter  a  und  eine  Funktion  s^'  ein,  wo  s  und  r 
willkürliche  Eonstanten  sind,  und  bildet  die  allgemeinere  Gleichung 

so  geht  dieselbe  in  die  gegebene  für  a  «==  1  über;  für  a  =  0  aber  erhält 
man  die  sogenannte  „reduzierte'^  Gleichung 

mit  konstanten  Eoffizienten,  welche  man  leicht  integrieren  kann.  Be- 
trachtet man  die  Integrale  der  gegebenen  Gleichung  als  Funktionen 
von  a,  so  gibt  die  Entwicklung  dieser  Funktionen  nach  den  Potenzen 
des  Parameters  a  für  a  =  1  die  gesuchten  Integrale.  Natürlich  ist  bei 
Wronski  von  den  Gültigkeitsgrenzen  dieser  Methode  nicht  die  Rede. 

Analog  ist  seine  folgende  Methode  zur  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen.     Es  sei 

4,  +  Ay  +  •  •  •  +  -i«r  =  0 

die  gegebene  Gleichung;  trennt  man  ihre  linke  Seite  in  zwei  Teile  P 
und  Q  und  führt  einen  Parameter  x  ein,  so  daß  xP  +  ^  =  0  sei,  so 
erhält  man  eine  neue  Gleichung,  die  für  o;  =  1  in  die  gegebene  über- 
geht; für  X  =  0  aber  bekommt  man  die  einfachere  Gleichung  ^  =»  0. 
Nach  Auflösung  derselben  entwickelt  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
xP  +  Q  =^0  nach  Potenzen  von  x  und  setzt  dann  x  =  1  ein. 

Man  findet  in  den  Schriften  von  Wronski  mehrere  sehr  interessante 
Entwicklungen  für  die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 
Funktionen,  verschiedene  Interpolationsformeln  für  einfache  und  mehr- 
fache Integrale  und  auch  eine  Anweisung  zum  Gebrauch  dieser  Inter- 
polationsmethoden für  die  Integration  irgend  welcher  gewöhnlichen  und 
partiellen  Differentialgleichungen. 

In  der  „Philosophie  de  la  Technie  algorithmique^'  (2  Bände,  Paris 
1816 — 1817)  findet  man  mehrere  ausführliche  Erklärungen  über  diver- 
gente Reihen,  deren  Gebrauch  Wronski  als  ganz  legitim  betrachtete 
und  welche  er  durch  geeignete  Transformationen  in  konvergente  zu 
verwandeln   wußte.      Seine   Methode    entbehrt    natürlich    der    Strenge, 
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welche  erst  durch  die  moderne  Funktionentheorie  möglich  wurde.  Wir 
begegnen  auch  hier  mehreren  Betrachtungen  über  die  Konvergenz  der 
Reihen,  die  aber  den  klaren  und  einfachen,  freilich  etwas  späteren  Unter- 
suchungen von  Bolzano  und  Gauchy  nachstehen. 

AUe  oben  besprochenen  Leistungen  von  Wronski  sind  aber  — 
wenn  ich  so  sagen  darf  —  als  Nebenprodukte  seiner  allgemeinsten 
Auffassung  mathematischer  Probleme  zu  betrachten.  In  der  ^^Philosophie 
de  la  Technie  algorithmique'^  fragt  Wronski:  ,,En  quoi  consistent  les 
Mathematiques;  n'y  aurait-il  pas  moyen  d'embrasser  par  un  seul  pro- 
bl&me  tous  les  problemes  de  ces  sciences  et  de  resoudre  generalement 
ce  problfeme  universel"  und  antwortet  auf  diese  Frage  mittels  seiner 
,,Loi  Bupreme^';  es  sei  ihm  das  einzige  allgemeinste  die  Bildung  mathe- 
matischer Größen  beherrschende  Gesetz.     Es  hat  die  Form: 

F{x)  ist  die  gegebene  Funktion  von  X]  Sl^,  Sl^,  üj,  •  •  •  sind  ganz 
willkürliche  Funktionen  derselben  Variablen;  Ä^,  Ä^y  A^y  ...  sind 
konstante  Eoef&zienten,  die  aus  den  gegebenen  Funktionen  zu  be- 
stimmen sind.  Die  zweibändige  „Philosophie  de  la  Technie''  ist  zum 
größten  Teil  der  Herleitung  und  den  Anwendungen  der  ,,Loi  supreme'' 
gewidmet.  Die  Eoef&zienten  werden  im  allgemeinen  durch  unendliche 
Reihen,  in  deren  Gliedern  die  oben  genannten  Funktionen  „schin*'  vor- 
kommen, ausgedrückt.  Die  Begründung  Wronskis  ist  natürlich  rein 
formell  und  vermag  den  heutigen  Anforderungen  nicht  zu  genügen. 
Wronski  aber  legte  das  Hauptgewicht  auf  die  Form  der  Entwicklung; 
sie  ist  ihm  das  höchste  Gesetz  der  Algorithmie  —  so  nannte  er  den 
aus  Arithmetik,  Algebra  und  Analysis  bestehenden  Zweig  der  Mathe- 
matik —  nicht  nur  weil  sie  alle  möglichen  Reihenentwicklungen  und 
insbesondere  die  damals  bekannten  Entwicklungen  der  Funktionen  in 
unendliche  Reihen  umfaßt,  sondern  auch  weil  sie  alle  anderen  Ent- 
wicklungsarten in  sich  enthält.  Wronski  zeigt  nämlich,  auf  welche 
Weise  man  aus  seiner  allgemeinsten  Entwicklungsform  zu  den  Ent- 
wicklungen in  unendliche  Reihen,  in  unendliche  Produkte  und  Ketten- 
brüche  gelangt. 

Das  „Probleme  universel"  folgt  unmittelbar  aus  der  „Loi  supreme" 
und  hat  folgende  Form:  Es  seien  Xy  x^y  x^y  ...  mehrere  unabhängige 
Variablen,  f{x)y  fi(x)y  f^{x)y  . . .  Funktionen  von  x  und  es  sei 

0  «  f{x)  +  x,f,(x)  +  x,f,(x)  +  . . .; 

man  sucht  die  Entwicklung  einer  Funktion  F(x)  derselben  Variablen  x. 
Die  Entwicklung  lautet: 
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Fix)  =.  Jfo+  -^^  M(l\  +  ^  Jf  (1, 1),  +  ^  Jf  (1,  !,!),+  •.. 
+  !^M{2\  +  ^M(1,2\+  :^^'^-^Mil,  1,  2),+  .  • . 
+  f  M{S\  +  j^3-  Jf  (2, 2),  +  ^  Jlf  (1.  2,  2),  +  . . . 

WO  man  die  Koeffizienten  M  als  Funktionen  ^^chin'^  nach  der  Formel 

1.1.2..    1.2.. ^(dAa:))'^"*^--''' 

berechnet,  in  welcher  man  in  den  Differentialen  statt  x  den  Wert  ein- 
setzt, fftr  welchen  f{x)  =  0  ist.  Im  ganz  speziellen  Falle  f{x)  =  a  +  n-, 
0?]^ = rz^  ^  0^3 » •  •  •  =  0  ist  in  dieser  Entwicklung  die  bekannte  Lagrangesche 
Reihe  enthalten.  Dieses  ,, Problem'^  kann  natürlich  sehr  leicht  für 
Funktionen  F(Xj  y,JSy.. .)?  niehrerer  Variablen  aufgestellt  werden.  Nach 
einer  Bemerkung  yon  Wronski  umfaßt  es  alle  immanenten  und  trans- 
zendenten Oleichungen,  alle  primitiven  und  Differentialgleichungen. 

Auf  die  ,;Loi  supr^me^'  gründet  sich  die  sogenannte  ,,Methode 
supreme",  eine  Methode  zur  Entwicklung  der  Funktionen  nach  Poly- 
nomen.    Sind  in  der  allgemeinsten  Form 

F(x)  =  ^Äo  +  A^i  +  ^^  +  •  •  • 
die  Funktionen  Ä^,  Äj,  . . .,  Ä^  so  gewählt,  daß  sie  der  Differential- 
gleichung 

möglichst  genau  genügen,  und  haben  die  folgenden  Funktionen  Slfo+i) 
^w+i)  '  ' '  ^^^  Fakultätenform 

^«+2  --  V(^)V(^  +  g)  •  •  •  9(^  +  ((0  +  X  -  1)6),         (^  =  1,  2, . .  0 
so  gelangt  man  zu  einer  Entwicklung  von  der  Form: 

F(x)~Fia)  +  ^P,.(x-a) 

hier  sind  P^,  Pg,  •  •  •,  P„  Polynome,  die  aus  den  Differentialquotienten 
der  Funktion  F(x)  gebildet  sind;  tp^  aber  ist  der  Erg^mzungsterm  oder 
der  Rest  der  Reihe.  .  Hier  also  fährt  Wronski  den  Rest  der  Reihen 
ein,  den  er  in  seinen  früheren  Arbeiten  als  ganz  entbehrlich  betrachtete, 
und  spricht  sogar  von  der  Konvergenz  der  Entwicklung.     Für  o  »  1, 
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o  =  2;  . .  .  erhält  man  die  sukzessiven;  immer  genaueren  Darstellungen 
der  gesuchten  Funktion.  Diese  Entwicklungsmethode  von  Wronski 
könnte  man  —  so  scheint  es  mir  —  als  ein  Vorstadium  der  späteren 
strengen  Entwicklungen  von  Weierstraß  und  Mittag-Leffler  be- 
trachten. 

Das  dritte  Wronskische  Gesetz  ^  nämlich  das  ^^teleologische^  hat 
eine  von  der  oben  genannten  ganz  verschiedene  Natur.  Während  näm- 
lich die  zwei  ersten  mit  Funktionen  und  zwar  mit  stetigen  Funktionen  — 
denn  nur  solche  überhaupt  hat  Wronski  im  Sinne  —  zu  tun  haben, 
begegnen  wir  in  der  Zahlentheorie  Größen,  die  sich  in  diskreten,  end- 
lichen Intervallen  verändern  und  statt  auf  Gleichungen  auf  Kongruenzen 
führen.  Das  teleologische  Gesetz  gibt  die  Auf lösungsform  einer  solchen 
Kongruenz  a:^  =  a  (mod.  M)  mittels  der  Funktionen  „aleph^  Ein  Teil 
des  großen  1.  Bandes  des  „Messianisme  ou  la  Reforme  absolue  du 
savoir  humain''  (1847)  ist  dieser  Auflösungsmethode  verschiedener 
Probleme  der  Zahlentheorie  gewidmet. 

Diese  sind  nach  Wronski  die  ^^höchsten  Prinzipien"  der  Mathematik, 
die  sich  aus  seiner  absoluten  Philosophie  unmittelbar  und  a  priori  er- 
geben. Ich  kann  hier  nicht  auf  die  Frage  eingehen,  auf  welche  Weise 
dies  möglich  sei,  nur  darf  ich  vielleicht  die  Bemerkung  nicht  unter- 
lassen, daß  mich  die  Einsicht  in  die  ersten  handschriftlichen  Arbeiten 
von  Wronski  (vom  Jahre  1803  an)  belehrt  hat,  daß  er  zu  seinen 
Ergebnissen  durch  allmähliche  und  immer  allgemeinere  Versuche  ge- 
langt ist.  Gewiß  ist  der  Gedanke  einer  einheitlichen  Entwicklung  der 
Wissenschaft  aus  wenigen  allgemeinen  Prinzipien  philosophisch  und 
wissenschaftlich  berechtigt,  aber  die  Wronskischen  Prinzipien  können 
nicht  als  einfache  irreduktible  Grundsätze  gelten,  die  der  ganzen  Ent- 
wicklung zugrunde  liegen;  sie  sind  vielmehr  zusammengesetzte  Formen, 
die  an  der  Spitze  stehen,  und  ihre  Allgemeinheit  ist  scheinbar,  weU 
sie  sich  eigentlich  nur  auf  Funktionen  einfachster  Art  und  auf  diese 
nur  unter  gewissen  Voraussetzimgen,  die  Wronski  unbekannt  geblieben 
sind,  beziehen  können.  Wronski  wollte  aber  die  von  ihm  gegebene 
Form  als  eine  vollendete  für  alle  Zukunft  gelten  lassen;  die  spätere 
Entwicklung  der  Wissenschaft  hat  jedoch  gezeigt,  daß  dieselbe  nicht 
das  geeignete  Mittel  dazu  war,  um  die  tieferen  und  verborgenen  Eigen- 
schaften der  Funktionen  zu  entdecken. 

In  seinen  ersten  handschriftlichen  Arbeiten  ist  Wronski  noch  ein 
Bewunderer  der  „Theorie  des  fonctions  analytiques^*  von  Lagrange,  die 
er  „oeuvre  sublime  et  philosophique"  nennt.  Aber  er  hat  recht  schnell 
seine  Meinung  geändert.  Nachdem  nämlich  seine  oben  erwähnte  der 
Pariser  Akademie  im  Jahre  1810  vorgelegte  Abhandlung,   obwohl  von 
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Lagrange  selbst  günstig  beurteilt ,  nicht  die  von  Wronski  gewiinsclite 
Aufiiahme  seitens  der  Akademie  erfahren  hatte ,  ließ  er  im  ^^Moniteur^' 
eine  heftige  Entgegnung  erscheinen^  in  welcher  er  der  Akademie  die 
Kompetenz  zur  Beurteilung  der  philosophischen  Bedeutung  seiner  Arbeit 
absprach.  Seine  zweite  von  den  Kommissären  der  Akademie  abgewiesene 
Abhandlung:  ^^Refutation  de  la  Theorie  des  fonctions  analytiques  de 
Lagrange^'  (gedruckt  Paris  1812),  ist  schon  direkt  gegen  die  Grund- 
lagen des  Lagrangeschen  Werkes  gerichtet.*)  Durch  diese  Schrift 
wurde  der  Bruch  Wronskis  mit  der  Pariser  Akademie  auf  immer  voll- 
zogen. Der  leidenschaftliche  Ton  seiner  späteren  Werke,  die  Ver- 
mengung wissenschaftlicher  Sachen  mit  persönlichen  Angriffen  haben 
der  wissenschaftlichen  Tätigkeit  von  Wronski  großen  Schaden  zu- 
gefügt. So  z.  B.  ist  seine  lesenswerte  Schrift:  „Philosophie  de  rinfini^' 
(1814),  welche  gegen  Gamots  Metaphysik  der  Infinitesimalrechnung 
und  auch  andere  Derivationsmethoden  kämpft,  fast  unbeachtet  ge- 
blieben. Li  dieser  Schrift  stellt  sich  Wronski  als  ein  heftiger  Gegner 
allen  den  Bestrebungen  gegenüber,  welche  den  ünendlichkeitsbegriff 
aus  der  Wissenschaft  verbannen  wollen.  Er  steht  auf  dem  Standpunkte 
der  Leibnizschen  Differentialrechnung.  Für  die  Prioritätsfrage  zwischen 
Leibniz  und  Newton  ist  für  ihn  entscheidend  der  Umstand,  daß  die 
Newtonsche  Methode  nur  ein  Übergang  sei  von  den  Indivisibilien  zur 
eigentlichen  Differentialrechnung,  Leibnizens  Entdeckung  beziehe  sich 
aber  auf  die  wahre,  abstrakte  Natur  dieser  Rechnung.  Von  Eulers 
bekannten  Grundli^en  der  Infinitesimalrechnung  sagt  er:  „Quant  ä  Euler, 
veritable  fauteur  des  evanouissantes,  nous  ne  pouvons  concilier  son 
opinion  ä  cet  egard  avec  la  justesse  et  la  profondeur  de  son  esprit,  si 
ce  n'est  en  admettant  avec  peine  que  la  profondeur  et  la  justesse  mathe- 
mathiques  ne  supposent  pas  necessairement  la  profondeur  et  la  grandeur 
phüosophiques." 

Wronski  hat  auch  manches  als  praktischer  Rechner  zur  Beherrschung 
mathematischer  Rechnungen  beigetragen.  Er  hat  eine  originelle  Ein- 
richtung logarithmischer  Tafeln  unter  dem  Titel:  „Canons  de  logarithmes" 
(Paris  1827)  veröffentlicht,  in  welchen  der  ganze  Inhalt  der  sieben- 
stelligen Tafeln  auf  einem  Blatte  enthalten  ist.**)    Er  hat  einen  „Anneau 


*)  Siehe  S.  Dickstein,  Zur  Geschichte  der  Prinzipien  der  Infinitesimal- 
rechnung. Die  Kritiker  der  „Theorie  des  fonctions  analytiques  de  Lagrange^^ 
Gantors  Festschrift  (Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik,  9, 
1899.    S.  67). 

**)  Das  Werkchen  enthält  auch  vier-,  fünf-  und  sechsstellige  Logarithmentafeln 
und  den  ersten  Entwurf  der  teleologischen  Methode  zur  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen. 
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arithm^tique^'  und  einen  ^^Galculateur  universer^  erdacht^  zur  Ausführung 
nicht  nur  gewohnlicher  arithmetischer  Rechnungen  sondern  auch  zur 
Auflösung  algebraischer  und  transzendenter  Gleichungen^  zur  Auswertung 
Ton  Integralen  und  zur  Integration  von  Differentialgleichungen.  Leider 
habe  ich  eine  genaue  Erklärung  der  dem  ^^Galculateur^'  zugrunde  liegen- 
den Idee  nicht  finden  können.  Diese  technischen  Hilfsmittel  sind  nur 
ein  kleiner  Teil  der  von  Wronski  erdachten  vielen  mechanischen  und 
physikalischen  Apparate  und  Maschinen. 

Es  darf  hier  nicht  übergangen  werden,  daß  Wronski  sich  viel  mit 
der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftigt  hat,  wie  man  aus  seinen 
Werken  und  Manuskripten  sehen  kann.  Er  besaß  eine  große  Belesenlieit 
in  der  mathematischen  Literatur.  Sein  kleines  Werkchen:  ,,A  course 
of  mathematics,  introduction  determining  the  general  state  of  the 
mathematics^^  (London  1821)  enthält  seine  historiosophischen  Ansichten 
über  den  Gang  der  Entwicklung  der  mathematischen  Disziplinen.  Die 
von  ihm  geplante  ,,Histoire  philosophique  des  mathematiques^^  ist  nicht 
erschienen;  als  Teile  derselben  können  allerdings  die  in  der  ^^Philosophie 
de  rinfini^',  in  der  ^^Philosophie  de  la  Technie^  und  in  dem  ,,Me8sianisme'^ 
dargelegten  historischen  Ausführungen  betrachtet  werden. 

Stünde  mir  mehr  Zeit  zur  Verfügung,  so  würde  ich  mir  erlauben 
Ihnen  über  die  in  den  Wronskischen  Schriften  vorkommenden  Funda- 
mentalbegriffe der  Mathematik,  über  seine  Klassifikation  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik,  in  welcher  man  ein  Analogen  zur  heutigen 
Präzisions-  und  Approximationsmathematik  finden  kann,  über  seinen 
Plan  „der  Vollendung  der  mathematischen  Reform'^  und  über  den  von 
ihm  ausführlich  behandelten  Zusammenhang  der  Grundbegriffe  der 
Mathematik  mit  denen  der  kritischen  Philosophie  zu  berichten.  Aber 
die  Zeit  drängt  und  ich  muß  mich  auf  die  Bemerkung  beschränken, 
daß  die  Wronskischen  Ideen,  obwohl  dieselben  .  in  den  Werken  von 
Montferher,   West  und  anderen*)  ausführlich  dargestellt  worden  sind, 


*)  Montferrier  A.  S.,  Dictionnaiie  des  sciences  math^matiques  pures  et  ap- 
pliquäes,  Paris  1834 — 1840;  2.  Auflage  1844,  und  in  italienischei  Übersetzung 
mit  Zusätzen  von  Gasbar ri  und  Fran9ois  unter  dem  Titel:  Dizionario  delle  scienze 
matematiche  pure  ed  applicate  etc.  in  8  Bänden  mit  mehreren  Tafeln  (1838 — 1849). 
Montferrier,  Encyclopädie  math^matique  ou  exposiüon  complete  de  toutes  les 
branches  des  mathämatiques  d*apräs  les  principes  des  math^matiques  de  Ho^n^ 
Wronski  in  4  Bänden  s.  d.;  S.  West,  Expos^  des  mäthodes  g^närales  en  math^- 
matiques,  Paris  1886;  das  Verzeichnis  aller  Schriften,  die  sich  auf  Wronskis 
Theorien  und  Methoden  beziehen,  findet  sich  in  meinem  zitierten  Catalogue  des 
Oeuvres  imprimäee  et  manuscrites  de  Wronski,  Krakau  1896.  (Vgl.  in  der  jüngst 
[13.  September  1904]  erschienenen  Lieferung  des  X.  Bandes  2.  Heft  der  Jahres- 
berichte der  D.  M.-V.  H.  Burkhardts  Bericht:  „Entwicklungen  nach  oszillieren- 
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keinen  merklichen  Einfloß  ausgeübt  haben.  Noch  weniger  sind  seine 
Untersuchungen  in  der  Himmelsmechanik  bekannt.  Was  aber  ins- 
besondere seine  Philosophie  der  Mathematik  betrifft^  so  hat  dieselbe 
natürlich  jetzt  nur  ein  historisches  Interesse.  Durch  die  bahnbrechenden 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  und  der  neuen 
Funktionentheorie,  durch  die  sogenannte  axiomatische  Behandlung  der 
Grundprinzipien  der  mathematischen  Wissenschaft  hat  die  philosophisch- 
kritische Arbeit  in  neue  Bahnen  eingelenkt,  und  wenn  vor  einiger  Zeit 
von  der  Arithmetisierung  der  reinen  Mathematik  gesprochen  wurde,  so 
ist  schon  jetzt  —  wenn  ich  mich  so  ausdrücken  darf  —  von  der 
Logisierung  der  reinen  Mathematik  die  Bede.  Die  Wronskische  Philo- 
sophie der  Mathematik,  mag  sie  auch  mehrere  Unkorrektheiten  und 
vielleicht  übereilte  Verallgemeinerungen  enthalten,  hat  doch,  ebenso  wie 
die  analogen  Versuche  von  Fries,  Apelt  und  anderen,  ihren  historischen 
Reiz  als  ein  systematischer  Versuch,  die  in  der  vor-Cauchyschen  Periode 
herrschenden  Ideen  mit  den  Grundbegriffen  der  kritischen  Philosophie 
zu  verbinden  und  unter  sehr  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  bringen. 

den  Funktionen^',  §  ISO:   „Die  allgemeinen  Formalierungen  von  Hoene  Wronaki'^ 

LS.  794—804]). 


über  die  Mathematik  der  Ägypter. 

Von 
M.  Simon  ans  Straßburg. 

Die  Mathematik  der  alten  Ägypter  war  dem  bäuerlichen  Charakter 
des  Volkes  entsprechend  vom  Anfang  an  realistisch  und  ist  es  stets  ge- 
blieben. Zum  Beweis  könnte  ich  die  Stelle  aus  Herons  Metrica ,  von 
Schoene  1903  ediert,  vorlesen,  welche  auch  beweist,  daß  Archimedes 
seine  Formel  über  die  Kugel  experimentell  gefunden  hat. 

Die  Ägypter  selbst  schrieben  sich  wie  die  Erfindung  der  meisten 
Wissenschaften,  so  auch  die  der  Mathematik  zu,  die  Gott  Thot  ge- 
lehrt haben  sollte.  Von  einer  Erfindung  der  Mathematik  kann  über- 
haupt nicht  die  Rede  sein;  mathematische  Vorstellungen  finden  sich 
auch  bei  den  Tieren.  Wenn  der  Regenwurm  ein  Grashälmchen  in 
seine  Röhre  schleppt  und  sieht,  daß  es  vorne  zu  breit  ist,  sb  kehrt  er 
es  um  und  schleppt  es  mit  der  Spitze  zuerst  hinein,  die  Bienen  haben 
bei  ihrem  Zellenbau  eine  schwierige  Minimumaufgabe  gelöst,  die  Spiime 
benutzt  ihr  Bein  als  Maßzirkel.  Dann  aber  bestanden  zwischen  Ägyp- 
tern und  Babyloniem,  bezw.  Sumerern  uralte  Eulturzusammenhänge, 
und  wenigstens  in  der  Statik,  d.  h.  in  der  Kunst  des  Wagens,  ist 
Ägypten  von  Babylon  abhängig.  Jedenfalls  waren  die  Ägypter  die 
Lehrer  der  Hellenen;  in  der  ganzen  Welt  des  Mittelmeers  hatte  ihre 
Wissenschaft  den  höchsten  Ruf,  ägyptische  Feldmesser  und  Baumeister 
waren  bis  tief  in  die  Römische  Kaiserzeit  die  gesuchtesten;  einen  hohen 
Ruf  hatte  ihre  Reißkunst  und  besonders  ihre  Astronomie,  deren  Be- 
obachtungen außerordentlich  lange  fortgesetzt  waren.  Man  muß  freilich 
sagen,  daß  die  eigentümlichen,  ganz  neuerdings  von  Borchardt  erklärten 
Instrumente  mit  den  unseren  keinen  Vergleich  zulassen  und  nicht  auf 
der  Höhe  der  babylonischen  standen.  Eiue  direkte  altägyptische  Ur- 
kunde sprach  zum  erstenmal  zu  uns  im  math.  Papyros  Rhind,  über 
den  1868  der  Engländer  Birch  der  Ztschr.  für  ägypt.  Spr.  einen  kurzen 
Bericht   gab;    1872   erhielt  Aug.  Eisenlohr   in  Heidelberg   eine   litho- 
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graphische  Abschrift  des  Textes  und  in  fünfjähriger  mühevoller  Arbeit 
entzifferte  er  denselben^  unterstützt  von  seinem  Bruder  Friedrich  und  vor 
allem  von  unserm  ehrwürdigen  Altmeister  Moritz  Cantor.  Die  Aus- 
gabe ist  jetzt  veraltet,  die  Namen  und  die  Maße  sind  falsch  gelesen, 
ein  Beschamaß  existiert  nicht,  es  ist  psd  9  mit  pBwtj  ürgott  ver- 
wechselt etc.,  und  eine  neue  Ausgabe  durch  Wellstein  wäre  sehr  zu 
wünschen. 

Der  Papyrus  beginnt  mit  den  Worten:  „Vorschrift  zu  gelangen  zur 
Kenntnis  aller  dunklen  Dinge,  aller  Geheimnisse,  welche  sind  in  den 
Dingen.  Verfaßt  wurde  diese  Schrift  im  Jahre  33  im  4.  Wassermonat 
(Mesore)  unter  König  Baa-us  (Leben  spendend),  nach  dem  Muster  alter 
Schriften  in  der  Zeit  des  Königs  Baenmat  vom  Schreiber  Aahmesu 
(Jahmose)'^  Der  König  heißt  nicht  Raaus,  sondern  mit  seinem  Horus- 
namen  Apophis,  wie  die  furchtbare  Schlange  des  Typhon,  und  mit 
seinem  Königsnamen:  A-wosi-re:  Groß  ist  die  Macht  des  Re.  B^,  nicht 
Ba,  ist  die  heiße  Mittagssonne,  deren  Gewalt  nirgends  fühlbarer  als 
in  Ägypten,  und  deren  Kult  sowohl  im  alten,  als  im  mittlem  Reich 
alle  übrigen  überwog.  Der  König  des  Musters  ist  Namare,  „Wahr- 
heit eignet  der  Sonne",  Amenemhet  etwa  um  2200.  Die  Muster  sind, 
wie  es  scheint,  gefanden  von  Petrie  in  Kahun  um  1880,  deren  Papyri 
Griffiths  1897  herausgegeben  hat. 

Eisenlohr  und  mit  ihm  Cantor  bezeichnen  den  Papyrus  als  ein 
mathematisches  Handbuch  der  alten  Ägypter,  ja  sogar  als  ein  „Vade- 
mecum  eines  ägyptischen  Feldmessers".  Dem  gegenüber  erklärte  Eugen 
Revillout,  der  Herausgeber  der  Revue  Egyptologique,  in  einer  Note,  die 
Cantor,  wie  es  scheint,  entgangen  ist,  da  sie  auch  dem  rührigen  soviel 
jungem  Borchardt  entgangen  ist,  das  Heft  ganz  kurz  und  klar  für  das 
Heft  eines  schlechten  Schülers,  das  einige  Jahrhunderte  später  von 
einem  Schreiber  ohne  alle  mathematische  Bildung,  und  solcher  gab  es 
schon  im  alten  Ägypten,  dem  Jahmose,  dem  Sohne  des  Mondes,  ab- 
geschrieben und  einem  schlichten  Landmann  verkauft  ist.  Dieser  An- 
sicht Revillouts  schloß  sich  Weyr  in  seinem  Festvortrag  in  der  Wiener 
Akademie  an,  auch  Borchardt  und  ich  pflichten  ihm  bei.  Das  Heft 
wimmelt  geradezu  von  groben  Rechenfehlem,  die  öfter  vom  Lehrer 
mit  roter  Tinte,  comme  chez  nous,  korrigiert  sind,  öfter  nur  generaliter 
bemerkt  sind.  So  kommt  z.  B.  ein  Exempel  vor,  wo  der  Schüler 
durchgehend  14  mit  9  verwechselt  hat.  Die  Schrift  ist  alt  hieratisch, 
ganz  ähnlich  wie  beim  Papyrus  Ebers,  unserer  HauptqueUe  für  die  Ge- 
schichte der  ägyptischen  Medizin.  Das  Hieratische  verhält  sich  zu  den 
Hieroglyphen,  die  nur  in  prähistorischer  Zeit  eine  wirkliche  Bilder- 
schrift waren,  wie  unsere  Schreib-  zur  Druckschrift;  es  entsteht  durch 
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Ligaturen,  welche  die  Schrift  immer  schwerer  lesbar  machten,  so  daß 
es  schließlich  durch  das  Demotische  ersetzt  wurde.  In  unserem  Bei- 
spiel schreibt  der  Lehrer  nur  eine  14  an  den  Rand;  er  läßt,  wenn  die 
Exempel  falsch  sind,  Proben  machen,  gibt  dieselbe  Aufgabe  mit  anderen 
Zahlen.  Gelegentlich  gibt  er  selbst  Aufgaben  an,  die  ganz  anderen 
Teilen  der  Mathematik  angehören.  Es  kommen  auch  Fehler  genug 
vor,  die  auf  Rechnung  des  Schreibers  gehen. 

Die  Ansicht  R^yiUouts  ist  schon  an  sich  wahrscheinlich,  da  die 
große  Mehrzahl  der  auf  uns  gekommenen  Papyri  Schülerheffce  sind. 
Es  gab  schon  im  alten  Reich  ein  ausgedehntes  Schulwesen,  die  Schulen 
sbo  waren  ähnlich  wie  die  franzosischen  Colleges  Priyatschulen,  auch 
Tempelschulen  etc.;  sie  waren  ganz  und  gar  realistisch,  ihr  Zweck  war 
nicht  die  formale  Geistesbildung,  von  toten  Buchstaben  abgezogen,  sie 
übersetzten  nicht  wie  wir  den  Julius  Caesar  Shakespeares  oder  Bismarck- 
reden  ins  Lateinische,  sondern  sie  hatten  Fachschulen  für  Ackersleute, 
Baumeister,  Feldmesser,  Litendanten,  Kaufleute  etc.  Unser  Heft  ent- 
stammt einer  Landwirtschaftsschule.  Es  schließt  mit  den  Worten: 
Fange  das  Ungeziefer  und  Mäuse,  vertilge  das  Unkraut  aller  Art,  bitte 
Gott  Rd  um  Wärme,  Wind  und  um  hohes  Wasser.  Das  letzte  war 
die  Hauptsache.  Ägypten,  sagt  Herodot,  ist  ein  Geschenk  des  Nils; 
damit  das  Jahr  gut  war,  mußte  die  Nilhöhe  am  Pegel  von  Memphis 
16  Ellen  ä  0,538  m  betragen,  bei  18  war  es  ein  gesegnetes,  was  dar- 
über war,  war  vom  Übel. 

Aber  auch  abgesehen  von  dem  Spruche  bezeugt  es  der  Inhalt 
des  Heftes;  die  Beispiele  sind  zum  weitaus  größten  Teile  direkt  für 
den  Gebrauch  der  Landwirtschaft  bestimmt.  Ein  nicht  unwichtiges 
Argument  für  Revülout  gab  mir  Spiegelberg;  der  Papyrus  soll  nämlich 
vorzüglich  erhalten  sein,  was  äußerst  unwahrscheinlich  bei  einem  viel- 
gebrauchten Handbuch.  Es  ist  übrigens  keineswegs  ausgeschlossen, 
daß  der  Schreiber  zwei  verschiedene  Hefte  benutzt  hat. 

Der  Inhalt  ist  völlig  bei  Cantor  I  angegeben;  doch  muß  ich  die 
Bruchrechnung  erwähnen,  die  den  Beginn  macht;  sie  rechnen  nur  mit 
Brüchen   mit    dem    konstanten   Zahler  1,    eine  Ausnahme   bildet   der 

Bruch  Y  "^W^  *T^  ^öt)-    Dieselbe  Bruchrechnung  findet  sich  im  Papyrus 

von  Eahun,  der  y^  Jahrtausend  älter  ist;  mit  denselben  Brüchen  rechnet 
Heron,  und  der  griechische  Papyros  von  Achmin,  den  Baillet  1892 
untersuchte  und  auf  7 — 800  n.  Chr.  setzte,  zeigt  genau  dieselbe  Rech- 
nung, die  sich  also  über  3000  Jahre  intakt  erhalten  hat,  ein  sprechen- 
des Zeugnis  für  das  zähe  Beharrungsvermögen  der  Ägypter.  Ich  füge 
als  ein  zweites  Beispiel  eines   solchen  Beharrungsvermögens  die  Aufg. 
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No.  79  an,  welche  beweist,  daß  den  Ägyptern  wie  die  arithmetisclie 
Reihe  (Aufg.  64)  auch  die  geometrische  Reihe  um  2000  v.  Chr.  bekannt 
war.  Es  ist  von  einer  Leiter  die  Rede  (Sutek),  welche  aus  den  Sprossen 
7,  49,  343,  2401,  16807  besteht,  und  neben  diesen  5  Zahlen  stehen 
Namen,  welche  etwa  Person,  Katze,  Maus,  Gerste,  Maß  heißen.  Eisen- 
lohr  glaubte,  daß  dies  die  Namen  der  5  ersten  Potenzen  seien,  wäh- 
rend doch  erst  ganz  neuerdings  dynamo  dynamis  für  die  4.  Potenz  bei 
Ileron  konstatiert  ist.  Die  Aufgabe  blieb  rätselhaft,  bis  Rodet  die- 
selbe Aufgabe  im  Liber  abaci  des  Leonardo  Pisano  (1200)  fand,  der 
aus  Afrika  stammt.  Die  Aufgabe  heißt  also:  7  Personen  haben  je 
7  Katzen,  jede   Katze   frißt  7  Mäuse,  jede  Maus  7  Ähren,  jede  Ähre 

bringt  7  Maß.    ?  ist  die  Summe.    Die  Rechnung  geschieht  genau  nach  der 

^« i 

richtigen  Formel  -^Ti  ^*  Ni^^*  vielleicht,  wie  Cantor  meint,  son- 
dern unzweifelhaft  war  den  Ägyptern  damals  die  Summation  der  geo- 
metrischen Reihe  bekannt,  und  durch  3000  Jahre  hat  sich  die  Aufgabe 
und  ihre  Berechnung  in  Nordafrika  gehalten. 

Als  ein  Beispiel  der  Mühe  und  des  Scharfsinnes,  welchen  Gantor 
angewandt  hat,  erwähne  ich  die  Gleichung  1.  Grades  in  No.  28.  Sie 
lautet: 


nb(?)        m        iw,    r-nmt       m         n,    mt       wd^ 

i  im  hinzugehen,  -J  im  hinweggehen,  10  bleibt  übrig.    Die  Übersetzung 

ist  x  +  ^  x-\{x  +  i)^10. 

Die  Rechnung  ist  falsch,  das  Resultat  richtig;  noch  komplizierter  ist  No.29. 
Zu  den  Gleichungen  ersten  Grades  eine  Bemerkung:  Rodet,  der 
tüchtige  Sanskritist  und  Indomane,  hat  im  Journal  Asiatique  von  1882 
einen  Artikel  geschrieben:  Les  pretendus  problemes  d'Algebre  du 
manuel  du  calculateur  ^gyptien,  worin  er  einerseits,  wie  Reyillout  ihm 
nachgewiesen  hat,  Eisenlohr  und  Gantor  stark  geplündert  hat,  anderer- 
seits Gantor  heftig  angegriffen  hat,  der  gesagt  habe,  daß  die  Ägypter 
die  Gleichungen  ersten  Grades  ähnlich  wie  wir  behandelten.  Rodet 
meint,  daß  sie  sich  der  regula  falsi,  d.  h.  des  Probierens,  bedient 
hätten.-  Nun  sagt  schon  Cantor,  daß  unsere  Methode  dem  Grunde 
nach  nichts  anderes  ist.  Daß  aber  die  Ägypter  in  der  Tat  die  regula 
falsi  als  ausgesprochene  Methode  benutzten,  geht  nicht  nur  aus  Aufg.  40, 
einer  Gleichung  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten,  hervor,  sondern 
noch  mehr  aus  den  quadratischen  Gleichungen,  die  nicht  bei  Jahmose 
yorkommen,  und  auch  von  Gantor,  2.  Ausgabe,  Teil  1,  noch  nicht  er- 
wähnt werden  konnten. 

Vwh.  d.  HL  InleniAt.  MAUiem.-Kongr.    Heldslberg  1904.  84 
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Als  Griffiths  1897  die  Petrie-Papyri  aus  Kahmi  mid  Gurob  her- 
ausgab^ fand  sich  dort  auf  Taf.  8  das  erste  Beispiel  einer  quadratischen 
Gleichung  (S.  17);  1900  hat  Schack  im  Berliner  Papyrus  6619  aus 
dem  mittleren  B^ich  ein  zweites  gefunden: 

Ein  ferneres  [Beispiel  der  Verteilung  einer  gegebenen  Flache  auf 
mehrere  Quadrate].  Wenn  dir  gesagt  wird  [100  Quadratellen  auf  zwei 
unbekannte  Größen  zu  verteilen]  und  [|  der  Seite  der]  einen  Größe 
für  die  andere  [zu  nehmen].  Bitte  gib  mir  [jede  der]  unbekannten 
Größen  an. 

So  haben  wir  also  a:*  +  y*  «  100,  a: :  y  =  1 :  J.  Die  Ausrechnung 
geschieht  mit  der  regula  falsi;  wie  folgt: 

Mache  ein  Rechteck  von  immer  1  und  nimm  f  [der  Seitenlange] 
der  einen  f&r  die  andere,  [das  gibt  f].  Multipliziere  dies  mit  f ,  das 
gibt  i^.  Wenn  so  die  eine  Grröße  zu  1,  die  andere  zu  f  angenommen 
ist,  so  vereinige  diese  beiden  Größen,  das  gibt  f|.  Nimm  die  Quadrat- 
wurzel daraus,  das  gibt  |,  nimm  die  Wurzel  der  gegebenen,  das  gibt 
10,  teile  10  durch  ^,  der  Quotient  ist  8.  —  Das  Wurzelzeichen  tm  ist  P, 
dem  unseren  so  ähnlich,  daß  es  gar  nicht  unmöglich  ist,  daß  unseres 

auf  dies  zurückgeht.    Das  Divisionszeichen  ist  hier  ->*=>,  sonst  DiflFerenz, 

Der  Rest  ist  zerstört,  doch  ist  noch  so  viel  zu  erkennen:  Nimm  f  von 
dieser  8,  gibt  6. 

Das  Beispiel  des  Eahuner  Papyrus  bezieht  sich  darauf,  120  Eubik- 
eUen  in  10  Balken  von  der  Höhe  einer  Elle  zu  zerlegen,  deren  Seiten 
sich  wie  1 :  J  verhalten,  also  xy  ^  12  und  a; :  y  «  1  :  |.  Der  Ver- 
fasser geht  hier  davon  aus,  daß  der  Inhalt  des  Rechtecks  mit  4  multi- 
pliziert das  Quadrat  der  großen  Seite  gibt  und  findet  so  o;  =  4,  y  »  3. 

Das  3.  Beispiel  hat  Schack  1903  aus  demselben  Papyrus&agment 
entziffert,  es  handelt  sich  um  x:y  ^2  :1\  und  a:*  +  y*  =  400;  wird 
dann  probeweise  a; «  2,  y  =  1^  gesetzt,  so  gibt  es  G\,  die  ]/  ist  2^, 
dies  ist  ^  von  20,  also  ist  a; »  16,  y  -»  12. 

Wir  sehen,  das  Dreieck  3,  4,  5  nicht  nur,  sondern  auch  die  Ähn- 
lichkeit war  den  Ägyptern  schon  2000  v.  Chr.  bekannt. 

Ich  komme  zur  Geometrie.  Die  Quadratur  des  Zirkels  findet  sich 
in  No.  41,  48,  50  des  Papyrus  Bhind;  sie  setzt  den  Kreis  gleich  einem 
Quadrat,  dessen  Seite  |(2,  d.  h.  %  «  3,16,  eine  Übereinstimmung  mit 
dem  indischen  Näherungswert  }/10 «  3,162,  welche  zu  denken  gibt. 
Wie  sie  diesen  erstaunlich  genauen  Wert  erhielten,  scheint  mir  klar; 
sie  nahmen  einen  Zylinder  mit  der  Höhe  h  und  dem  Durchmesser  d, 
füllten  ihn  mit  Wasser  und  gössen  dies  Wasser  in  einen  Balken  mit 
dem  Grundquadrat  d,  stieg  das  Wasser  bis  zur  Höhe  i^,  so  war  xd^h  -■  d^ij 
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und  ^  —  ^^öT'    Wie  selbstverständlich  es  war;  daß  man  das  Volumen 

eines  Gefäßes  von  konstantem  Querschnitt  proportional  seiner  Höhe 
setzte^  kann  man  bei  Heron  lesen.  Ich  schließe  hier  gleich  den  Inhalt 
der  Halbkugel  an  und  folge  Borchardt,  Ztsch.  Bd.  35,  1897,  S.  150.  Im 
ersten  Hefte  der  Eahuner  Papyri  auf  Tafel  8  ist  eine  Figur  gezeichnet 
und  von  Griffiths  richtig  gelesen  und  umschrieben,  aber  nicht  richtig 
erklärt,  obwohl  er  sagt,  es  scheint,  daß  damit  ein  kreisförmiger  Frucht- 
haufen, dessen  Durchmesser  12,  und  dessen  Höhe  8  sind,  gemeint  ist. 
Borchardt  hat  hierin  die  Berechnung  eines  halbkugelformigen  Frucht- 
haufens vom  Durchmesser  8  Ellen  erkannt,  das  Resultat  ist  1365 V$,  also 
in  1/10  Eubikellen  ausgedrückt.  Für  sr  ergibt  sich  3,2,  die  Näherung 
ist  ungenauer  als  bei  Jahmose.  Cantor  hat  die  Interpretation  Borchardts 
nicht  akzeptiert,  mir  scheint  sie  unwiderleglich,  wenn  man  die  Schluß- 
bemerkung bei  Borchardt  beachtet.  Das  Resultat  ist  durch  Ausmessen 
solcher  halbkugeUormigen  Haufen  gefunden  und  darnach  die  Regel 
32rf^/16.  Dabei  viele  Beobachtungsfehler.  Die  mathematische  Form  des 
Haufens  ist  kaum  herzustellen,  die  Hohlmaße,  das  Hin  und  seine  Teile 
(Hin  =  0,45 1)  nicht  immer  gleichgefüllt,  und  endlich  lassen  sich  von 
einem  größeren  Getreidehaufen  infolge  des  größeren  Drucks  und  der 
dichteren  Lagerung  der  Körner  in  seinem  Innern  in  praxi  mehr  kleinere 
Maße  füllen,  als  man  theoretisch  rein  nach  dem  Volumen  erwarten 
sollte.  Die  Aufgabe,  zu  ermitteln,  wieviel  kleine  Maße  sich  aus  einem 
gegebenen  großen  füllen  lassen,  gibt,  so  gefaßt,  auch  unsem  heutigen 
Physikern  Rätsel  auf;  daher  ist  es  gar  nicht  wunderbar,  daß  die  alten 
Ägypter  sie  nicht  aufs  Haar  lösen  konnten.  M.  H.,  Sie  finden  ganz 
ähnliche  Aufgaben  z.  B.  in  der  Korrespondenz  Quetelet  bearbeitet. 

Der  3.  Abschnitt  des  Papyrus  Rhind,  der  eigentlich  geometrische 
Teil,  handelt  von  der  Ausmessung  der  Felder,  kreisförmiger,  dreieckiger, 
trapezförmiger  und  solcher,  die  in  dergleichen  zerlegt  werden.  Cantor 
faßte  die  Dreiecke  und  Trapeze  als  gleichschenklige  und  vindizierte  den 
Ägyptern  den  groben  Fehler,  das  gleichschenklige  Dreieck  zu  be- 
stimmen als  halbes  Produkt  der  Grundlinie  und  des  Schenkels,  bezw. 
das  Trapez  als  halbes  Produkt  der  Mittellinie  und  des  Schenkels.  Und 
diesen  Fehler  sollen  sie  bis  nach  Christo,  hunderte  von  Jahren  nach 
Euklid  und  Heron  begangen  haben,  und  Cantor  hat  an  seiner  Auf- 
fassung festgehalten,  trotz  der  Kritik  Revillouts  von  82  und  der  ganz 
unabhängigen  Borchardts,  die  darauf  hinwiesen,  daß  die  Figuren  ganz 
rohe  Handzeichnungen  sind,  wie  Sie  sich  bei  No.  48  überzeugen  können, 
wo  statt  des  Kreises  ein  rohes  Siebeneck  gezeichnet  ist,  und  daß  es  so 
gut  rechtwinklige  wie   gleichschenklige  Dreiecke,   bezw.  Trapeze   dar- 

34* 
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stellen  könne.  Allerdings  stützte  sich  Gantor  auf  die  berühmte 
Schenkungsurkunde  von  Edfu  des  Ptolemäus  XL,  Alexander  L,  etwa  um 
100  V.  Chr.,  mit  ihren  164  Kolumnen,  von  denen  Lepsius  schon  1855 
die  ersten  66  ediert  hatte.  Die  Felder  sind  viereckig,  die  Seiten  paar- 
weise angegeben  und  schon  Lepsius  hatte  erkannt,  daß  ihre  Berechnung 

meist  nach  der  Formel  -~^ ~-    vorgenommen  ist,  aber  keineswegs 

ausnahmslos.  Sieht  man  sich  aber  die  Urkunde  an,  welche  Brugsch 
im  Thesaurus  inscriptionum  von  1884  Bd.  3  ediert  hat,  so  sieht  man, 
daß  es  sich  um  höchst  genaue  Ersetzung  der  Lrrationalitöten  durch  Ra- 
tionales handelt. 

Aber,  meine  Herren,  die  Angaben  sind  in  dubio  immer  zu  groß; 
in  der  Urkunde  rühmt  sich  der  Eöng  seiner  Geschenke  an  den  Gott. 
Das  neue  Reich  und  die  folgenden  Regierungen  hatten  den  alten 
Feudalstaat  zertrümmert,  sie  stützten  sich  auf  die  auch  sonst  nicht 
unbekannte  Verbindung  von  Altar  und  Thron,  id  est  Soldaten,  eine 
Verbindung,  in  der  dem  Altar  erfahrungsgemäß  der  Löwenanteil  zufällt, 
man  denke  an  die  ungeheuren  Schenkungen  im  Papyrus  Harris,  und 
da  war  es  natürlich,  daß  der  König  in  solchen  Urkunden  lieber  zu  viel 
als  zu  wenig  sagte.  Übrigens  hat  Cantor  schon  sehr  richtig  bemerkt, 
daß  auch  unsere  Feldmesser,  und  nach  meiner  Information  die  mathe- 
matisch gebildeten,  sich  Wurzelausziehungen  gerne  sparen. 

Aus  den  mit  unendlichem  Fleiß  von  Wilcken  gesammelten  Ostraka, 
das  sind  im  wesentlichen  Steuerquittungen  auf  dem  billigsten  Materiale,  auf 
TouBcherben,  wissen  wir,  daß  es  eine  eigne  Steuer  gab,  negl  yBaiiistgias] 
wir  wissen,  daß  die  Ägypter  mutmaßlich  schon  in  ältester  Zeit  eine 
Reichsbank  hatten,  femer  eine  Plankammer.  Statt  des  Tabakmonopols 
hatten  sie  das  Olmonopol;  jedes  Fleckchen,  das  einen  Ölbaum  trug, 
wurde  vermessen,  jedes  Stück  Weizenland,  von  dem  eine  eigene  Ab- 
gabe zur  Ernährung  der  Soldaten  gezahlt  wurde.  Herodot  berichtet 
von  den  jährlichen  KontroUmessungen  des  Sesostris,  und  dann  sollten 
sie  solche  grobe  Fehler  begangen  haben?  Aber  ich  kann  für  R^ 
villout  und  Borchardt  einen  Beweis  bringen;  hier  sehen  Sie  die 
Figuren  des  Codex  Konstantinopolitanus  der  Metrica  des  Heron,  zwei 
Dreiecke  und  die  darin  geföUten  Höhen;  die  Winkel  weichen  von 
einem  rechten  mehr  ab  als  in  den  Figuren  bei  Jahmose.  Das  gleiche  gilt 
natürlich  auch  von  den  Trapezen,  und  die  Zerlegung  geschah  in  recht- 
winklige Dreiecke  und  Trapeze.  Die  Ägypter  wußten  wie  wir,  daß  das 
Dreieck  ^  gh  ist. 

Ich  gehe  nun  zu  der  wichtigsten  Streitfrage,  zur  Pyramidenberech- 
nung und  damit  zur  Trigonometrie  und  Ahnlichkeitslehre  der  Ägypter 
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über.  Daß  sie  mit  dem  Begri£F  der  Ähnlichkeit  vertraut  waren,  folgt 
schon  aus  den  quadratischen  Gleichungen.  Sie  überzogen  die  Wände 
der  Tempel  mit  einem  Netz  von  Quadraten  und  bildeten  dann  die 
Vorlage  in  geändertem  Maßstabe  ab.  Eine  unvollendet  gebliebene 
Kammer  in  dem  Grabe  Sethis  I.  aus  der  19.  Dynastie,  etwa  um  1200, 
des  Vaters  des  großen  Ramses  IL,  zeigt  uns  dieses  Netz,  in  dem  wir 
wohl  auch  Anfänge  des  Koordinatensystems  erblicken  müssen. 

Die  Trigonometrie  findet  sich  in  IV,  Aufg.  No.  56 — 60.  Die 
Pyramide  wurde  bekanntlich  in  rechtwinkligen  Absätzen  gebaut  und 
dann  mit  den  Quadern  bekleidet,  und  es  galt,  den  Böschungswinkel 
zu  bestimmen. 

Es  kamen  4  Abmessungen  in  Betracht  (siehe  Fig.  1);  bei  den  ersten 
4  Aufgaben  zwei,  die  1)  wh^  tb-t  (wörtlich:  Suchen  des  pr  m  w^'(h) 
Fußsohlen),  und  die  2)  nach  Eisen- 
lohr:  die  aus  der  Säge  heraustretende 
Linie,  nach  R^villout  und  Borchardt  in 
Übereinstimmung  mit  Brugsch  die  aus 
der  Breite  heraustretende,  und  ad  6Ö 
3)  die  k^  n  hrw,  unzweifelhaft  Höhe, 
und  4)  senti,  unzweifelhaft  Basis,  wie 
das  Koptische  bekundet. 

Es  wird  dann  nach  dem  (iSkd)  ge-  ^ig- 1- 

fragt;   es  ist  dies   das  Verhältnis  von 

^1:2,  bezw.  ^^3 : 4,  also  eine  trigonometrische  Funktion,  die  zur 
Bestimmung  des  Winkels  dient.  Eisenlohr  leitet  skd  von  kd  ähnlich 
machen  ab. 

Cantor  und  Eisenlohr  mit  ihm  entscheiden  sich,  die  w^?  tb-t  als 
die  Diagonale  der  Grundlinie  und  die  pt  m  wÄ(h)  als  die  sichtbare  Seiten- 
kante au&ufassen,  und  erklären  in  den  4  ersten  Aufgaben  das  Ski 
als  V,  Diagonale:  Seitenkante,  d.  h.  als  Cosinus  des  Neigungswinkels 
zwischen  Kante  und  Gfrundfläche. 

In  Aufgabe  60  sind  8)  und  4),  was  unbestreitbar  war,  als  Höhe 
der  Pyramide  und  Grundlinie,  DC  und  ÄBy  erklärt,  imd  dort  wird  der 
skd  auch  von  Eisenlohr  und  Cantor  als  Cotang.  des  Böschungswinkels 
erkErt.  Die  Aufgabe  60  ist  entstellt,  es  handelt  sich  dort  um  eine  In 
(on?)  genannte  viel  steilere  Pyramide,  vermutlich  (Revillout)  um  einen 
Monolithen. 

Ein  in,  15  Ellen  sein  senti,  30  sein  k^,  laß  mich  seinen  skd 
wissen;  multipliziere  15  mit  ^,  das  ist  7^;  multipliziere  1\  mit  4,  um 
30  zu  erhalten;  sein  rhi  ist  4  .  .  .,  das  ist  der  zugehörige  skd  (näm- 
Uch  I). 
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Eisenlohi*  setzt  hinzu,  die  Bedeutung  von  rhi  ist  unklar,  was 
jedoch  ohne  Einfluß  auf  die  Aufgabe  ist.  Nun  rhi  ist  die  Tan- 
gente, und  die  Ägypter  kannten  die  Funktion  tangens  auch.  Revillout 
und  Borchardt,  1882  und  1893,  wenden  sich  gegen  Eisenlohr  und 
Cantor  vom  Standpunkt  des  Architekten.  Die  Kantenlänge  hat  keinen 
praktischen  Wert,  obwohl  sie  direkt  meßbar  ist,  was  die  Diagonale 
nicht  einmal  ist. 

Der  Winkel  zwischen  beiden  hat  für  den  ausführenden  Steinmetz 
gar  kein  Interesse,  da  er  sich  an  seinem  Werkstück  von  selbst  ergibt, 
wenn  die  Neigung  der  beiden  zusammenstoßenden  Seitenflächen  richtig 
angelegt  ist.  Setzt  man  pr  m  ws(h)  «=  k^  n  hrw,  und  wh?  tb-t  =«  senti, 
so  ist  das  skd  in  allen  Fällen   die  Contangente  des  Böschungswinkels. 

Revillout  leitet  Ikd  ab  als  intensivum  (!)  von  ket,  sich  bewegen, 
und  übersetzt  es  als  beweglichen  Punkt  am  Richtscheit.  Das  Richt- 
scheit, hapt,  kommt  oft  in  Abbildungen  vor,  bisweilen  haben  es  die 
Könige  in  der  Hand;  seine  aufrecht  stehende  Kathete  war  eine  Elle,  die 
horizontale  war  in  die  28  Teile,  7  Palmen  zu  4  Finger,  geteilt,  und 
unmittelbar  aus  dem  s'kd  also,  dem  veränderlichen  Punkt,  wurde  durch 
eine  Schnur  der  Böschungswinkel  gegeben.  Diese  Erklärung  ist  sach- 
lich wahrscheinlich,  wenn  auch  grammatisch  nicht  haltbar.  Wohl  kommt 
es  oft  genug  vor,  daß  die  Ägypter,  deren  Reich  ja  aus  zwei  verschie- 
denen zusammengewachsen  ist,  zwei  Ausdrücke  für  dieselbe  Sache  haben: 
Die  Pyramide  heißt  smer  und  in,  der  Kreis  deben  und  kd,  aber  daß  sie 
zwei  verschiedene  trigonometrische  Funktionen  mit  dem  gleichen  Namen 
benennen  sollten,  wäre  eine  Ungeheuerlichkeit.  Aber  Borchardt  und 
Eisenlohr  haben  beide  die  Rechnung  zu  Hilfe  genommen  Eisenlohr 
hat  die  Winkel  an  den  Pyramiden  von  Cheops,  Chephren  und  Mykerinos 
gemessen,  und  sie  stimmen  so  ziemlich.  Mich  wundert  das  nicht,  das 
kommt  uns  Lehrern  oft  genug  vor.  Borchardt  hat  die  Böschungswinkel 
berechnet;  No.  1  gibt  genau  auf  die  Sekunde  den  Winkel  der  unteren 
Hälfte  der  südlichen  Steinpyramide  von  Darchur,  No.  2,  der  viermal 
auftritt,  genau  die  Böschung  der  2  Pyramiden  von  Gizeh,  wie  sie  Petrie 
an  Ort  und  Stelle  gemessen  hat,  und  No.  60  genau  den  von  Petrie 
gemessenen  Winkel  der  Mastaba  von  Meidum  1892.  Und  man 
kann  nachweisen,  daß  die  alten  Architekten  nach  sogenannten  Leeren 
arbeiteten,  denn  an  der  Eckenwinkelmauer  der  ^Mastaba  zu  Meidum 
(Petrie)  ist  die  Vorzeichnung  gemäß  No.  60  erhalten. 

Und  nun  noch  eins,  meine  Herren,  was  ich  Ihnen  trotz  der  vor- 
gerückten Zeit  nicht  vorenthalten  darf.  Nicht  Leonardo,  nicht  Dürer, 
nicht  Lambert  und  Monge  haben  die  Darstellende  Geometrie  erfunden: 
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Hier,  meine  Herren,  sehen  Sie  „Werkzeiclmunfjfen"  der  alten  Ägypter; 
auf  dem  Pylon  des  Nektanebustempels  auf  der  Insel  Philae,  an  der 
Stelle,  von  wo  der  Bauführer  den  Bau  am  besten  übersehen  konnte, 
sind  Grund-  und  Aufriß,  als  bewußte  Orthogonalprojektionen,  eingeritzt. 
Und  noch  liegen  Säulen  da,  die  genau  nach  diesen  Rissen  gearbeitet 
sind.  (Es  wurde  vorgelegt,  Borchardt,  Altägyptische  Werkzeich- 
nungen, Ztschr.  für  äg.  Spr.,  1896.) 


Gebrauch   und   Mißbrauch   historischer  Benennungen   in   der 

Mathematik. 

Von 
H.  G.  Zeuthen  aus  Kopenhagen. 


Historische  Benennungen,  besonders  Personennamen,  werden  in  der 
Mathematik  sehr  oft  an  einen  Satz^  eine  Formel,  eine  Methode  usw. 
angeknüpft.  Oft  geschieht  dies  wesentlich  nur,  um  überhaupt  einen 
Namen  zu  haben,  der  dazu  dienen  kann,  den  betreffenden  Gegenstand 
zu  bezeichnen;  zur  selben  Zeit  will  man  aber  gewöhnlich  einen  ge- 
schichtlichen Zusammenhang  bewahren  und  wohl  namentlich  die  Ver- 
dienste früherer  Mathematiker  in  dankbarer  Erinnerung  festhalten. 
Solche  Benennungen  haben  auch  in  der  Tat  dazu  gedient,  auch  den 
nichthistorischen  Mathematikern  einige  Vorstellungen  yom  Ursprünge 
der  Ton  ihnen  behandelten  Sachen  beizubringen  und  ihnen  Verehrung 
für  ihre  Vorgänger  einzuflößen;  aber  eben  weil  dieses  gut  ist,  gilt  es, 
die  Benennungen  so  zu  wählen,  daß  diese  Vorstellungen  richtig  werden 
und  die  Verehrung  gebührend  angebracht  sei.  Wir  kennen  wohl  alle 
viele  Beispiele  davon,  daß  dieses  keineswegs  überall  erreicht  ist,  und 
daß  also  künftig  eine  Verbesserung  der  Verhältnisse  zu  wünschen  ist. 
Dies  muß  geschehen  teils  durch  eine  mäßige  Abänderung  der  schon 
landläufigen,  gar  zu  irreleitenden  Benennungen,  teils  dadurch,  daß  wir 
scharf  Front  machen  gegen  alle  Neubildungen,  die  nicht  die  wirklichen 
historischen  Verhältnisse  respektieren.  Ja,  über  solche  allgemeine  Prin- 
zipien könnten  wir  wohl  alle  einig  werden.  Zu  ihrer  richtigen  An- 
wendung kommt  man  aber  vielleicht  am  besten  durch  eine  Diskussion, 
und  um  eine  solche  hervorzurufen,  wähle  ich  eben  solche  Beispiele, 
über  welche  ich  nicht  im  voraus  sicher  bin,  volle  Einigkeit  zu  finden. 

Erstens,  die  Abänderung  älterer,  allen  bekannten  Benennungen 
muß,  wie  ich  sagte,  eine  mäßige  sein.  Wenn  auch  eine  solche  Benen- 
nung den  wahren  Ursprung  nicht  richtig  bezeichnet,  kann  auch  ihr 
Gebrauch   schon   der  Geschichte  angehören  und  muß  daher  eben  von 


G.  Vorträge  in  den  Sektionssitzungen:  Zenthen.  537 

Historikern  gewissermafien  respektiert  werden.  In  einer  neuen  Abliand- 
lung;  wo  ich  von  Torpythagoraischen  Kenntnissen  des  Py  thagoräischen 
Satzes  nnd  Pythagoräischer  Dreiecke  in  Indien  spreche^  Hege  ich  gar 
kein  Bedenken,  doch  fortwährend  diese  bekannten  Benennungen  zu 
benutzen,  und  Pythagoras  verdient  es  wohl.  Mit  ihm  fängt  nämlich 
nach  allen  Berichten  die  griechische  Behandlung  der  Geometrie  an, 
diejenige,  von  welcher  die  jetzige  eine  Fortsetzung  ist,  und  sie  setzt 
eben  an  mit  der  Benutzung  des  genannten  Satzes,  welcher  schon  früh 
zur  Entdeckung  inkommensurabler  Gfröfien  und  damit  zu  dem  Gebrauch 
von  Beweisen  führte,  welche  von  den  rein  numerischen  Beziehungen 
unabhängig  waren. 

Ein  anderes  Beispiel:  Man  erzählt  uns  oft;,  daß  man  vor  allem  die 
natürlichen  Logarithmen  nicht  Nepersche  Logarithmen  nennen  darf; 
denn  diejenigen^  welche  Neper  benutzte,  waren  etwas  ganz  anderes.  Nun, 
der  Name  „natürliche  Logarithmen^'  ist  an  und  für  sich  gut  und  be- 
zeichnend. Man  bedarf  also  eigentlich  nicht  des  anderen;  aber  eben 
als  Historiker  möchte  ich  gern  einen  Namen  festhalten,  der,  wie  es 
mir  scheint,  sehr  gut  und  treflFend  eben  an  Nepers  Verdienste  erinnert. 
Die  faktischen  Abweichungen  seiner  Logarithmen  von  den  natürlichen 
rühren  erstens  von  einem  kleinen  Rechenfehler  her,  aber  um  seine 
Logarithmen  zu  kennen,  muß  man  sich  an  seine  Definition  halten. 
Diese  fäUt  in  seiner  Sprache  durchaus  mit  der  Differentialgleichung 

dx  r 

zusammen,  mit  der  Grenzbedingung,  daß  x  ^  0  y  ^  r  geben  soll.  Also 
ist  sein  Logarithmus  x  durch 

r  °  r 

bestimmt.  Er  kennt  zwar  nicht  die  hier  benutzte  Sprache;  denselben 
Gedanken  drückt  er  aber  geometrisch  oder  kinematisch  mit  derselben 
Genauigkeit  aus,  die  wir  durch  diese  Sprache  erhalten,  r  ist  10^;  es 
ist  also  nur  eine  höhere  Einheit,  die  den  Gebrauch  von  Dezimalbrüchen 
ersetzt,  und  das  Vorzeichen  rührt  nur  davon  her,  daß  Neper  vorzugs- 
weise sein  Hilfsmittel  auf  echte  Brüche  (-  =  sin  x  oder  cos  x\  anwenden 

will.  Diese  Zufälligkeiten  dürfen  aber  nicht  daran  hindern  zu  sehen, 
daß  Neper  denjenigen  allgemeinen  Gesichtspunkt  einnimmt  und  klar 
ausdrückt,  der  uns  auf  die  Grundzahl  e  führt^  einen  Gesichtspunkt,  von 
welchem  aus  er  wirklich  die  logarithmische  Funktion  definiert,  und 
auf  welchen  man  zurückkommen  mußte,  um  die  erste,  nicht  algebraisch 
lösbare  umgekehrte  Tangentenaufgabe  zu  behandeln.    Er  verdient  daher 
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genannt  zu  werden,  wenn  unsere  Schüler,  die  früher  Logarithmen 
nur  durch  oft  wenig  strenge  Erweiterungen  des  PotenzbegriflFes  kannten, 
der  ganz  allgemeinen  Definition  durch  eine  Differentialgleichung  be- 
gegnen. Zwar  sind  Nepers  Logarithmen  nicht  ganz  identisch  mit 
den  natürlichen.  Diese  sind  aber  eben  nach  Nepers  Prinzipien  ge- 
bildet und  dürfen  daher  wohl  Nep  ersehe  genannt  werden. 

Als  Beispiel  einer  landläufigen  aber  irreführenden  Benennung  möchte 
ich  erstens  den  Apollonischen  Satz  nennen.  Man  denkt  dabei  an 
die  Eigenschaft  einer  EUipse  oder  Hyperbel,  daß  die  Quadrate  paralleler 
Halbsehnen  den  Rechtecken  der  Stücke  des  ihnen  entsprechenden  Durch- 
messers proportional  sind.  Eben  in  dieser  Form  kennt  schon  Archi- 
medes  die  so  ausgedrückte  Gleichung  eines  Kegelschnittes  und  sie 
zeigt  sich  als  der  damalige  Ausgangspunkt  der  planimetrischen  Unter- 
suchungen über  die  Kurven.  Diesen  Ausgangspunkt  nimmt  auch 
ApoUonios,  dessen  abweichende  Ausdrucksweise  nicht  die  modernen 
Geometer  daran  gehindert  hat,  dem  Satz,  den  sie  nach  ihm  benennen, 
die  Archimedische  Form  wiederzugeben.  Der  Name  „Satz  von  ApoUonios" 
ließe  sich  vielleicht  verteidigen,  wenn  man  dadurch  seine  Bedeutung 
in  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  die  wir  wesentlich 
durch  ApoUonios  kennen,  hervorzuheben  wünschte.  Die  Sache  stellt 
sich  aber  anders  dadurch,  daß  der  geometrisch  recht  unwesentliche 
und  daher  in  der  modernen  Wiedergabe  unberücksichtigte  Unterschied 
der  Formen,  welche  Archimedes  und  ApoUonios  demselben  Satz 
geben,  eine  historische  Bedeutung  gehabt  hat.  ApoUonios  knüpft 
ihn  an  die  antike  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades,  die 
elliptische,  hyperbolische  und  einfache  oder  parabolische  Flächenanlage, 
und  hat  daran  weiter  die  heutigen  Namen  der  Kurven  geknüpft;.  Dieser 
Ursprung,  der  Benennungen,  die  wir  alltäglich  anwenden,  verdient  natür- 
lich bekannt  zu  sein.  Wenn  man  ihn  aber  mit  dem  sogenannten  Satze 
von  ApoUonios  in  Verbindung  bringt,  diesem  noch  dazu  die  ältere 
Archimedische  Form  gibt,  statt  nur  von  der  neuen  Apollonischen  Form 
eines  auch  vor  ihm  sehr  benutzten  Satzes  zu  sprechen,  dann  gibt  man 
ausdrücklich  eine  falsche  Vorstellung  von  der  vorapollonischen  Lehre 
von  den  Kegelschnitten.  Um  solches  zu  vermeiden,  ist  es  vorzuziehen, 
den  Satz  in  unpersönlicher  Weise  zu  bezeichnen.  Man  könnte  ihn  die 
Durchmessergleicbung  (und  im  wichtigsten  Spezialfälle  Achsengleichung) 
der  Kegelschnitte  nennen.  Befürchtet  man  aber  dadurch  der  analytischen 
Geometrie  vorzugreifen,  so  kann  man  ihn  mit  einem  altertümlicheren 
Ausdruck  das  BurGhme&BeTSffnipiom  nennen. 

Einen  anderen  Satz,  der  schon  vor  ApoUonios  bekannt  war,  den 
aber  ApoUonios  namentlich  in  seinem  dritten  Buche  zu  seinen  wunder- 
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baren  Untersuchungen  über  solche  allgemeine  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte benutzt^  die  nicht  an  das  Zentrum,  an  Durchmesser,  Achsen 
oder  Brennpunkte  anknüpfen,  hat  man  den  Satz  von  Newton  genannt. 
Er  sagt  aus,  daß,  wenn  man  von  verschiedenen  Punkten  in  zwei  ge- 
gebenen Richtungen  Transversale  an  einen  Kegelschnitt  zieht,  die  Recht- 
ecke der  vom  Kegelschnitte  abgeschnittenen  Stücke,  vom  Punkte  aus 
gerechnet,  immer  dasselbe  Verhältnis  haben.  Newton  gehört  gewiß 
die  Erweiterung  dieses  Satzes  auf  alle  algebraischen  Kurven.  Besonders 
aber  beschäftigt  auch  er  sich  mit  seiner  Anwendung  auf  Kegelschnitte, 
nämlich  im  interessanten  geometrischen  Abschnitte  der  Principia,  Und 
er  ist  soweit  davon  entfernt,  diesen  Satz  als  eine  eigene  Erfindung  zu 
beanspruchen,  daß  er  vielmehr  bemüht  ist,  durch  solche  Hilfsmittel, 
welche  den  Alten  zu  Gebote  standen,  ihre  Bestimmungen  der  sogenannten 
Orter  zu  drei  oder  vier  Geraden  wiederzufinden.  Den  in  diesen  Be- 
stimmungen enthaltenen  Satz  den  „Satz  von  Pappos^'  zu  nennen, 
kommt  mir  nicht  zutreffend  vor,  da  es  eben  aus  den  Besprechungen 
von  Pappos  selbst  und  von  AppoUonios  hervorgeht,  daß  ApoUonios 
und  teilweise  schon  Euklid  die  betreffenden  Bestimmungen   kannten. 

Wichtiger  und  hoffentlich  erfolgreicher  als  die  Kritik  solcher  ein- 
gebürgerten Bezeichnungen  dürfte  jedoch  die  Bekämpfung  solcher  neuen 
Bezeichnungen  sein,  die  eben  in  unseren  Tagen  entstehen.  Auf  solche 
Neubildungen  zielen  daher  meine  Bemerkungen  wesentlich  ab,  und  zwar 
besonders  auf  diejenigen,  welche  die  hervorragenden  Untersuchungen 
unseres  neuen  Jahrhunderts  über  die  Prinzipien  der  Geometrie  betreffen. 

Hier  tut  es  mir  zunächst  recht  leid,  die  Umänderung  des  Gebrauches 
der  Bezeichnung  „Pascal s  Satz''  zu  sehen.  Dies  war  bisher  eine  Be- 
nennung, welche  die  größtmögliche  historische  Berechtigung  hatte. 
Vor  Pascal  hatte  niemand  daran  gedacht,  die  vor  ihm  zwar  nicht 
ganz  unbekannte  Beziehung  zwischen  sechs  willkürlichen  Punkten  eines 
Kegelschnittes  als  eine  lineare  Konstruktion  darzustellen,  geschweige 
denn  ihr  eine  so  einfache  und  prägnante  Form  zu  geben.  Und  Pascal 
sah  die  volle  Bedeutung  des  dadurch  gewonnenen  Resultates  ein,  näm- 
lich daß  man  darauf  die  ganze  Lehre  von  den  Kegelschnitten  aufbauen 
kann.  Daher  erweckte  der  Satz  gleich  die  Bewunderung  des  damaligen 
besten  Kenners  Desargues,  der  ihn  la  Pascale  nannte.  Ob  Pascal 
bemerkt  hat,  daß  seine  Anwendung  auf  einen  von  zwei  Geraden  zu- 
sammengesetzten Kegelschnitt  eine  an  und  für  sich  interessante  Kon- 
figuration darbietet,  davon  wissen  wir  gar  nichts,  oder  vielmehr  wir 
haben  gar  keinen  Grund  es  zu  glauben.  Jedenfalls  gehört  der  ursprüng- 
liche „Pascalsche  Satz''  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  an,  und  zu 
dieser  Lehre  gehören  auch  die  Fortsetzungen  von  Kirkman,  Steiner 


540  n.  Teil:  WiBBenschafUiche  Vorträge. 

und  yiele  andere.  Wenn  man  dagegen  in  der  Lehre  von  den  Prinzipien 
davon  spricht,  welche  Yoraussetzmigen  notig  sind,  um  den  ^^Satz  von 
Pascal'^  zu  beweisen,  oder  fragt,  ob  man  ihn  selbst  *al6  Voraussetzung  auf- 
stellen muß,  oder  von  einer  nicht  Pascalschen  Geometrie  spricht,  das  heißt 
einer  Geometrie  ohne  den  Satz  von  Pascal,  so  ist  dieser  Satz  gar  nicht 
der  Satz  von  Pascal  in  der  Bedeutung,  in  welcher  man  bisher  mit  dem 
besten  Recht  diese  Benennung  gebraucht  hat.  Daher  weiß  man  jetzt, 
wenn  eine  Abhandlung  den  Titel  „Beweis  des  Satzes  von  Pascal'^  hat, 
gar  nicht,  wovon  die  Bede  ist. 

In  diesem  Falle  erklärt  man  jedoch  in  seinem  Eontexte  völlig,  in 
welchem  begrenzten  Sinne  man  den  Namen  „Pascals  Satz^'  nimmt,  und 
verrückt  also  nicht  das  Verhältnis  zu  älteren  Untersuchungen.  Durch 
andere  Benennungen  entsteht  aber  eine  solche  Verrückung.  Dies 
dürfte  der  Fall  sein,  wenn  man  die  eigentlichen  geometrischen  Voraus- 
setzungen „Axiome"  nennt  und  nicht  wie  Euklid  „Postulate^'  altilfiaTa, 
Zwar  wissen  wir  von  Aristoteles*),  daß  das  Wort  Axiom  auch  die 
mathematischen  Voraussetzungen  bezeichnet,  und  zwar  solche,  die  bei 
Euklid  als  xotval  evvoiai  „allgemeine  Begriffe^^  auftreten.  Schon 
Aristoteles  hebt  aber  ihren  allgemeinen  und  nicht  nur  geometrischen 
Charakter  hervor.  Eben  dadurch  wurde  diese  Bezeichnung  so  aus- 
getreten, daß  Euklid  (jedenfalls  Nachfolger  von  Aristoteles)  eines 
neuen  Wortes  für  die  eigentlichen  geometrischen  Voraussetzungen  be- 
durfte und  dann  akij^ara  erfand.  Dies  Wort  sollte  zwar  den  Problemen 
so  entsprechen,  wie  die  xotval  evvoiai  den  Theoremen.  Wie  die  Figur- 
auffassung bei  Euklid  eben  an  die  Probleme  anknüpft,  mußten  auch 
seine  Forderungssätze  der  exakten  Figurauffassung  den  Grund  und 
Boden  bereiten.  Daß  sie  es  faktisch  tun,  wissen  wir  jetzt,  da  nament- 
lich das  berühmte  11.  Axiom  als  5.  Postulat  seinen  richtigen  historischen 
Platz  gefunden  hat.  Das  Wort  Postulat,  Forderung  ist  auch  bezeichnend. 
Der  Geometer  hat  sich  als  Geometer  gar  nicht  darum  zu  kümmern, 
woher  das  in  den  so  bezeichneten  Sätzen  enthaltene  Wissen  kommt, 
sondern  nur  darum,  was  ihm  nötig  ist,  um  darauf  ein  exaktes  System 
aufzuführen,  und  dann  fordert  er  dieses.  Aber  eben  dieselbe  Betrach- 
tung macht  man  in  der  jetzigen  Zeit  geltend.  Wie  ausgetreten  ist 
auch  in  unserer  Zeit  das  Wort  Axiom  von  Philosophen  und  Erkenntnis- 
theoretikem,  die  zwar  mit  der  Bearbeitung  des  früher  sogenannten 
apriorischen  Wissens  eine  sehr  nützliche,  aber  nicht  eben  eine  mathe- 


*)  Wenn  ich  hier  und  im  folgenden  auf  Aristoteles  yerweise,  beziehe  ich 
mich  auf  eine  neue  Schrift  von  Heiberg,  Mathematisches  zu  Aristoteles  (Abh. 
zur  Geschichte  der  math.  Wissensch.  XYIIl). 
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matische  Arbeit  geleistet  haben.  Jetzt  haben  die  Geometer  daher  den- 
selben Grund  wie  zur  Zeit  Euklids  diese  Benennung  loswerden  zu 
wollen,  und  sie  können  da  nichts  Besseres  tun,  als  durch  den  Gebrauch 
desselben  Wortes  ihre  Übereinstimmung  mit  seinen  Bestrebungen  zu 
bezeichnen.  Wie  er,  denkt  man  ja  eben  auch  jetzt  an  die  Wirkungen 
der  verschiedenen  Voraussetzungen  in  der  Geometrie  selbst.  Man  prüft 
sie  dadurch,  daß  man  Geometrien  baut,  wo  diese  oder  jene  Voraus- 
setzung fehlt,  die  Nicht -Euklidische,  Nicht -Archimedische  usw.  Eben 
dadurch  beweist  man,  daß  eine  Voraussetzung  nicht  eine  Folge  anderer 
ist,  daß  man  also,  wenigstens  geometrisch  gesprochen,  nicht  gezwungen 
ist,  sie  anzunehmen,  also  eben  daß  man  sie  postulieren  muß,  um  sie 
zu  haben. 

Indem  man  bei  Euklid  genau  sieht,  wo  er  jedes  Postulat  benutzt, 
wird  alles,  was  vorausgeht,  ein  Stück  einer  Nichtgeometrie,  so  z.  6. 
erstes  Buch  bis  1,28  inkl.  ein  Stück  Nicht-Euklidischer  Geometrie 
und  die  jetzige  Nicht-Euklidische  Geometrie  bildet  nicht  einen  Gegen- 
satz zu  den  Gedanken  Euklids,  sondern  ist  vielmehr  eine  weitere 
Ausbildung  des  Gedankens,  der  ihn  dazu  gebracht  hat,  sein  5.  Postulat 
ausdrücklich  aufzustellen.  Viel  weiter  ist  Euklid  aber  gekommen 
in  der  Bildung  der  jetzt  so  genannten  Nicht-Archimedischen 
Geometrie.  Dieser  gehören  nämlich  seine  vier  ersten  Bücher  an  (auch 
7. — 9.  Buch  und  11.  Buch).  Sie  umfaßt  also  z.  B.  den  Pythagoräischen 
Satz,  die  Lösung  von  Gleichungen  zweiten  Grades  in  geometrischer 
Form,  den  Potenzsatz  für  den  Kreis,  darunter  mehrere  Sätze,  wo  man 
nicht  nur  jetzt,  sondern  auch,  wie  man  es  aus  Aristoteles  ersehen 
kann,  vor  Euklid  Proportionen  benutzte.  Und  der  Nicht- Archimedische 
Charakter  dieser  Bücher  ist  durchaus  keine  Zufälligkeit.  Dieses  Faktum 
wird  aber  ganz  verschleiert,  wenn  man  das  Infinitesimalpostulat  „Archi- 
medes'  Postulat^'  nennt,  und  in  Anschluß  an  diese  Benennung  von  der 
Nicht-Archimedischen  Geometrie  spricht. 

Dieses  Postulat  wird  schon  von  Aristoteles  als  Grundli^e  der 
Infinitesimaluntersuchungen  genannt,  und  rührt  also  wahrscheinlich  von 
Eudoxos  her.  Bei  Euklid  tritt  es  zwar  nicht  als  Postulat,  sondern 
nur  in  einer  Definition  auf.  Die  4  Definition  des  5.  Buches  spricht  aus, 
„daß  zwei  Größen  ein  Verhältnis  haben,  wenn  sie  durch  Vervielfachung 
einander  übertreffen  können.'^  Dadurch  wird  nicht  nur  gesagt,  daß  sie 
homogen  sein  müssen,  sondern  auch  die  von  Aristoteles  und  Archi- 
medes  genannte  Voraussetzung  ausdrücklich  aufgestellt^  daß  man  von 
der  einen  Größe  ein  so  großes  Vielfaches  nehmen  kann,  daß  es  die  andere 
übertrifft.  Daß  dieser  ausdrückliche  Ausspruch  nicht  zufällig  ist,  geht 
aus  dem  fleißigen  Gebrauche  hervor,  den  Euklid  in  demselben  Buche 
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eben  yon  dieser  Yoraussetzung  machte  und  ohne  welchen  es  ihm  gar 
nicht  gelingen  würde,  die  Proportionssätze  auch  für  den  Fall  inkom- 
mensurabler Größen  zu  beweisen.  Diese  Yoraussetzung  kommt  so  früh 
wegen  ihrer  Anwendung  auf  Proportionen.  Euklids  spätere  Exhaustions- 
beweise  stützen  sich  zwar  auf  einen  anders  formulierten  Satz  X  1.: 
„Wenn  man  von  einer  Größe  die  Hälfte  oder  mehr  hinwegnimmt, 
kann  man  durch  Fortsetzung  dieser  Operation  eine  Größe  erhalten,  die 
kleiner  ist  als  eine  andere  gegebene.^'  Dieser  Satz  stützt  sich  aber  eben 
auf  die  genannte  Definition,  also  auf  das  jetzt  so  genannte  Archimedische 
Postulat. 

Die  Benennung  „das  Archimedische  Postulat"  oder  besser  „die 
Archimedischen  Postulate"  würde  dagegen  auf  andere  Yoraussetzungen 
passen,  die  Archimedes  im  Anfang  der  Schrift  über  Kugel  und  Zylinder 
aufstellt.  Sie  beabsichtigen,  die  Begriffe  Länge  und  Fläche  auch  auf 
krumme  Linien  und  Oberflächen  anwendbar  zu  machen.  Diese  Begriffe 
beziehen  sich  nämlich  in  der  griechischen  Geometrie  wie  im  heutigen  geo- 
metrischen System  ursprünglich  nur  auf  Gerade  imd  ebene  Figuren  (wes- 
halb es  ein  circulus  yiciosus  sein  würde  die  Bestimmung  „kürzester 
Weg*'  als  Definition  der  Geraden  zu  betrachten).  Zur  Anwendung  auf 
krumme  Linien  und  Flächen  sind  daher  neue  Postulate  oder  wie  Archi- 
medes hier  sagt  Xaiißavöfisva  Annahmen  oder,  wie  wir  jetzt  sagen,  er- 
weiterte Definitionen  der  genannten  Begriffe  nötig.  So  verstanden  auch 
Fermat  und  Pascal  den  Archimedes  und  sie  bauen  ihre  exakte 
Längenbestimmungen  auf  seine  Annahmen.  Wenn  man  auch  künftig 
diese  die  Archimedischen  Postulate  nennen  wird,  so  wird  man  da- 
durch daran  erinnert  werden,  daß  es  nicht  eine  moderne  Beobach- 
tung ist,  daß  man  nicht  von  dem  Längen-  oder  Flächeninhalt  krummer 
Linien  und  Oberflächen  reden  kann,  ohne  neue  Yoraussetzungen  ein- 
zuführen, die  einer  genauen  Formulierung  bedürfen. 


Bericht  über  die  Herausgabe  der  gesammelten  Werke  von 

L.  Fuchs. 

Von 
L.  SoHLESiNQER  aus  Klausonburg. 


Alsbald  nach  dem  am  26.  April  1902  erfolgten  Ableben  von 
L.  Fuchs  wurde  innerhalb  der  Familie  des  so  unerwartet  Hingeschie- 
denen die  Frage  der  Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  erörtert. 
Dem  Wunsche  der  WitwO;  Frau  Geheimratin  Fuchs,  gemäß  übernahm 
ich  im  Verein  mit  dem  ältesten  Sohne  des  verewigten  Meisters,  Herrn 
Oberlehrer  Dr.  Richard  Fuchs  in  Berlin,  die  Herausgabe,  und  die 
Verhandlungen,  die  wir  mit  der  Verlagsfirma  Mayer  &  Müller  in 
Berlin  einleiteten,  führten  zu  dem  erfreulichen  Ergebnisse,  daß  die 
Herausgabe  ohne  irgend  welche  materielle  Beihilfe  von  dritter  Seite 
in  Angriff  genommen  werden  konnte.  Die  Ausgabe  sollte  sich  der 
äußeren  Form  nach  an  die  von  derselben  Firma  verlegten  „Mathe- 
matischen Werke  von  Karl  Weierstraß'^  anschließen  und  außer 
den  von  Fuchs  selbst  veröffentlichten  Arbeiten  dasjenige,  was  sich 
im  handschriftlichen  Nachlasse  an  publikationsfähigen  Aufzeichnungen 
vorfinden  soUte,  eventuell  auch  einige  der  von  Fuchs  an  der  Berliner 
Universität  gehaltenen  Vorlesungen  umfassen.  Die  Sichtung  und  Ver- 
wertung des  handschriftlichen  Nachlasses  —  in  den  ich  selbst  keine 
Einsicht  genommen  habe  —  sollte  Herrn  Richard  Fuchs  als  dem 
Sohne  vorbehalten  bleiben;  nach  seinen  vorläufigen  Angaben  dürfte  die 
Ausbeute  keine  allzu  umfangreiche  sein,  was  für  diejenigen,  die  die 
Produktionsweise  von  Fuchs  kennen,  also  wissen,  daß  er  die  Ergeb- 
nisse seiner  Spekulationen  erst  für  den  Druck  aufzuschreiben,  sonst 
aber  kaum  Au&eichnungen  zu  machen  pflegte,  nichts  Überraschendes 
haben  kann. 

Die  Zusammenstellung  des  gedruckt  vorliegenden  Materials  ergab 
80  teils  größere,  teils  kleinere  Aufsätze  streng  wissenschaftlichen  In- 
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halts,  denen  sich  noch  drei  akademische  Beden  *)^  sowie  einige  kleinere 
Notizen,  zumeist  kurze  Nekrologe,  die  Fuchs  in  seiner  Eigenschaft  als 
Redakteur  des  Cr  eil  eschen  Journals  in  diesem  veröffentlicht  hat,' an- 
reihen. Es  wurden  demgemäß  zuvörderst  drei  Bände  geplant,  in  denen 
die  sämtlichen  gedruckten  Arbeiten,  das  aus  dem  Nachlasse  zu  Publi- 
zierende, femer  eine  Bibliographie  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen von  1865  an  und  eine  Lebensskizze  Platz  finden  sollten; 
für  eventuell  noch  zu  veröffentlichende  Vorlesungshefte  sollen  weitere 
Bande  vorbehalten  bleiben. 

Da  sich  die  Arbeiten  von  Fuchs,  abgesehen  von  zwei  Abhand- 
lungen geometrischen  und  zweien  zahlentheoretischen  Inhaltes,  die  aus 
der  ersten  Zeit  seiner  schriftstellerischen  Tätigkeit  stammen,  fast  aus- 
schließlich auf  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  beziehen,  also 
ein  durchaus  einheitliches  Gebiet  mathematischer  Forschung  betreffen, 
da  femer  —  mit  wenigen  Ausnahmen  —  die  zeitlich  aufeinander  fol- 
genden Arbeiten  auch  inhaltlich  aneinander  anschließende  Untersuchungen 
enthalten,  war  für  die  Anordnung  des  Materials  in  der  Gesamtausgabe 
die  streng  chronologische  Reihenfolge  das  von  selbst  gegebene  Prinzip. 
Diesem  Prinzipe  gemäß  ließ  sich  auch  der  Inhalt  der  einzelnen  Bände 
so  gestalten,  daß  jeder  Band  —  mit  geringen  Ausnahmen  —  eine  in 
sich  zusammenhängende  Gruppe  von  Untersuchungen  umfaßt.  Der 
erste  Band,  dessen  Druck  eben  abgeschlossen  ist  und  den  ich  die  Ehre 
habe  hier  vorzulegen**),  enthält  die  achtzehn  bis  zur  Übersiedelung 
nach  Heidelberg  (Ostern  1875)  veröffentlichten  Abhandlungen,  der 
zweite,  der  etwa  binnen  Jahresfrist  nachfolgen  soll,  wird  die  vierund- 
zwanzig in  Heidelberg  (Ostern  1875  bis  Ostern  1884)  entstandenen 
Arbeiten  und  die  elf  Abhandlungen  aus  den  Jahren  1884 — 1887  der 
zweiten  Berliner  Zeit  enthalten,  während  für  den  dritten  Band  nebst 
den  von  1888  ab  veröffentlichten  übrigen  gedmckten  Aufsätzen  noch 
die  Reden  etc.,  der  Nachlaß,  sowie  die  erwähnte  Bibliographie  und 
Lebensskizze  bestimmt  sind. 

In  bezug  auf  die  Art,  wie  die  redaktionelle  Arbeit  ausgeführt 
wurde,  mag  der  vorliegende  erste  Band  für  sich  selbst  sprechen:  ich 
möchte  an  die  Fachgenossen  die  Bitte  richten,  mit  Ausstellungen  und 
Abänderungsvorschlägen  nicht  zurückhalten  zu  wollen,  damit  solche 
womöglich  schon  beim  zweiten  Bande  berücksichtigt  werden  können. 

Möchte    diese    Gesamtausgabe    der    mathematischen    Werke    von 


*)  Eine  Königgeburtstagsrede,    Greifswald  1873,    und   die   beiden   Berliner 
Bektoratsreden  1899—1900. 

**)  VIU  u.  476  S.  in  4«,  Mayer  &  Müller,  Berlin  1904. 
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L.  Fuchs  mit  dazu  beitragen,  das  Lebenswerk  des  Verewigten,  (wel- 
ches —  wie  der  Redner  der  Berliner  Akademie  1884  sa^  —  „dem 
mathematischen  Königreiche  eine  neue  Prorinz  hinzugefügt  hat  und  der 
erfolgreichen  Durchforschung  und  fruchtbringenden  Aufschließung 
derselben^'  gewidmet  war),  der  jetzigen  und  den  zukünftigen  mathe- 
matischen Generationen  lebendig  zu  erhalten,  und  dadurch  immer  wieder 
den  Ausgangspunkt  für  weitere  Forschungen  auf  dem  unerschöpflichen 
Gebiete  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  bilden! 


Verh.  d.  TU.  Internat.  Matbmn.-Kongr.  Heidelberg  1904.  86 


Welcher  Platz   gebührt   der   Geschichte   der   Mathematik   in 
einer  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften? 


Von 
G.  Eneström  aus  Stockholm. 


Die  Beantwortung  der  Frage,  die  ich  heute  zu  behandeln  beab- 
sichtige, hängt  natürhch  in  erster  Linie  davon  ab,  was  man  unter 
„Geschichte"  und  unter  „Enzyklopädie"  der  Mathematik  versteht.  Ohne 
Zweifel  können  die  Ansichten  in  betreff  der  Bedeutung  dieser  Worte 
verschieden  sein,  und  es  wäre  darum  nicht  ohne  Interesse,  eine  ein- 
gehende Untersuchung  hierüber  anzustellen.  Indessen  würde  eine  solche 
Untersuchung  allein  die  ganze  mir  jetzt  zur  Verfügung  stehende  Zeit 
in  Anspruch  nehmen,  und  schon  aus  diesem  Grunde  ist  es  nötig,  da- 
von abzustehen.  Eigenthch  notwendig  ist  die  Untersuchung  auch 
nicht,  denn  meine  Auffassung  der  Frage,  was  man  unter  Geschichte 
der  Mathematik  verstehen  soll,  habe  ich  schon  in  mehreren  Artikeln 
der  Bibliotheca  Mathematica  auseinandergesetzt,  und  ich  kann 
mich  also  hier,  unter  Verweisung  auf  diese  Artikel,  darauf  beschränken 
zu  erwähnen,  daß  ich  unter  Geschichte  der  Mathematik  im  eigentUch- 
sten  Sinne  eine  wirkhche  Entwicklungsgeschichte  der  mathematischen 
Theorien  verstehe.  Auf  der  anderen  Seite  bin  ich  gerade  durch  die 
seit  einigen  Jahren  erscheinende  Encyklopädie  der  fncUhematischen 
Wissenschaften  angeregt  worden,  mich  mit  der  jetzt  von  mir  gestellten 
Frage  zu  beschäftigen,  und  ich  habe  darum  einen  bestimmten  Anlaß, 
dem  Term  „Enzyklopädie"  eine  Bedeutung  zu  geben,  die  mit  dem 
Zwecke  des  soeben  erwähnten  Unternehmens  übereinstimmt.  Auf 
diese  Weise  dürfte  auch  meine  Frage  ein  aktuelleres  Interesse  bieten, 
als  wenn  ich  dem  Worte  „Enzyklopädie"  einen  anderen  Sinn  gegeben 
hätte. 

Ich  nehme  also  hier  ohne  weiteres  an,  daß  es  der  Zweck  einer 
Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  ist,  in  erster  Linie 
eine  Kodifikation  der  bisherigen  Errungenschaften  dieser  Wissenschaften 
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zu  bringen^  und  zwar  so,  daß  die  Sätze  in  systematischer  Ordnungs- 
folge mitgeteilt  sind;  femer  soll  über  die  Methoden,  wodui^ch  die 
Resultate  hergeleitet  werden  ^  berichtet  werden,  oder  die  Methoden 
sollen  wenigstens  angedeutet  werden,  und  noch  dazu  soll  der  Leser 
durch  bibliographische  Verweise  in  den  Stand  gesetzt  werden,  von 
denselben  genauere  Kenntnis  zu  nehmen. 

Eine  solche  Enzyklopädie  kann  auf  verschiedene  Weise  benutzt 
werden.  Sie  kann  den  Universitätslehrern  den  Stoff  ihrer  Vorlesungen 
liefern,  sie  kann  ebenso  gut  dem  Mathematiker,  der  sich  auf  einem 
gewissen  Gebiete  orientieren  will,  die  nötigen  Aufschlösse  geben,  sie 
kann  endlich  die  jungen  Fachgenossen,  die  ihre  Wissenschaft  weiter 
ausbilden  wollen,  belehren,  was  schon  getan  ist.  Für  die  Benutzer  der 
zwei  ersten  Klassen  können  historische  Notizen  ohne  Zweifel  erwünscht 
sein,  aber  wie  ausführlich  und  auf  welche  Weise  sie  gebracht  werden 
sollen,  dürfte  kaum  festgestellt  werden  können;  der  eine  Leser  braucht 
gar  keine  solchen  Notizen,  der  andere  wünscht  vielleicht  besonders 
eingehend  die  historische  Entwicklung  zu  verfolgen. 

Anders  liegt  dagegen  die  Sache  in  betreff  der  Benutzer  der  zuletzt 
erwähnten  Klasse.  Freilich  hat  es  Forscher  auf  dem  mathematischen 
Gebiete  gegeben,  die  durch  ihre  Anlagen  darauf  angewiesen  waren, 
ihre  eigenen  Wege  zu  gehen,  ohne  sich  um  die  Wege  ihrer  Vorgänger 
zu  bekümmern,  und  die  gerade  auf  diese  Weise  die  Entwicklung  der 
Wissenschaft  am  kräftigsten  gefördert  haben,  aber  solche  Forscher  sind 
immer  selten  gewesen  und  werden  voraussichtlich  künftighin  noch  sel- 
tener werden.  Für  die  meisten  Mathematiker,  die  eigene  Unter- 
suchungen anstellen  wollen,  muß  es  besonders  lehrreich  sein,  genau 
zu  wissen,  nicht  nur  wie  die  jetzt  bekannten  Sätze  am  zweckmäßigsten 
hergeleitet  werden,  sondern  auch,  auf  welche  Weise  die  Entdeckungen 
tatsächlich  gemacht  worden  sind,  denn  sie  können  daraus  wertvolle 
Anregungen  bekommen,  wie  sie  selbst  verfahren  sollen.  Im  allgemeinen 
haben  sie  wohl  von  vom  herein  eine  Spezialität  ausgewählt,  mit  der 
sie  sich  beschäftigen  werden,  und  dem  Anschein  nach  könnte  es  darum 
genügen,  wenn  die  Enzyklopädie  bei  der  Behandlung  dieser  Spezialität 
die  erwünschten  Aufschlüsse  über  die  historische  Entwicklung  der- 
selben brächte.  Nun  ist  aber  zu  bemerken,  daß  eine  Enzyklopädie 
im  aUgemeinen  von  einer  großen  Anzahl  von  Fachgenossen  bearbeitet 
werden  muß,  und  daß  es  gar  nicht  gewöhnlich  ist,  daß  ein  Mathe- 
matiker, der  ein  gewisses  Gebiet  speziell  studiert  hat,  sich  auch  mit 
der  Geschichte  desselben  so  eingehend  beschäftigt  hat,  daß  er  diese  in 
einem  Enzyklopädieartikel  befriedigend  behandeln  kann ;  auf  der  anderen 
Seite  ist  es  oft  unmöglich,  Fachgenossen  zu  finden,   die  geneigt  sind, 
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die  von  anderen  Mitarbeitern  verfaßten  Artikel  zu  verbessern  oder  zu 
er^Lnzen.  Schon  aus  diesem  Ghninde  ist  es  wünschenswert,  daß  histo- 
rische Notizen  nicht  ausschließlich  in  den  besonderen  Artikeln  zu 
finden  sind,  sondern  daß  es  auch  eine  Gesamtdarstellung  der  historischen 
Entwicklung  der  verschiedenen  mathematischen  Theorien  geben  wird. 

Aber  dieser  Grund  ist  gewiß  nicht  der  einzige,  aus  dem  eine 
solche  Anordnung  empfohlen  werden  kann.  Wenn  die  Spezialartikel 
der  Enzyklopädie  nur  die  gesicherten  Resultate  und  die  Methoden, 
wodurch  diese  hergeleitet  werden,  enthalten  sollen,  so  hat  man  keinen 
eigentlichen  Anlaß,  in  einem  solchen  Artikel  die  historisch  vorhandenen 
Methoden  zu  erwähnen,  die  entweder  zu  unrichtigen  Resultaten  oder 
auf  unrichtigem  Wege  zu  richtigen  Resultaten  geführt  haben.  Aber 
Methoden  dieser  Art  können  für  die  künftigen  Forscher  auf  dem  be- 
treffenden Gebiete  sehr  lehrreidi  sein.  Ebenso  lehrreich  ist  es  zu  ei^ 
sehen,  wie  Resultate,  die  einem  gewissen  Gebiete  angehören,  bisweilen 
durch  Methoden  gewonnen  worden  sind,  die  für  einen  ganz  anderen 
Zweck  bestimmt  waren.  Endlich  soll  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  daß  der  allgemeine  Überblick  über  die  historische  Entwicklung, 
der  gewiß  auch  für  die  künftigen  Forscher  belehrend  ist,  wesentlich 
erleichtert  wird,  wenn  die  Einzelheiten  zuerst  in  besonderen  Artikeln 
behandelt  worden  sind.  Wül  man  den  jungen  Mathematikern  eine 
solche  Übersicht  bieten,  so  ist  folglich  besonders  angebracht,  dieselbe 
in  eine  Enzyklopädie  der  Mathematik  unterzubringen. 

Ich  habe  jetzt  die  Antwort  auf  meine  Frage  unter  Bezugnahme 
auf  den  Nutzen,  den  eine  Enzyklopädie  mit  sich  führt,  zu  ermitteln 
gesucht,  aber  die  Sache  kann  auch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet  werden.  Wenn  es  der  Zweck  einer  Enzyklopädie  ist, 
eine  Kodifikation  der  Errungenschaften  der  Mathematik  zu  bieten^  so 
ist  es  wohl  angezeigt,  darin  auch  die  Errungenschaften  der  mathe- 
matisch-historischen Forschung  zu  bringen,  sofern  diese  wirklich  ab 
mathematisch  betrachtet  werden  können.  Und  meines  Erachtens  kann 
man  mit  gutem  Recht  behaupten,  daß  eine  wirkliche  Entwicklungs- 
geschichte der  mathematischen  Theorien  eine  rein  mathematische  Dis- 
ziplin ist. 

Aus  den  jetzt  auseinandergesetzten  Gründen  bin  ich  der  Ansicht, 
daß  eine  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  nicht  nur 
in  den  Spezialartikeln  historische  Notizen  bringen,  sondern  noch  dazu 
eine  Gesamtdarstellung  der  Geschichte  der  Mathematik  enthalten  soll. 
Die  Ausführlichkeit  dieser  Darstellung  hängt  wesentlich  von  der  Aus- 
führlichkeit der  besonderen  Artikel  ab,  und  wenn  im  voraus  festgestellt 
ist,  daß  in  diesen  Artikeln  die  Methoden  selbst  im  allgemeinen  nicht 
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auseinandergesetzt  werden^  sondern  nur  Andeutungen  und  bibliogra- 
phische Verweise  hinsichtlich  derselben  Yorkommen  sollen^  so  ist  es  an- 
gebracht, in  der  von  mir  befürworteten  Gesamtdarstellung  nur  die 
wichtigsten  Punkte  der  historischen  Entwicklung  der  Mathematik  zu 
behandeln.  Als  solche  Punkte^  die  für  die  Benutzer  einer  Enzyklopädie 
besonderes  Interesse  haben  dürften^  möchte  ich  die  folgenden  hervor- 
heben: 

1)  Welche  Fragen  haben  zu  verschiedenen  Zeiten  vorzugsweise 
die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in  Anspruch  genommen? 

2)  Welcher  innere  Zusammenhang  findet  zwischen  den  gleichzeitig 
oder  nacheinander  behandelten  Fragen  statt? 

3)  Welche  Methoden  sind  benutzt  worden,  um  die  Fragen  zu  er- 
ledigen, und  mit  welchem  Erfolge? 

4)  Welche  Resultate  sind  dadurch  nebenbei  erhalten  worden, 
die  für  die  Entwicklung  der  Mathematik  wertvoll  geworden 
sind,  zuweilen  sogar  wertvoller  als  die  direkt  gesuchten  Resul- 
tate? 

Dagegen  halte  ich  es  für  weniger  angebracht,  auf  die  kultur- 
historische Bedeutung  der  Mathematik  einzugehen.  Fragen  dieser  Art 
können  gewiß  von  Interesse  sein,  aber  gesicherte  Resultate  der  mathe- 
matisch-historischen Forschung  sind  sie  im  allgemeinen  nicht. 


Ich  habe  oben  bemerkt,  daß  die  seit  einigen  Jahren  erscheinende 
EncyUopädie  der  nuxtkematischen  Wissensdiaften  mich  angeregt  hat, 
mich  mit  der  jetzt  von  mir  behandelten  Frage  zu  beschäftigen.  Ob 
meine  Ansichten  mit  denen  der  Begründer  dieses  Unternehmens  genau 
übereinstimmen,  weiß  ich  nicht,  aber  jedenfalls  dürfte  ein  wesentlicher 
Meinungsunterschied  nicht  vorhanden  sein.  In  der  Tat  gibt  es  Spezial- 
artikel,  die  die  historische  Seite  des  Gegenstandes  gebührend  berück- 
sichtigen, und  wenn  es  andere  Artikel  gibt,  wo  dies  leider  nicht  der 
Fall  ist,  so  dürfte  dieser  Umstand  lediglich  auf  der  Schwierigkeit, 
passende  Mitarbeiter  zu  finden,  beruhen.  Dazu  kommt  noch,  daß  der 
ursprüngliche  Entwurf  des  Programmes  des  noch  nicht  in  Angriff  ge- 
nommenen letzten  Bandes  der  Encyklopädie  eine  Gesamtübersicht  über 
die  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschaften  im  neunzehnten 
Jahrhundert  in  Aussicht  stellte.  Freilich  fehlt  dieser  Punkt  im  letzten 
Entwurf  des  Programmes  (dort  wird  ganz  allgemein  von  der  Behand- 
lung historischer  Fragen  gesprochen),  aber  dies  bedeutet  wohl  nur, 
daß  man  vorläufig  von  einer  genaueren  Disposition  des  letzten  Bandes 
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der  EncyMopädic  Abstand  genommen  hat^  \md  zwar  damm^  weil  es 
voraussichtlich  einige  Jahre  dauern  wird,  bevor  dieser  Band  in  Angriff 
genommen  wird.  Dem  Umstände,  daß  der  von  mir  zitierte  Entwurf 
des  Programmes  nur  von  der  Geschichte  des  neunzehnten  Jahrhunderts 
spricht,  lege  ich  keine  größere  Bedeutung  bei,  denn  in  den  bisher  er- 
schienenen Spezialartikeln  ist  eine  Menge  von  historischen  Notizen  sogar 
über  griechische  und  arabische  Mathematik  mitgeteilt  worden,  \md  es 
liegt  wohl  kein  Grund  vor,  warum  gerade  die  Gesamtdarstellung  sich 
ausschließlich  auf  das  neunzehnte  Jahrhundert  beschränken  soll. 

Es  scheint  mir  also,  als  ob  das,  was  ich  hier  in  betreff  der  Be- 
handlung der  Geschichte  der  Mathematik  vorgeschlagen  habe,  keine 
wesentliche  Modifikation,  sondern  nur  eine  programmäßige  Ergänzung 
des  Planes  der  EncyUopädie  der  mathematischen  Wissensdiaftefi  wäre. 


Zur  Geschichte  der  DiflPerentialgleichungen. 

Von 
A.  V.  Braunmühl  aus  München. 


1.  Eine  Pf  äff  sehe  Differentialgleichung  bei  Newton. 

Newton  stellt  sich  in  seiner  Methodus  flnxionum  et  serierum  in- 
iinitanun  in  Problema  11  die  Aufgabe:  ^^Aus  einer  Gleichung  zwischen 
den  Fluxionen  von  Ghrößen  die  Relation  zwischen  diesen  Größen  selbst 
(Quantitates  fluxiones)  zu  finden^'^  d.  h.  in  unserer  Ausdrucksweise^  eine 
gegebene  Differentialgleichung  zu  integrieren.  Dabei  unterscheidet  er 
bekanntlich  vier  Gattungen  von  Differentialgleichungen^  die  wir  in  fol- 
gender Form  schreiben  können: 

I.  F{x,y,x)'^0,    oder    2?'(i,  y,  y)  =  0, 

n.  F(x,y,x,y)^0, 

m.  F{x,y,z,...,Xyy,0,.,.)=^O. 

Für  die  dritte  Ghbttung^  die  uns  hier  allein  interessiert,  gibt  New- 
ton nur  das  eine  Beispiel: 

2x  —  z  +  xjf  =  0, 
oder  in  unserer  Schreibweise 

2dx  —  dz  +  xdy  =  0; 

dies  ist  aber  eine  sogenannte  Pfaffsche  Differentialgleichung.  Zu 
ihrer  Lösung,  sagt  Newton,  müsse  man  zwischen  zweien  der  drei 
Yariabeln,  z.  B.  zwischen  x  und  y,  eine  ganz  beliebige  Relation  an- 
nehmen, etwa  x  =  y^.     Hiermit  folgt  dann 

4ydy  -- dz  +  y^dy  —  0 
und  durch  Integration  (Newton  setzt  die  Integrationskonstante  »  0) 

Sy'-^  +  iy'-'O, 

oder  mit  Wiedereinführung  von  x: 

2x  +  ix^  -  a. 
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Dann  heißt  es  weiter:  ;^rgo  ex  infinitis  modis^  quibus  x,y  et  z 
altera  ad  alteram  possunt  referri^  unus  inventiis  fuit^  qui  exponitur  per 
tres  aequationes  x  =  y*,  2y*  +  ^y*  =  z  (oder  2x  +  ^x^  =  z^  Wenn 
man  in  der  bekannten  Weise  die  yorgel^te  Gleichung  integriert^  indem 
man  etwa  dx  mittels  der  Relation  dx*^  ^  dz  +  ^-  dy  eliminiert,  so 
tritt  eine  willkürliche  Funktion  q>{y)  auf;  gibt  man  derselben  die  spe- 
zielle Form  9p(y)  =  —  iy*,  so  entspricht  diese  Newtons  Annahme. 

Da  er  ausdrücklich  hervorhebt,  daß  man  eine  ganz  beliebige  Re- 
lation zwischen  zweien  der  drei  Variabeln  annehmen  kann,  so  sieht 
man,  daß  er  den  Charakter  des  Problems  sehr  wohl  erkannt  hat.  Es 
hindert  ihn  offenbar  nur  der  Mangel  einer  Funktionsbezeichnung  an 
der  allgemeinen  Darstellung  der  beiden  Integrale.  Für  Newtons  rich- 
tige Einsicht  spricht  auch  der  Umstand,  daß  er  an  derselben  Stelle 
bemerkt,  beim  Vorhandensein  von  vier  Variabein  müßten  zwei  willkür- 
liche Relationen  und  im  allgemeinen  so  viele  Beziehungen  angenommen 
werden,  daß  noch  zwei  Variable  unabhängig  bleiben. 

Eine  geometrische  Interpretation  der  Integrale  dieser  Gleichungen 
hat  jedoch  Newton  nicht  versucht;  während  er  nämlich  sonst  stets 
von  geometrischen  oder  mechanischen  Betrachtungen  ausging,  scheint 
ihn  hier  die  Macht  seines  neuen  Kalküls  auf  rein  analytischem  Wege 
zu  Gleichungen  geführt  zu  haben,  deren  geometrische  Deutung  seine 
Kräfte  überstieg,  da  man  damals  mit  der  analytischen  Darstellimg  von 
Raumkurven  noch  wenig  vertraut  war.  In  diesem  Unvermögen,  eine 
geometrische  Darstellung  seiner  Lösung  zu  geben,  liegt  auch  wohl  der 
Ghrund,  warum  er  diesen  seinen  III.  Fall  nicht  weiter  verfolgte. 

Der  Fall  III  fand  zunächst  überhaupt  keine  Beachtung,  bis  Euler 
und  Glairaut  ziemlich  gleichzeitig  (1739)  bei  ihren  Untersuchungen 
über  den  Multiplikator  auf  Differentialausdrücke  mit  mehr  als  zwei 
Variabein  kamen.  Da  sie  aber  davon  ausgingen,  totale  Differential- 
ausdrücke herzustellen,  deren  Integrale  im  Falle  dreier  Variabein  durch 
die  Flächen  eine  unmittelbare  geometrische  Interpretation  finden,  so 
hielten  sie  die  den  Integrabilitätsbedingungen  nicht  genügenden  Diffe- 
rentialausdrücke überhaupt  für  absurd  und  schenkten  ihnen  keine  weitere 
Beachtung.  Namentlich  betonte  Euler  immer  wieder  diese  Absurdi- 
tät*), und  seine  Zeitgenossen  pflichteten  ihm  bei,  bis  endlich  Monge, 

•)  Trotzdem  hat  Enler,  worauf  Herr  P.  StÄckel  in  den  Berichten  der 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissensch.  zu  Leipzig  1902  hinwies,  sogenannte 
Mongesche  Gleichungen  behandelt,  und  auch  in  seinem  demnächst  in  dem 
4.  Hefte  der  Bibliotheca  mathem.  erscheinenden  Briefwechsel  mit  Joh.  Bernoalli 
(herausgegeben  von  Eneström)  finden  sich  Stellen,  welche  sich  auf  die  von  ihm 
als  analysis  infinitorum  indeterminata  bezeichnete  Wissenschaft  beziehen. 
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Yon  geometrischen  Anschauungen  ausgehend^  1784  die  wahre  Bedeutung 
dieser  Differentialausdrücke  fand  und  ihre  Behandlung  lehrte.  Auch 
erkannte  er  sofort  ihren  Zusammenhang  mit  den  partiellen  Differential- 
gleichungen und  lehrte  sowohl  die  ersteren  in  die  letzteren  als  auch  um- 
gekehrt üherföhren.  Femer  beschrankte  er  sich  gleich  von  Anfang  an 
nicht  auf  Differentialausdrücke  vom  ersten  Grade  in  dx,  dy,  dz,  son- 
dern ging  überhaupt  von  Differentialausdrücken  aus^  die  in  den  drei 
Differentialen  homogen  vom  2.  Grade  waren,  so  daß  später  Lie  diese 
Art  von  Differentialgleichxingen  mit  Recht  Monge  sehe  Gleichungen 
nannte. 

2.  Die  ersten  partiellen  Differentialgleichungen. 

Das  Trajektorienproblem  hatte  Veranlassung  gegeben,  Kurven  zu 
behandeln,  in  deren  Gleichungen  ein  variabler  Parameter  auftritt,  den 
Jakob  Hermann  Modulus  nannte.  Dementsprechend  hieß  man  solche 
Gleichungen  Modulargleichungen,  ein  Name,  den  auch  Euler  bei- 
behielt (1734/35)  und  der  sich  noch  bei  Lagrange  (1785)  findet.  Bei 
Eulers  Untersuchungen  solcher  Modulargleichungen  scheinen  überhaupt 
zum  erstenmal  partielle  Differentialgleichungen  vorzukommen,  ohne  daß 
jedoch  Euler  ihren  eigenartigen  Charakter  betont,  wenn  er  auch  ihre 
Integration  lehrt.  In  der  Abhandlung  „De  infinitis  curvis  ejusdem 
generis"  (Gommentarii  Acad.  Petrop.  1734/35,  Petrop.  1740)  sucht  er 
nämlich  die  Gleichung 

dz  +  Fdx  =  0 

durch  den  Multiplikator  R  zu  einer  totalen  zu  machen,  so  daß 

Bdz  +  PRdx  =  rfS  -  0 

wird.  Setzen  wir  Eulers  Schreibweise,  der  damals  noch  keine  Be- 
zeichnung für  die  partiellen  Differentialquotienten  hatte,  in  unsere  um, 
so  ist  die  aus  der  Integrationsbedingung  folgende  partielle  Diffe- 
rentialgleichung, welche  zu  integrieren  ist, 

dB  ^  PdR      RdP 

dx         de  dz  ' 

Euler  bedient  sich  zu  ihrer  Lösung  der  auch  heute  noch  gebräuch- 
lichen Methode.     Er  eliminiert  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

^—  und  erhält  mit  Beachtung  der  gegebenen  Gleichung: 

dB       dP  j 
B^W  ^^' 

woraus  der  Multiplikator  folgt. 
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Systematisch  haben  dann  Euler  und  D'Alembert  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen um  1762  zuerst  behandelt  und  zwar  ersterer  in  dem 
Aufsatze  ^^Investigatio  functionum  ex  data  differentiaUum  conditione'^ 
(Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  1762/63,  Petrop.  1764),  indem  er  sich  die 
Aufgabe  stellte,  eine  Funktion  V  zu  finden,  für  welche  dF  = 
Fdx-\-  Qdy  ist,  wenn  zwischen  F,  P,  §,  a?,  y  eine  Relation  be- 
steht. Die  allgemeinste  Differentialgleichung,  die  er  damals  löste,  ist 
die  Gleichung: 


^"^fc'  d^)' 


D'Alembert  aber  behandelte  in  Untersuchungen  aus  demselben 
Jahre,  die  aber  erst  1768  unter  dem  Titel  „Recherches  sur  le  calcul 
integral"  im  IV.  Bande  seiner  Opuscules  erschienen,  die  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zum  erstenmal  systematisch. 

Er  nahm  zuerst  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung mit  konstanten  Koeffizienten 

in  Angriff,  setzte,  wie  Euler  schon  1750  bei  Integration  der  linearen 
totalen  Differentialgleichung  getan  hatte,  q  =  e""  und  erhielt  hierdurch 

dx    ^        de    * 

Indem  er  dann  ■^-  mit  Hilfe  von  dw  =^  ^—  dx  +  -^    dz  eliminierte, 
_      .  ,  dx  dx         ^    de  ' 

ergab  sich 

woraus  er  sofort  schloß,  daß  y^  =  9p(^  —  Äx)  sein  muß.  Damit  folgt 
dann  ^  ^  —  C  —  Ä(p(js  —  -^^),   nnd   hiermit   ergaben   sich   leicht  w 

und  q. 

Nun  schreitet  D'Alembert  zu  der   allgemeineren  Gleichung  vor 

wo  5  und  w  Funktionen  von  x  und  a  sind.  Dieselbe  Operation  wie 
vorhin  führt  zu  der  Gleichung: 

die  er  aber  nicht,  wie  später  (1774  und  1779)  Lagrange  getan  hat, 
mit  Beachtung  des  völlig  willkürlichen  Wertes  von  ^  in  die  beiden 
totalen  Gleichungen 

dq  +  wdx  =-  0    und     f^dx  —  di?  =»  0 
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zerlegt,  sondern  mit  Untersclieidung  dreier  Fälle  auf  die  Möglichkeit 
ein  totales  Differential  darzustellen  untersucht.  Allerdings  lieferte  ihm 
auch  diese  umständliche  Untersuchung  jene  beiden  totalen  simultanen 
Differentialgleichungen. 

Endlich  betrachtet  D'Alembert  noch  die  Gleichung 

m.  |i  +  4;  +  g,  +  ,  =  o, 

worin  A,  |,  1/  Funktionen  von  x  und  t  sind.     Diese  reduziert  er  durch 
die  Substitution  q^  iiz    auf  die  Lösung  zweier  Gleichungen  von  der 
Form  II  (wenn  man  daselbst  z  =t  setzt),  je  für  q  und  für  ft. 
Die  allgemeinste  lineare  Differentialgleichung 

I-'  =  l^  F+  Z 
ox      dy 

aber,  wo  F=g?(j;,  y),  Z=  ^(a?,  y,  j8f)  ist,  hat  Laplace  1773,  also  ein 
Jahr  vor  Lagrange,  gelöst  (M^m.  de  TAcad.  de  Paris  pour  Tannee  1774, 
Paris  1777),  indem  er  eine  vierte  Variable  einführte,  die  er  passend  be- 
stimmte. 


Zur  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Indem  und  Arabern. 

Von 
H.  Stjter  aus  Zürich. 

I.    Über  die  Vielecksformel  in  Bhäskaras  Lilävati. 

Bekanntlich  besaßen  die  Inder  zwei  merkwürdige  Formehi^  um  die 
Seite  jedes  regelmäßigen  Vielecks  aus  dem  Radius  des  umbeschriebenen 
Kreises  zu  berechnen.  Die  erste  befindet  sich  in  der  Lüavati  (Colebrooke, 
p.  94),  sie  lautet: 


^      ip^-bip-b)' 

wo  d  ==  Durchmesser^  b  =  Bogen  und  p  =  Peripherie  (letztere  beide  in 
Ghraden  oder  Längenzahlen  gegeben)  bedeuten;  setzt  man  an  Stelle 
Yon  b  die  Ghröße  -,  wo  n  die  Seitenzahl  des  Polygons  ist^  so  nimmt 

sie  die  Form  an: 

^      4(g(n— 1) 

Die  zweite  heißt: 

Sd 

yn(n— 1)  +  6  ' 

sie  findet  sich  in  den  bisher  veröffentlichten  mathematischen  und  astro- 
nomisclien  Schriften  der  Inder  unseres  Wissens  nicht,  wird  aber  von 
Jordanus  Nemorarius  in  seinem  liber  de  triangulis  und  wohl  nach 
diesem  von  Regiomontanus  (vei^L  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  42^ 
1897,  hist.-literar.  Abteiig.,  p.  150  u.  151)  ausdrücklich  den  Indem  zu- 
gesehrieben. Bei  el-Karchi  (Käfi  ff  1-hisäb,  edid.  Hochheim,  IL  p.  26) 
findet  sich  dieselbe  Formel,  aber  umgekehrt  d  aus  s  berechnet;  sie  ge- 
hört also  zu  dem  wenigen,  was  el-Karchi  den  Indem  entnommen  hat. 
Die  zweite  Formel  gibt  genaue  Werte  für  w  =  3,  4  und  6,  die  erste 
nur  für  n  =«  6,  dagegen  ist  diese  für  größere  n  etwas  genauer,  gibt 
aber  stets  zu  große  Werte,  während  die  andere  zu  kleine  gibt.  M.  Gantor 
(Vorlesungen  I,,  p.  618)  nennt  die  erstere  eine  Formel,  „deren  Ab- 
leitung noch  nicht  enträtselt  ist^.    Nun  hat  mich  eine  Note  in  Banerjis 
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Ausgabe  von  Golebrookes  Übersetzung  der  Lilävati*)  auf  den  Weg 
gewiesen,  auf  welchem  sehr  wahrscheinlich  die  Inder  zu  dieser  Formel 
gelai^  sind.  Banerji  will  an  dem  genannten  Orte  die  Formel  auf  ihre 
Genauigkeit  prüfen  und  führt  sie  an  der  Hand  folgender  Figur  nach 
und  nach  über  in 

_  ATcACB '  arc  AB    id  _id{  (jj?)*—  (arc  B C;* ) 


fjp«  —  arc  ACB  -  AB        ip^—  (^p)*  +  (arc-BC)« 

'-(9* 

1 


<i(4»*-  iß*) 


d- '-^^ 


wenn  höhere  Potenzen  von  —  als  die 
zweite  vernachlässigt  werden.  Nun  ist^ 
wenn  x  «  -  genommen  wird,  j— j  nahezu 
=  ^  ,  also  s  =  d  (l  —  ^ ;  der  genaue 
Wert  von  s  ist  aber 

Hieraus  ergibt  sich  der  Grad  der  in- 
dischen Annäherung.     So  weit  BanerjL 

Wir  schlagen  nun  den  umgekehrten  Weg  ein  und  gehen  aus  von 
der  Gleichung: 


Nun  kannten  die  Inder  die  Beziehung  cos  ^  «*  1  —  2  sin*  |^,  sie  setzen 
also: 


s-d(l-2sin«f), 


oder  da  bei  kleinen  Winkeln  sin  ~  '^  ~  ist: 


l 
4 


ß 
4 


Nun  ist  aber  -    -,  nahezu 


4«» 


g ,   ja,    wenn  x  =  }/lO  angenommen    wird, 


genau  «^,  also  ist: 


*)  Colebrooke,  Translation  of  the  Lilävati.    With  notes  by  Haran  Chandi-a 
Baneiji.    Calcutta  1893,  p.  123—124 
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._.(,_y:.)_,(i_»^!.)..(£^LH). 

in 

Dieser  Wert  stimmt  noch  nicht  für  das  Sechseck,  also  für  &i  =  C ,  er 
ist  etwas  zu  klein  (^  =  ö^^^)?    ^i©   indischen  Mathematiker  werden   nun 

versucht  haben,  den  Bruch  - — ^ — ^  so  einzurichten,  daß  er  einen  etwas 

größeren  und  zugleich  für  das  Sechseck  richtigen  Wert  ergab;  sie  fanden 
leicht,  daß  dies  der  Fall  ist,  wenn  man  zu  Zähler  und  Nenner  b^  addiert, 
dann  hat  man: 

oder  ij  =  ^  —  6  gesetzt: 


IL    Über  den  Verfasser  des  „über  augmenti  et  diminutionis.^ 

In  der  Biblioth.  mathem.  {%,  1902,  p.  350—354)  habe  ich  eine 
Abhandlung  veröffentlicht  „über  die  im  liber  augmenti  et  diminutionis 
vorkommenden  Autoren'*,  und  habe  in  bezug  auf  den  Verfasser  Abraham 
zwischen  drei  Personen  die  Wahl  gelassen,  denen  ungefähr  dieselbe 
Wahrscheinlichkeit  zukommt,  nämlich  zwischen  Ibrahim  b.  lünis,  be- 
kannt unter  dem  Namen  Ibn  el-  Hassäb,  gest.  920/21,  Ibrahim  b.  Ahmed 
b.  Mo'äd  el  Sa'bäni,  gest.  914/15,  und  Ibrahim  b.  Muh.  b.  Asah  el- 
Fehmi,  gest.  1056.  Bei  weitem  Studien  über  diese  Frage  hat  nun  bei 
mir  eine  andere  Idee  eine  große  Wahrscheinlichkeit  gewonnen,  daß 
nämlich  die  genannte  Schrift  das  „Buch  der  Vermehrung  und  der  Ver- 
minderung'' des  Sogä^  b.  Aslam  sei,  dem  der  Fihrist  (vergl.  Suter,  die 
Mathem.  und  Astron.  d.  Araber,  p.  43,  und  Nachträge  und  Berichtigungen, 
p.  164)  ein  solches  Werk  zuschreibt.  Ich  werde  diese  Ansicht  im 
folgenden  zu  begründen  versuchen. 

Man  wird  erstaunt  fragen,  wie  aus  Sogä'  b.  Aslam  ein  Abraham 
entstehen  könne;  es  ist  aber  in  der  Tat  möglich,  daß  in  der  arabischen 
Schrift  Ibrahim  statt  Aslam  gelesen  werden  kann  (welch'  letzterer  Name 
nebenbei  gesagt  sehr  selten  war),  wir  haben  sogar  ein  direktes  Zeugnis 
dafür:  in  der  Vorrede  zur  lateinischen  Übersetzung  der  Schrift  des  Sogaf 
b.  Aslam  „über  die  Ausmessung  des  Fünfecks  und  Zehnecks",  die 
sich  im  Pariser  Ms.  7377 A  (fol.  93**  beginnend)  befindet,  und  von  der 
G.  Sacerdote  nach  der  in  München   (225,  3°J  befindlichen  hebräischen 
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Übersetzung  eine  sehr  der  Verbesserung  bedürftige  italienisclie  Über- 
setzung Teröffentlicht  hat*),  heißt  es  im  Anfang:  Dixit  Abu  Camel 
Ssagia**)  fil.  Abrahim  aggregator  istius  libri.  Da  nun  die  lateinische 
Übersetzung  dieser  Schrift  den  Namen  Abraham  (allerdings  nur  hinter 
dem  Worte  filius)  enthält,  so  dürfen  wir  uns  wohl  fragen:  könnte  dieses 
,,Abraham"  nicht  auch  in  andere  lateinische  Übersetzungen  von  Arbeiten 
Sogä's  übergegangen  sein,  also  z.  B.  in  die  Übersetzung  des  „Buches 
von  der  Vermehrung  und  der  Verminderung"? 

Daß  die  Arbeiten  So^a'  b.  Aslams  sehr  verbreitet  \md  geschätzt 
waren,  dafür  führe  ich  folgende  Zeugnisse  an:  Im  arabischen  Original 
hat  man  bis  jetzt  allerdings  nur  eine  Schrift  Sogä's  gefunden,  nämlich 
seine  Tara  if  (Auserlesenes,  Seltenes)  aus  der  Rechenkunst,  in  Leiden 
(1003);  es  existieren  aber  hebräische  Übersetzungen  von  dreien  seiner 
Werke:  von  der  Algebra,  von  der  Schrift  über  das  Fünfeck  und  Zehn- 
eck, und  von  den  Tarä'if  aus  der  Rechenkunst  (München  225  und  Paris 
1029),  und  zwar  liegen  diesen  nicht  die  arabischen  Originale,  auch 
nicht  die  sofort  zu  nennenden  lateinischen  Übersetzungen  zugrunde, 
sondern  sehr  wahrscheinlich  spanische  Übersetzungen.  Ins  Lateinische 
übersetzt  sind  die  Schrift  über  das  Fünfeck  und  Zehneck,  und  sehr 
wahi'scheinlich  die  Algebra  und  die  Taraif;  alle  drei  befinden  sich  in 
Paris  Ms.  7377  A.***)  Ibn  Chaldün  sagt  in  seinen  Prolegomena  (Ausgabe 
V.  Beirut,  1886,  p.  422),  daß  die  Algebra  des  Sogä'  b.  Aslam  zu  den 
besten  Werken  dieser  Art  gehöre  und  von  spanischen  Gelehrten  öfters 
kommentiert  worden  sei,  so  z.  B.  von  el-Qoresi  (vielleicht  dem  bekannten 
Schriftsteller  über  Geheimwissenschaften  und  magische  Quadrate,  Ahmed 
b.  'Ali  el-Büni  el  Qoresi,  gest.  1225).  Diese  Stelle  ist  nach  der  Über- 
setzung Woepckes  (Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Leon,  de  Pise, 
in  den  Atti  dell'  accad.  dei  Nuovi  Lincei,  1859,  T.  XII.)  bis  jetzt  auf 
die  Algebra  des  Muh.  b.  Müsä  el-Ghowärezmi  bezogen  worden,  die 
unmittelbar  vor  derjenigen  des  Sogä'  b.  Aslam  erwähnt  wird;  es  muß 
zugegeben  werden,  daß  so  übersetzt  werden  kann,  wie  Woepcke  über- 
setzt hat,  allein  das  Richtige  ist  jedenfalls,  die  Worte  „dies  Buch  ge- 
höre zu  den  besten  Werken  dieser  Art"  auf  die  Algebra  des  Ibn  Aslam 
zu  beziehen.  So  hat  es  in  der  Tat  auch  H.  Ghalfa  aufgefaßt,  indem 
er  die  eben  angeführten  Worte  Ibn  Chaldüns  der  Nennung  der  Algebra 


*)  Festschrift  zum  80.  Geburfcstage  M.  Steinschneiders,  Leipzig  1896, 
p.  167—194. 

**)  Hieraas  ist  vielleicht  das  Sayd  entstanden,  das  sich  im  Pariser  Ms.  7266 
in  einer  Randnote  neben  der  Abhandlung  des  Abhabnchr  befindet. 

***)  Vergl.  Steinschneider,  Die  hebräischen  Übersetzungen  des  Mittelalters. 
Berlin  1803,  p.  584—588. 
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Ibn  Aslams  beifügt  (11.  585);  auch  den  Kommentar  des  Qoresi  zahlt 
H.  Ghalfa  (1.  c.)  jedenfalls  nach  Ibn  Ghaldün  zu  den  besten  dieses 
Werkes.  Da  nun  diese  Algebra  mit  ihrem  Kommentar  bei  den  West- 
arabern so  hoch  gestellt  war,  so  liegt  der  Schluß  nahe,  daß  dieselbe 
in  Spanien  und  Nordafrika  verbreitet  gewesen  und  also  wohl  auch  ins 
Lateinische  übersetzt  worden  sein  wird.  War  mm  die  Algebra  so  ge- 
schätzt, so  wird  man  auch  den  übrigen  damals  noch  vorhandenen 
Werken  Ibn  Aslams  größere  Aufinerksamkeit  geschenkt  haben. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Hauptgründen,  die  dafür  sprechen,  daß 
der  liber  augmenti  et  diminutionis  von  dogaf  b.  Aslam  verfaßt  sei. 
Diese  Abhandlung  befindet  sich  in  lateinischer  Übersetzung  in  den  drei 
Pariser  Mss.  7266,  7377A  und  9335;  im  zuletztgenannten  schließt  da- 
mit eine  Reihe  von  Abhandlungen  über  Arithmetik,  Algebra,  Flachen- 
und  Körperberechnung  ab*),  im  Ms.  7377 A  aber  folgen  auf  diesen 
liber  augmenti  etc.  unmittelbar  die  drei  oben  genannten  Abhandlungen 
in  der  Reihenfolge:  Algebra,  Fünfeck  und  Zehneck,  Tara'if.  Die  Algebra 
ist  anonym,  sie  wurde  daher  auch  vom  Verfasser  des  Pariser  Gataloges 
(T.  IV.  Paris  1744)  und  auch  von  B.  Boncompagni  (DeUa  vita  e  delle 
opere  di  Gherardo  Gremonese  etc.,  Roma  1851,  p.  54)  nicht  als  eine 
eigene  Abhandlung  erkannt,  sondern  als  zweiter  Teil  oder  Schluß  des 
liber  augmenti  etc.  angesehen.  Die  Schrift  über  das  Fünfeck  und 
Zehneck  wird  ausdrücklich  dem  Abu  Gamel  Ssagia  fiL  Abrahim,  d.  L 
dem  Abu  Kämil  Öogä'  b.  Aslam  zugeschrieben;  in  der  Vorrede  wird 
auf  eine  Algebra  desselben  Verfassers  hingewiesen.  Die  letzte  Abhand- 
lung ist  wieder  anonym,  aber  höchst  wahrscheinlich  eine  Übersetzung 
der  Tara'if  des  So^'  b.  Aslam.  In  der  hebräischen  Übersetzung  der 
Algebra  (München  225)  heißt  es  nun  am  Schlüsse:  „aus  dieser  Frage 
(Aufgabe)  können  viele  andere  abgeleitet  werden,  deren  Operation  (Auf- 
lösung) sich  erklären  läßt  nach  den  Methoden,  welche  wir  früher  ge- 
lehrt haben**),  und  denen,  welche  wir  in  diesem  Buche  hinzugefügt 
haben.^^  Was  liegt  nun  näher  als  anzunehmen,  Abu  Kämil  b.  Aslam 
weise  mit  den  Worten  „welche  wir  früher  gelehrt  haben^'  auf  die  im 
liber  augmenti  etc.  gelehrten  indischen  Methoden  hin,  während  die  „in 
diesem  Buche  hinzugefügten^^  die  rein  algebraischen  (d.  h.  die  sechs 
Fälle  der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades)  seien? 


•)  Vergl.   A.  A.  Björnbo,  in   der  Biblioth.  mathem.  «„   1902,  p.  63—76, 
und  P.  Tannery,  ibid.  2„  1901,  p.  46—47. 

**)  Steinschneider  (1.  c.  p.  686)  übersetzt  etwas  freier:  „welche  voran- 
gegangen sind",  was  auch  auf  einen  andern  Verfasser  schliefien  ließe,  während 
die  wörtliche  Übersetzung  beweist,  daß  sowohl  die  trdheren  ab  auch  die  jetzigen 
Methoden  von  demselben  Autor  erklärt  worden  sind. 


C.  Vorträge  in  den  Sektionssitzungen :  Suier.  561 

Man  gestatte  mir^  noch  einen  letzten^  wenn  auch  nicht  entscheiden- 
den Grund  für  meine  Ansicht  anzuführen.  In  der  Biblioth.  mathem.  (3^^, 
1902;  p.  350 — 354)  habe  ich  nachgewiesen^  daß  der  im  über  augmenti  etc. 
genannte  lob  filius  Salomonis  identisch  sei  mit  dem  Erbteiler  Eijüb 
b.  Soleimän^  und  daß  bei  diesem  der  Ägypter  'Abdelgani  b.  Abi  'Aqil 
die  Erbteilungen  gehört  habe;  nun  war  Ihn  Aslam  ebenfalls  ein  Ägypter^ 
lebte  wahrscheinlich  ungefähr  zur  selben  Zeit  (c.  900)  wie  'Abdelgani, 
und  ist  also  vielleicht  ebenfalls  ein  Schüler  von  Eijüb  b.  Soleimän  ge- 
weseU;  hat  also  seinen  Lehrer  in  seinem  Buche  über  „die  Vermehrung 
und  die  Verminderung"  zitiert.  Vielleicht  hat  er  diesen  Eijüb  b.  Soleimän 
in  Spanien  gehört,  vielleicht  längere  Zeit  in  Spanien  oder  Nordafrika 
gelebt,  daher  waren  seine  Schriften  gerade  dort  verbreitet. 

Ich  schließe  hiermit  diese  Untersuchung  mit  dem  Wunsche,  es 
möchten  in  nächster  Zeit  die  zweite  und  vierte  der  oben  genannten 
Abhandlungen  des  Pariser  Ms.  737  7  A  veröffentlicht  werden,  und  zwar 
nicht  bloß  mit  Angabe  der  Anfangs-  und  Schlußworte,  sondern  wo- 
möglich vollständig;  ich  glaube,  daß  dadurch  die  Frage  über  den  Ver- 
fasser des  über  augmenti  et  diminutionis  zur  endgültigen  Erledigung 
gebracht  werden  könnte. 
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Pour  une  histoire  de  la  g^omötrie  analytique. 

Von 
0.  LoBiA  aus  Genua. 


I. 

Yous  connaissez  tous  rAnalytische  Geometrie  du  regrett^ 
Richard  Baltzer.  Suivant  mon  Bentiment,  c^est  le  premier  traite  de 
geometrie  analytique  qui  offre  d'une  mani^re  saisissante  les  caracteres  de 
ce  qu*on  entend  ä  present  par  application  de  l'analyse  ä  la  geo- 
metrie. Personne  n'ignore  qu'on  y  trouve  etudi^es  tour  ä  tour  la 
geometrie  de  la  droite^  celle  du  plan  et  enfin  Celle  de  Tespace,  et  que 
meme  des  notices  sur  les  espaces  superieurs  n*y  fönt  pas  defaut.  Des 
exactes  determinations  des  signes  des  figures  m^nent  l'auteur  ä  des 
formules  d'une  g^neralit^  parfaite,  qui  sont  tout  pretes  pour  §tre  appli- 
quees  sans  besoin  d'avoir  recours  ä  la  figure;  Temploi  des  coordonnees 
homogenes^  combine  avec  les  concepts  fondamentaux  de  la  geometrie 
projective,  rend  possible  la  consideration  des  elements  ä  Tinfini,  tandis- 
que  Temploi  de  notations  expressives  et  Tapplication  de  la  theorie  des 
formes  et  des  determinants  donnent  ä  toute  sorte  de  ealculs  une  ^e- 
gance  et  une  symetrie  parfaites. 

Quoique  Baltzer  ne  manque  pas  de  donner  une  id^e  de  Tappli- 
cation  de  Talgebre  ä  la  resolution  des  probl^mes  determines,  sa 
geometrie  analytique  est  au  fond  \me  theorie  des  lieux  geometri- 
ques.  Si  on  compare  les  proced^s  de  Baltzer  avec  ceux  qui  caracteri- 
sent  la  g^om^trie  grecque  on  trouve  des  difiPerences  tellement  profondes 
que  le  lecteur  se  demande  naturellement  comment  le  savant  professeur 
de  rXJniversite  de  Giessen  ait  pu  declarer  dans  son  Avant-propos 
que  les  tbeories  qu'il  expose  sont  les  arrieres-petites-nieces  de  Celles  que 
Tantiquite  nous  a  transmis  avec  la  marque  de  fabrique  d'Apollonius. 

n. 

Mais  cet  etonnement  disparut  bientot  si  on  compare  les  ouvrages 
d'Apollonius  a  la  source  la  plus  ancienne  de  la  geometrie  analytique: 
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la  Geometrie  de  Descartes  (1637)  porte  en  effet  Tempreiiite  evidente 
des  pensees  des  mathematiciens  grecs.  •  Quoique  son  auteur  ait  remarque 
avec  raison  dans  son  Discours  de  la  methode  que  ^^'analyse  des 
anciens  ...  est  toujonrs  si  astreinte  ä  la  consid^ration  des  figures, 
qu'elle  ne  peut  exercer  Tentendement  sans  fatiguer  Timagination'^^  la 
Solution  du  probleme  de  Pappus  donn^e  par  lui*),  resultant  d'appli- 
cations  r^p^tees  du  th^oreme  de  Pythagore  et  des  proprietes  des 
triangles  semblables^  est  inseparable  de  la  consideration  continuelle  de 
la  figure;  en  general  ses  procedes  manquent  des  quaUtes  de  generalite 
et  d'elegance  aujourd'hui  si  appreci^s;  de  sorte  qu'ils  ne  paraissent  qu'une 
lourde  traduction  de  la  geometrie  hell^ne  dans  le  langage  de  Talgebre 
elementaire.  Mais  quelques  grossiers  et  primitifs  que  nous  semblent 
ces  procedes  ^  leur  valeur  est  prouvee  par  les  consequences  qu'ils  ont 
donn^es  entre  les  mains  de  leur  inventeur;  c'est  donc  avec  -raison  que 
Descartes^  dont  la  modestie  n'egalait  pas  le*genie^  d^clarait  qu'ils  etaient 
^^autant  au  delä  de  la  geometrie  ordinaire  que  la  rethorique  de  Ciceron 
est  au  dela  de  Ta.  b.  c.  des  enfants".**) 

Ge  n^est  pas  mon  intention  de  m'arreter  sur  les  applications  que 
ce  grand  philosophe  fit  de  la  methode  des  coordonnöes;  je  veux  seule- 
ment  fixer  Tattention  de  la  Section  sur  Tessence  et  sur  la  forme  de  la 
methode  qu*il  a  forgee,  et  particuli^rement  sur  les  doutes  et  les  que- 
stions  qui  surgissent  en  etudiant  son  ouvrage  immortel.  Par  exemple:  Des- 
cartes avait-il  Tidee  et  connaissait-il  le  mecanisme  de  la  transformation 
des  coordonn^es?  etait-il  en  mesure  de  tracer  exactement  une  courbe 
definie  par  son  equation?  Or  k  la  premiere  de  ces  questions  semble 
repondre  un  passage  de  Touvrage  cite,  oü  Descartes  affirme***)  l'im- 
possibilite   de   modifier   le  degre    de  T^quation   d'une    courbe   par   des 


*)  Dparait  que  c'est  le  philosophe  Golins  qui  attira  l'attention  de  Descartes 
sur  cette  question,  car  c'est  ä  lui  qu^il  en  envoya  la  premiere  Solution,  qui  lui 
avait  coutö  cinque  ou  six  semaines  de  travaü  (voyez  Oeuvres  de  Descartes, 
6d.  Adam  et  Tannery,  T.  1,  Paris  1897,  p.  282—285  et  244)  et  qu'il  dut  plus  tard 
d^fendre  des  attaques  de  Roberval  (id.  T.  lY,  1901,  p.  368).  —  Gomparez  aussi 
la  Solution  du  probläme  du  cercle  tangent  k  trois  autres  envoyäe  par  Descartes  ä 
la  Princesse  Elisabeth  de  Boheme  en  Novembre  1643  (id.  T.  IV,  p.  38—42). 
**)  Lettre  ä  Mersenne  (Oeuvres  T.  I,  p.  479).  Un  peu  plus  bas  (p.  480) 
Descartes  ajoute  que  „nos  neveux  ne  trouveront  jamais  rien  en  cette  matiäre 
que  je  ne  pusse  aussi  avoir  trouv^  aussi  bien  qu*eux,  si  j^eusse  voulu  prendre  la 
peine  de  la  rechercher*^ 

*^)  „Encore  qu^il  y  ait  beaucoup  de  choix  pour  rendre  Täquation  plus  courte 
et  plus  aisäe,  toutefois,  en  quelle  fa9on  qu*on  les  prenne,  on  peut  toijgours  faire 
qae  la  ligne,  paraisse  du  meme  genre,  ainsi  qu'il  est  ais^  de  d^montrer.^'  La 
gäometrie,  ^d.  Hermann,  Paris  1886,  p.  19. 
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cliangements  d'axes;  ä  cette  question  se  rapportent  aussi  quelques 
phrases  de  la  correspondence  de  Fillustre  savant*)  oü,  pour  confondre 
son  adversaire  Roberval,  il  represente  par  des  equations  diflPerentes  la 
courbe  qu'on  appelle  ä  present  feuille  de  Cartesius.  Ces  phrases 
servent  aussi  ä  prouver  jusqu'ä  quel  point  il  savait  tracer  une  courbe 
dont  il  connaissait  requation;  car^  quoique  avec  le  ton  hautain  qui  le 
caracterise^  il  dit^  a  propos  de  la  feuille,  que  sa  forme  ,,se  voit  ä  l'oeil 
Sans  aucun  esprit  ni  science'''^),  il  n'y  a  aucun  doute  que  de  cette 
courbe  il  ne  considerait  que  la  boude;  ne  pouvant  pas  Interpreter  les 
yaleurs  infinies  des  coordonnees,  ses  branclies  infinies  lui  resterent  in- 
connues;  ses  contemporains,  ne  connaissant  non  plus  les  conyentions 
sur  les  signes  des  coordonn^es,  ajoutferent  arbitrairement  ä  cette  boucle 
trois  autres  egales  et  parvinrent  de  la  sorte  ä  la  fameuse  galande. 

•     m. 

Si  la  discretion  ne  m'imposait  pas  d'etre  court  je  pourrais  mul- 
tiplier  les  preuves  des  differences  qui  existent,  dans  le  fond  aussi  bien 
qu'ä  la  surface,  entre  la  Geometrie  cart^sienne  et  notre  geometrie 
analjtique.  Mais  je  prefere  de  rappeler  que  presque  en  meme  temps 
que  Descartes,  peut-etre  un  peu  auparavant,  un  autre  grand  savant 
fran^ais  concevait  et  developpait  la  methode  de  coordonnees***);  or 
quelle  relation  y  a-t-il  entre  la  geometrie  analytique  de  Fermat  et  la 
notre?  Pour  repondre  h  cette  question  remarquons  que  le  point 
de  depart  des  considerations  geomötrico  -  analytiques  de  Fermat  est 
Tobseryation  vraiment  fondamentale  et  tout-a-fait  originale,  que  toute 
equation  entre  deux  variables  peut  se  consid^rer  comme  representant 
une  courbe,  pourvu  qu'on  considere  ces  variables  comme  les  coordon- 
nees  d'im  point  du  plan.  En  la  developpant  le  cflebre  g^ometre  d^ 
couvrit  que  toute  equation  du  premier  degre  represente  une  droite  et 
prouva,  par  de  nombreux  exemples,  qu'il  pouvait,  ä  Taide  de  transfor- 


•)  OeaviBB  de  Descartes,  ^d.  Adam  et  Tannery,  T.  II,  Paris  1898,  p.  316 
et  336/  Comp,  mon  ouvrage  Spezielle  alg.  und  transz.  ebene  Kurven 
(Leipzig  1902),  p.  58. 

**)  Oeuvres  de  Descartes,  T.  IL,  p.  817. 

***)  Ad  locos  planos  et  solidos  isagoge  (publiä  en  1679;  voyez  Oeuvres 
de  Fermat,  ed.  Tannery  et  Henry,  T.  I,  1891,  p.  91—110),  „qui  est  un  traite  ana- 
lytique coucernant  la  Solution  des  problemes  plans  et  solides;  qui  avoit  este  ven 
devant  que  M.  Descartes  eut  rien  publik  sur  ce  siyet"  (id.  p.  360). 

11  est  bon  de  remarquer  que  Fermat,  comme  Viöte,  represente  les  coor- 
donn^es  par  des  voyelles,  tandisque  c^est  ä  Descartes  que  remonte  notre  habi- 
tude  de  les  indiquer  par  les  lettres  x,  y  .  .  . 
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mations  de  coordonn^es^  d^terminer  Tespece  de  la  section  conique  re- 
presentee  par  une  equation  de  second  ordre  donnee  ad  libitum. 
Ajoutons  que,  par  sa  generalisation  de  la  spirale  d'Arcliimede,  il  s'est 
mis  ä  la  tete  de  ceux  qui^  en  reprenant  un  ordre  d'idees,  dont  la  source 
se  trouve  dans  lee  oeuvres  du  celebre  Syracusain^  enrichirent  la  geo- 
metrie  du  Systeme  de  coordonnees  polaires. 

Ces  remarques,  qu'il  serait  ais^  de  developper,  prouvent  que  la 
geometrie  analytique  de  Fermat  est  bien  plus  procbe  de  la  nötre  que 
ne  le  soit  celle  de  Descartes.  Mais  tout  le  monde  sait  que  les  idees 
du  Toulousain  jouirent  d'une  diffusion  tres  restreinte  et  par  la  exer- 
cerent  une  influenee  eztr^mement  moindre  que  celle  qu'on  en  pouvait 
attendre;  ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  les  historiens  de 
la  geometrie  ont  pris  rbabitude  de  mettre  Fermat  ä  cote  de  Des- 
cartes; auparavant  on  suivait  Texemple  du  P.  Rabuel*),  qui  considerait 
Fermat  comme  un  disciple  de  Descartes,  ou  celui  de  Fontenelle,  qui 
croyait  dire  une  cbose  completement  exacte  en  ecrivant:  „9a  ^te  une 
excellente  idee,  et  d'une  utilit^  inestimable  ä  toute  la  geometrie  que 
celle  de  Descartes,  d'exprimer  la  nature  des  courbes  par  des  ^uations 
algebriques."**) 

IV. 

Ce  Systeme  d'attribuer  ä  Tauteur  du  Discours  de  la  metbode 
la  patemit^  de  la  geometrie  analytique,  bien  qu'historiquement  faux, 
peut  facilement  s'expliquer,  car  le  prix  d'une  plante  est  directement 
proportionnel  aux  fruits  qu'elle  fut  capable  de  donner,  et  tous  les  tra- 
vaux,  auxquels  la  methode  des  coordonnees  est  redevable  de  quelque 
progr^Sy  sont,  presque  sans  exception,  des  d^rivations  de  la  Geometrie 
de  Descartes.  Dans  la  liste  de  ces  travaux  la  premi^re  place  devrait 
^tre  occupee  par  les  commentaires  düs  ä  un  gentilbomme,  dont  le  nom 
nous  est  inconnu***),  et  aux  traducteurs  en  Latin  de  la  Geometrie 
(De  Beaune  et  Schooten)f);  mais  tous,  s'interessant  plutöt  aux  recher- 


•)  Gommentaire  sur  la  G^om^trie  de  Descartes  (Lyon  1780),  Präface. 

**)  Histoire  de  TAcad^mie  des  sciences,  Annäe  MDGCXXIX^  p.  37. 

***)  Descartes   en  parle   dans   la  lettre  qa^il   ^rivit   au  P.  Mersenne  le 

27  Mai  1688  (Oenvres  de  Descartes,  T.  II,  p.  146);  le  (m^diocre)  travail  dont  il- 

s'agit  a  pour  titre  Calcul  de  Mons.  des  Cartes  et  n'a  ^t^  pablid  qu'  en  1896 

par  H.  Adam  (voir  Bnll.  des  Sciences  math.,  2«  S^rie,  T.  XX,  I.  Partie). 

t)  Renati  Descartes  Geometria  cnm  notis  Florimondi  de  Beanne. 
Opera  atqne  studio  Francisci  ä  Schooten  (Lugd.  Bat.,  1649).  Voyez  k  ce 
Bi\jet  quelques  lettres  de  Descartes  publi^s  par  MM.  Adam  et  Tannery  dans 
le  T.  n  (p.  479,  510,  676)  des  Oeuvres  de  Descartes. 

Dans  une  histoire  compl^te  de  la  g^omötrie  analytique,  parmi  les  successeurs 
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ches  alg^briques  du  maitre,  ne  surent  combler  aucime  des  lacunes 
geom^triques  qu'il  avait  laissees.  On  peut  rep^ter  presque  la  mSme 
chose  de  Wallis;  celui-ci*)  traduisit  habilement  les  Coniques  d'Apol- 
lonius  dans  la  langue  cart&ienne;  mais  des  qu'il  abandonna  cette 
throne  et  se  hasarda  dans  une  r^gion  encore  inexplor^^  il  commit 
une  grave  erreur,  en  cherchant  la  forme  de  la  parabole  cubique;  il 
foTimit  ainsi  une  preuve  nouvelle  d'une  imperfection  esistant  dans  la 
methode  des  coordonnees,  teile  qu'on  la  lit  en  Descartes  (tout  aussi 
bien  que  dans  Tancienne  trigonom^trie**)),  imperfection  provenant 
de  Tabsence  des  signes  des  coordonnees;  nous  Tavons  d^jä  remar- 
quee  ci-dessus,  et  il  serait  aise  d'en  signaler  plusieurs  fächeuses  con- 
sequences  dans  les  lettres  de  Sluse,  Schooten,  Huygens  et  Leibniz***). 
Cette  imperfection  nous  apparait  si  grave  qu'on  peut  s'^tonner  qu'on 
ne  se  soit  pas  bat^  de  la  corriger;  si  on  veut  s'expliquer  ce  fait  et 
d'autres  aussi  etonnants  offerts  par  Thistoire  de  la  geom^trie  analytique, 
il  faut  se  ressouvenir,  que  la  naissance  de  cette  brauche  des  mathe- 
matiques  fut  bientot  suivie  par  Celles  du  calcul  infinitesimal^  et  que  le 
dösir  de  montrer  la  puissance  de  celui-ci  fit  oublier  le  besoin  de  s'oc- 
cuper  ex-professo  de  sa  soeur  ain^:  bref,  dans  cette  epoque  Tbistoire 
de  la  geometrie  analytique  se  confond  avec  celle  des  applications  geo- 
metriques  de  Tanalyse  infinitesimale,  f) 


de  Descartes,  devront  prendre  place  de  Witt,  qui  dans  ses  Elementa  cur- 
varum  linearum  (publica  en  appendice  de  la  traduction  que  nous  venons  de 
citer)  discuta  les  ^quations  cart^siennes  du  1*'  et  2^  degr^,  A.  J.  Hermann,  qui 
dans  son  memoire  De  locis  solidis  ad  meutern  Cartesii  concinne  con- 
struendis  (Comment.  Petrop.  T.  IV,  1729,  p.  15—26)  s'occupa  de  la  Classifica- 
tion des  courbes  du  2^  degr^,  et  C.  Rabuel  qui,  dans  son  Commentaire  sur 
la  G^om^trie  de  Descartes  (Lyon  1730),  expliqua  toutes  les  phrases  obscures 
du  maitre;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  ce  dernier,  ayant  ^rit  presque  un  siecle 
aprös  la  publication  de  la  G^omdtrie  de  Descartes  (dont  Timpression  finit  le 
8  Juin  1687;  Oeuvres  de  Descartes,  T.  I,  p.  381),  subit  Tinfluence  des  g6o- 
m^tres  post^rieuxs. 

*)  Dans  son  ouvrage:  Tractatus  de  sectionis  conicis  nova  methodo 
expositi,  publik  la  premi^re  fois  en  1656. 

**)  Comp.  Tropfke,  Geschichte  der  Elementar-Mathematik  (Leipzig 
1903),  p.  224. 

•**)  Voyez  Bollettino  di  bibliografia  e  storia  delle  scienze  matema- 
tiche  T.  m,  1900,  p.  42 — 45;  et  encore  plusieurs  passages  de  mon  ouvrage  ci- 
dessuB  cit^  sur  les  courbes  planes  particuli^res. 

t)  A  remarquer  dans  cette  ^oque  la  familiarit^  que  tout  le  monde  avait 
avec  le  concept  g^n^ral  de  coordonn^es;  voyez  p.  ex.  TAnalyse  des  in- 
finiment  petits  (Paris  1696)  du  Marquis  de  THöpital. 
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V. 

Malgre  la  preference  marquee  pour  les  nouveaux  calculs,  que  sen- 
tirent  et  manifestörent  les  geometres  de  la  seconde  moitie  du  XVII.  Siede, 
les  cnlteurs  de  la  methode  des  coordonn^es  ne  manquirent  pas  complete- 
ment.  Nous  trouvons  parmi  eux  avant  tout  Roberval,  qui,  abandon- 
nant  enfin  le  röle  d'oppositexir  aveugle  aux  id^es  de  Descartes,  qu'il 
avait  joue  jusqu'alors,  consacra  ä  cette  branche  des  matb^matiques  nne 
section  de  son  memoire  De  geometrica  planarum  et  cubicarum 
aequationum  resoliitione*),  dans  laquelle  il  etablit  les  equations 
du  cercle,  des  coniques  et  de  la  conchoide-,  remarquez,  Messieurs,  que 
de  la  droite  il  ne  fit  pas  meme  mention!  Ce  memoire  est  probable- 
ment  tire  de  le9on8  que  Roberval  fit  au  College  de  France.  Un  des 
plus  interessants  chapitres  de  TArithm^tique  universelle  a  non 
seulement  un  sujet,  mais  aussi  une  origine  analogue:  car  on  sait  que 
cet  ouvrage  est  tire  des  le9on8  que  Newton  tint  pendant  les  ann^es 
1673 — 1683:  toutefois  le  niveau  de  ces  lefons  est  bien  plus  haut  que 
celui  du  memoire  de  Roberval-,  en  eßet  l'auteur  des  Principia  y 
montre  qu'il  sait  trouver  l'equation  et  determiner  la  nature  de  toute 
section  plane  d!xm  cöne  du  second  ordre. 

A  peu  pr^s  dans  la  meme  epoque,  de  la  Hire  parcourait  une  route 
analogue  ä  celle  suivie  par  Roberval,  dans  un  opuscule  auquel,  si  je  ne 
me  .trompe,  les  historiens  ne  pret^rent  pas  enoore  assez  d'attention; 
c'est  l'opuBCule  traitant  Les  lieux  geometriques  (1679),  qui  fait  suite 
aux  celfebres  Nouveaux  ^l^ments  des  sections  coniques**),  et  oü 
est  proposee  pour  la  g^ometrie  analytique  une  nomenclature  originale 
qui  rappelle  ceUe  bien  connue  que  Desargues  imagina  pour  la  geome- 
trie  de  position.  Ajoutons  que  de  la  Hire  comme  ses  contemporains, 
ne  consid^rait  pas  tous  les  deux  axes  coordonn^es,  mais  seulement  celui 
des  abscisses,  l'origine  et  la  direction  des  ordonn^es:  c'est  une  habi- 
tude  digne  d'^tre  remarqu^e,  car  eile  prouve  que  pour  Descartes  et  pour 
ses  successeurs  les  deux  coordonnees  d'un  point  etaient  deux  grandeurs 
d'especes  differentes.***) 


•)  Mäm.  de  FAcademie  (Paris)  T.  VI,  p.  177—198. 

**)  Voyez  aussi  les  Remarques  sur  la  construction  des  lieux  g(^o- 
m<§trique8  et  des  äquations  (M^m.  de  TAcad.  des  Sciences,  Annäe  MDCCX, 
p.  7-46). 

***)  La  n^cessit^  d'etre  bref  ne  m'a  pas  permis  de  parier  dans  une  communi- 
cation  au  Congres  d'un  ouvrage,  publik  en  1687  par  Ozanam,  dont  le  plan  est 
semblable  ä  celui  de  la  Hire.  II  se  compose  en  eifet  de  trois  parties  qui  por- 
tent  les  titres  suivants:  Traitt^  des  ligncs  du  premier  genre  expliqu^es 
par  une  m^thode  nouvelle   et  facile.    Traiiä  de  la  construction  des 
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La  renommee^  qti'iui  sort  injuste  nia  anx  recherches  de  geometrie 
analytique  de  la  Hire,  fut  g^n^reusement  accord^e  au  Trait^  analyti- 
que  des  sections  coniques  du  marquis  de  rHopital*),  livre  beau 
et  bon,  qui  exer9a  Tinfluence  la  plus  saine  en  France  et  ä  T^tranger, 
et  que  meme  aujourd^hui  on  lit  avec  plaisir.**) 

Quoique  dans  ce  traite  les  Conventions  relatives  aux  signes  des 
coordonnees  n'atteignent  pas  toute  la  pr^cision  desirable,  toutefois  les 
valeurs  negatives  des  coordonnees  sont  admises  et  interpretees;  et  quoi- 
que Taxe  des  coordonnees  ne  soit  pas  encore  introduit  des  le  debut,  il 
fait  son  apparition  dans  plusieurs  occasions.  Je  veux  ajouter  que,  pour  le 
marquis  de  THopital,  tout  aussi  bien  que  pour  de  la  Hire,  la  th^orie  des 
lieux  geometriques  n'est  pas  le  but  supreme  de  la  geometrie  analytique; 
au  contraire  eile  est  plutot  une  preparation  ä  la  resolution  des  problemes 
determin^s  ä  Taide  d'intersection  des  lignes;  qu'on  me  permette  de  re- 
marquer,  que,  suivant  mes  idees,  aujourd'hui  on  a  tort  de  nögliger 
completement  dans  Tenseignement  ce  cöte  si  important,  th^oriquement 
et  pratiquement,  de  la  doctrine  des  courbes. 

VI. 

Parmi  les  differentes  routes  que  peuvent  suivre  les  culteurs  d'une 
theorie,  aucune,  suivant  mon  sentiment,  n'est  pr^förable  ä  celle  qui  porte 
ä  des  verites  nouvelles  par  des  applications  vari^es  de  cette  theorie;  un 
soutien  puissant  ä  cette  opinion  nous  est  donne  par  TEnumeratio 
linearum  tertii  ordinis.***)   En  eflFet  dans  cet  ouvrage  Newton  se  pro- 


äquations  pour  la  Solution  des  problemes  d^termin^s.  Traite  des 
lieux  geometriques,  expliqu^  par  une  m^thode  courte  et  facile.  La  I 
semble  une  traduction  des  Coniques  d^Apollonius  dans  le  langage  cart^sien.  Dans 
la  II  Ozanam  prouve  qu^il  connait  la  forme  de  la  parabole  solide  x^^^a^y  (voyez 
les  figures  37  et  88),  tandis  que  celle  de  la  cissoYde  (voyez  fig.  85)  lui  ätait  connue 
imparfaitement.  Dans  la  III  il  räduit  les  äquations  des  lieux  du  1'  et  du  2^  ordre 
ä  des  formes  simples,  ä  Taide  des  chapgements  de  variables  (transformations  de 
coordonnees);  c^est  la  plus  importante  des  trois. 

*)  Cet  ouvrage,  qui  etait  fini  en  1704,  ne  fut  publik  qu'en  1707,  apr^s  la 
mort  de  Tauteur. 

**)  On  peut  ajouter  que  tandis  que  de  la  Hire  designe  toiyours  l'origine  des 
coordonnees  par  la  lettre  0,  de  l'Höpital  pref^  la  lettre  A]  la  meme  chose 
firent  P.  Rabuel  dans  son  Commentaire,  M.  G.  Agnesi  dans  ses  Istitu- 
zioni  analitiche  (Milan  1748),  Waring  dans  ses  Miscellanea  analytica 
(Cantabrigiae  1762),  Prony  (Journal  de  FEc.  pol.  T.  I,  1794),  Paoli  dans  ses  ex- 
cellents  Elementi  di  algebra  (Piae  1794),  Livet  (Joum.  de  TEc.  pol.,  XTTI.  cab. 
1806)  etc. 

•^  Quoique  publie  seulement  1704,  cet  ouvrage  semble  remonter  k  Tannee  1676. 
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postt  la  Classification  des  courbes  planes  du  3*  ordre;  mais,  comme  il  ap- 
pliqua  ä  ce  bat  la  transformation  des  coordonnees,  reduisant  les  equations 
de  toutes  les  cubiques  planes  ä  cinq  formes  canoniques  et  en  deduisant 
lexistence  d*un  ^gal  nombre  de  courbes,  d'oü  toutes  les  auti*es  peuvent  se 
tirer  per  umbras,  11  est  evident  que  le  changement  des  axes  coordonnees 
atteint  dans  les  mains  du  celebre  mathematicien  anglais  le  degre  de 
procede  d'investigation  geom^trique.  Cela  serait  sans  doute  süffisant  ä 
prouver  l'eminente  signification  de  TEnumeratio  dans  Thistoire  de  la 
theorie  qui  nous  oceupe:  mais  cette  importance  s'accroit  par  tout  ce 
que  firent  des  geomfetres  tels  que  Nicole  et  Clairaut*)  pour  etablir  la 
verite  des  nombreux  tbeoremes  enonces  par  Newton:  la  methode  de 
demonstration  dont  ils  se  servirent  est  probablement  la  m§me  que 
celui-ci  employa  comme  methode  de  decouverte;  eile  est  si  naturelle, 
si  fine  et  si  puissante  qu'on  doit  la  considerer  comme  exposante  d'une 
science  dejä  müre. 

L'influence  bienfaisante  de  Newton  se  retrouve  dans  les  ouvrages 
de  Mac-Laurin,  dans  les  rechercbes  par  lesquelles  Tabbe  Bragelogne 
ß'efforfa  de  classer  toutes  les  courbes  du  4*  ordre**)  et  mieux  encore 
dans  un  livre  bien  connu  de  Gua  de  Malves***)  qui,  quoique  ayant  un 
but  en  apparence  pol^mique,  a  donne  des  resultats  que  la  science  a 
conserves  dans  ses  fastes:  tel  est  la  methode  indiquce  pour  rechercher 
la  nature  des  points  ä  Tinfiini  d'une  courbe  quelconque  et  qui  remplit 
une  deplorable  lacune  dans  la  geometrie  de  ce  temps.  Un  perfectionne- 
ment  plus  modeste,  mais  qui  toutefois  ne  m^rite  pas  d'etre  oublie,  est 
Touvrage  d'un  professeur  de  l'universite  de  Pise,  le  P.   Caraccioli,  qui 


n  a  ^tf^  comment^  —  sous  la  direction  de  Newton  Ini-m^me  —  par  Stirling 
dans  le  livre  Lineae  tertii  ordinis  newtonianae  (Oxford  1717). 

*)  J.  Nicole,  Trait^  des  lignes  du  troisi^me  ordre  ou  des  courbes 
du  second  genre  (M^m.  de  FAcad.  des  sciences,  MDCCXXIX).  Clairaut,  Sur 
les  courbes  que  Ton  forme  en  coupant  une  surface  courbe  quelconque 
par  un  plan  donn^  de  position.    (Id.);  on  trouve  dans  cet  important  memoire 

r^quation  du  plan  sous  la  forme  — Kt^H —  =  ^  ö^l*  remarque  (que  d'ailleurs  l'au- 

teur  ayait  dejk  falte  dans  son  c^^bre  memoire  sur  les  courbes  gauches)  que  toute 
äquation  homogöne  en  x,  y,  z  repr^sente  un  cöne  dont  le  sommet  tombe  dans 
Torigine  des  coordonnees. 

**)  Examen  des  lignes  du  quatrieme  ordre  ou  courbes  du  troisieme 
genre.  Sur  les  lignes  du  quatrieme  ordre  (M^m.  de  TAcad^ie,  Paris 
MDCCXXX). 

^  üsage  de  Tanalyse  de  Descartes  pour  däcouvrir,  sans  le  secours 
du  calcul  diffärentiel,  les  propri^t^s  ou  affections  principales  des 
lignes  gäomätriques  de  tous  les  ordres  (Paris  1740).  Comp.  Sauerbeck, 
Abb.  zur  Gesch.  der  Math.,  XY.  Heft,  1902. 
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remarqua*)  la  possibiliie  de  deduire  d'une  courbe  plane  quelconque 
toute  une  classe  de  courbes^  par  la  yariation  des  constantes  (coefficients 
ou  exposantsj  qui  entrent  dans  son  ^quation  cartesienne  ou  polaire. 

VH 

L'apparition  d'Enler  sur  la  sc^ne  du  monde  d^termine  ponr  la 
geometrie  analytique,  comme  pour  presque  tontes  lee  branches  des 
mathematiques^  le  comiDencement  d'une  epoque  nouyelle;  le  t.  II  de 
rintroductio  in  analysin  infinitorum  (1748)  est  en  effet  un  trait^ 
de  geometrie  analytique  qui  ne  difffere  aprfes  tout  des  notres  que  pour 
ce  qu'on  n'y  trouve  pas  les  expressions  generales  de  distances,  angles, 
etc.;  ces  quantites  y  sont  determin^es  chaque  fois  qu41'  est  necessaire 
par  la  consideration  directe  de  la  figure.  Euler  paye  une  attention 
tout  ä  fait  speciale  aux  signes  et  ä  la  transformation  des  coordonnees; 
c'est  ä  lui  qu'  est  du  Temploi  constant  de  Taxe  des  ordonn^es  ä  c6t6 
de  celui  des  abscisses;  c'est  encore  lui  qui  etablit  le  premier  que  les 
deux  coordonnees  d'un  point  sont  des  grandeurs  absolument  de  la  meme 
nature;  c'est  lui  enfin  qui  repandit  partout  Tbabitude  d'employer  les 
coordonnees  polaires  tout  aussi  bien  que  les  coordonnees  cart^siennes. 
II  faut  encore  se  rappeler  que  Tlntroductio  contient  la  premi^e 
exposition  el^mentaire  de  la  geometrie  analytique  de  Tespace,  dont  les 
traveaux  de  Parent  et  de  Glairaut  faisaient  dejä  prevoir  le  grand  et  beau 
avenir. 

Dans  le  möme  teraps  qu*  Euler  ^crivait  cet  ouvrage  cäebre, 
Crabriel  Gramer  redigeait  son  Introduction  ä  Tanalyse  des  courbes 
planes  algebriques  (1750),  dont  la  ressemblance  avec  Tlntroductio 
est  surprenante,  mais  dont  le  plan,  etant  plus  restreint,  consentit  ä  Tau- 
teur  de  parvenir  ä  une  profondeur  plus  grande.  Pour  Gramer,  tout 
aussi  bien  que  pour  Euler,  le  but  de  la  geometrie  analytique  parait 
etre  d'etablir  les  ^quations  des  courbes  et  de  les  discuter;  pour  Gramer, 
encore  plus  que  pour  Euler,  le  moyen  le  plus  propre  pour  arriver  ä 
ce  but  est  foumi  par  la  transformation  des  coordonnees;  „l'analyse  des 
courbes"  (declare-t-ü  en  effet)  „consiste  en  partie  a  determiner  la  position 
des  axes,  de  teile  maniere  qu'il  en  resulte  pour  exprimer  une  courbe, 
Tequation  la  plus  simple  et  la  plus  convenable  au  but  qu*on  se  pro- 
pose".  Mais  chez  Gramer,  comme  chez  ses  pred^cesseurs,  on  cherche- 
rait  en  vain  des  formules  generales  pour  la  determination  des  gran- 


*)  De  lineis  curyis  ]iber  (Pisis  1740).  Comp.  G.  Loria,  Giambattista 
Caraccioli;  schizzo  biografico  (Boll.  di  bibliogr.  e  storia  delle  scienze  matem., 
T.  VI,  lyOS,  p.  33—38);  voyer  aoeei  mon  ouvrage  but  les  courbes  planes. 
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deurs  geometriques^  de  maniere  quW  dirait  qu'ä  tous  soit  restee 
cachee  la  possibilite  d'appliquer  les  coordonnäes  ä  Tetude 
deB  figures  de  la  g^ometrie  ^lementaire^  telles  que  angles^ 
distances,  triangles  etc.*) 

vni. 

Or  ce  bloc  de  questions  a  ete  courageusement  attache  et  compl^te- 
ment  ^puise  par  le  grand  geometre  auquel  Utalie  donna  la  naissance^ 
rAllemi^e  la  premi^re  haute  position  officielle  et  la  France  tons  les 
honneurs  auxquels  le  genie  a  droit:  il  va  sans  dire  que  je  parle  de 
Lagrange^  dont  le  fondamental  memoire ^  ayant  comme  titre  Solu- 
tions analytiques  de  quelques  probl^mes  sur  les  pyramides 
triangulaires**);  contient  des  formules  dWe  elegance  parfaite  et 
d'une  g^neralit^  sans  bomes.***)  C^est  vraiment  le  premier  travail 
ecrit  dans  Tesprit  de  la  g^ometrie  analytique  moderne;  sa  baute 
signification  n'echappa  pas  ä  son  auteur  qui  remarqua:  ^^nd^pendam- 
ment  de  Tutilit^  direete  que  ces  Solutions  peuvent  avoir  dans  plusieurs 
oecasions,  elles  serviront  a  montrer  avec  combien  de  facilite  et  de 
succes  la  m^thode  alg^rique  peut  etre  employee  dans  les  questions 
qui  paraissent  etre  les  plus  du  ressort  de  la  Geometrie  proprement 
dite,  et  les  moins  propres  ä  etre  trait^es  par  le  calcul." 

D^s  la  publicatJon  de  ce  memoire,  oü  sous  la  modestie  apparente 
du  th^me  se  cache  la  profondeur  des  idees^  la  geom^trie  analytique 
s'est  enlargie  par  Taggr^gation  de  figures^  dont  eile  ne  s'dtait  pas  oc- 
cup^  jusqu'alors.  Quoique  cette  augmentation  de  programme  suffirait 
pour  assurer  ä  Lagrange  une  place  tr^s  distingu^e  dans  lliistoire  de 
la  geometrie  analytique^  ce  n'est  pourtant  pas  la  seule  contribution 
qu'il  ait  donne  ä  la  science  qui  nous  occupe;  celle  dont  nous  avons 
parl^  est  direete,  mais  il  y  en  a  une  autre  de  nature  differeute 
qu'il  nous  reste  a  signaler.     On  sait  que  dans  sa  M^canique  ana- 


*)  Quoiqae  la  mSme  chose  puiBse  se  r^päter  par  rapport  au  Trait^  des 
courbes  alg^briques  publik  en  1756  sans  nom  d'auteur  par  Dionis  du 
S^jour  et  Goudin,  il  est  juste  d*y  remarquer  au  moins  la  dätermination  de 
Fangle  qu'  une  droite  quelconque  fozme  avec  Taxe  des  abscisses. 
**)  Nouveaux  m^moizes  de  TAcadämie  de  Berlin,  1778. 
***)  Lagrange  eut  Tinspiration  ä  ^cxire  ce  travail  pendant  qu'il  s'occupait  de 
sa  Nouyelle  Solution  du  probleme  du  mouyement  de  rotation  d'un 
Corps  de  figure  quelconque  qui  n'estanim^  par  aucune  force  ac- 
c^läratrice  (M^m.  de  Berlin,  1778).  Comme  suite  peut  fttre  consider^  le  memoire 
de  Binet,  Sur  un  Systeme  de  formules  analytiques  et  leurs  applica- 
tions  k  des  consid^rations  geom^triques  (Joum.  d^  r£c.  pol.,  ^VI. 
cah.  1813). 
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lytique  (1788)  ce  grand  g^om^tre  s'est  „propose  de  reduire  la  theorie 
de  cette  science,  et  Tart  de  resoudre  las  problemes  qui  s^y  rapportent, 
a  des  formules  generales  dont  le  simple  developpement  donne  toutes 
les  equations  necessaires  pour  la  Solution  de  chaque  problime";  les 
methodes  expos^es  ,^e  demandent  ni  constiiietions  ni  raisonnements 
geometriques  ou  mecaniqnes  mais  seulement  Operations  algebriques^  as- 
sujetties  ä  une  marche  reguliere  et  uniforme".  Dans  la  Mecanique 
analytique  se  trouve  reflöchi  Tesprit  algebrique  de  Tepoque;  eile  etait 
destinee  ä  ^tre  accueillie  avec  enthousiasme  par  les  analystes  et  (comme 
Tappetit  vient  en  mangeant)  ä  les  pousser  ä  augmenter  encore  Tempire 
de  Tanalyse  en  transformant  dans  une  de  ses  provinces  le  royaume  jus- 
qu*alors  ind^pendant  de  la  geomötrie,  comme  Lagrange  avait  operö  pour 
la  mecanique.  Et  en  efFet^  neuf  ans  apr^s  Tapparition  de  la  Mecani- 
que analytique,  Lacroix  dans  son  grand  Traite  de  calcul  diffe- 
rentiel  et  de  calcul  integral  (1797),  s'inspirant  aussi  aux  recherches 
d'analyse  appliquee  ä  la  göometrie  qui  rendirent  Monge  immortel,  se 
proposa  et  reussit  ä  etablir  la  proposition  ^noncee  par  lui  dans  ces 
termes:  „En  ecartant  soigneusement  toutes  les  constructions  geometri- 
ques j'ai  Youlu  faire  sentir  au  Lecteur  qu'il  existait  une  mani^re  d'en- 
visager  la  Geometrie,  qu'on  pourrait  appeler  Geometrie  analytique, 
et  qui  consisterait  ä  deduire  les  propriet^s  de  l'extention  du  plus  petit 
nombre  de  principes,  par  des  methodes  purement  analytiques,  comme 
Lagrange  fit  dans  sa  Mecanique  ä  Tegard  des  propri^tes  de  Tequilibre 
et  de  mouvement.''  Le  nom  de  geometrie  analytique,  que  Newton  avait 
employe  dans  ime  autre  signification*),  fait  ici  son  entröe  dans  les 
mathematiques  oü  il  etait  destine  ä  rester  toujours;  et  Tacte  de  nais- 
sance  de  cette  brauche  de  la  geometrie,  que  nous  venons  de  rapporter, 
explique  la  raison  de  son  etonnante  ressemblance  avec  la  mecanique 
analytique-,  eile  en  est  la  fille,  et  eile  conserve  les  traits  et  Tallure  de 
sa  celebre  mere! 

ES. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  prouve,  sans  que  nous  insistions 
d'avantage,  le  role  extremement  important  joue  par  Lacroix  dans  la 
construction  de  notre  geometrie  algebrique.  Mais  on  doit  reconnaitre 
que  ce  n'est  ni  son  monumental  traite  de  calcul  infinitesimal,  ni  non  plus 
un  de  ses  modestes  ouvrages  didactiques**)  qui  reussirent  ä  determiner 

^  Yoyez  T^^crit  posthuine  Artis  analyticae  specimina  vel  GTeometria 
analytica  publik  par  Horseley  en  1779  dans  le  T.  1  de  sa  grande  Edition 
compl^te  des  oenvxes  de  Newton. 

•*)  Traite  elämentaire  de  trigonometrie  rectiligne  et  sph^rique  et 
d'application  de  Talgehre  k  la  geometrie  (Paris  1799). 
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Tadoption  generale  de  la  nouvelle  mani^re  de  conceyoir  Tapplication 
de  Talg^bre  ä  la  geometrie.  Si  je  ue  me  trompe,  ce  merite  rerient  ä 
TEssai  de  geometrie  analytique  de  J.  B.  Biot^  qui  depuis  1802 
jouit  en  France  et  ä  l'etranger  d'une  renommee  et  d*une  inflnence  tout 
ä  fait  exceptionnelles  et  d'ailleurs  bien  meritees;  c*est  le  premier  traite 
elementaire  qni  commence  par  Texposition  des  questions  relatives  aux 
points,  aux  droits  et  aux  plans  et  ou  les  lieux  geometriques  du  1®'  et 
du  2^  ordre  occupent^  comme  ils  meritent,  une  place  preponderante; 
c'est  enfin  le  premier  oü  la  g^om^trie  du  plan  soit  trait^e  conjointe- 
ment  avec  la  geometrie  de  Tespace. 

La  nouveUe  direction  donnee  ä  la  g^om^trie  analytique  par  les 
geometres  fran9ais  de  la  fin  du  XYIU.  Siecle  est  si  rationnelle  que 
tout  le  monde  Tadopta*)  et  eile  ne  sera  pas  abandonnee  de  sitot: 
par  rinfluence  avant  tout  des  Slhves  de  Monge  *^)^  ensuite  par  celle 
de  la  g^om^trie  projective  et  enfin  ä  cause  des  progr^s  accomplis  par 
Talgibre^  eile  a  obtenu  des  ameliorations  dans  les  details  et  des 
augmentations  considerables;  mais  son  programme  est  reste  tel  qu'il 
etait  il  y  a  un  siecle.  Les  demiers  trente  ans  du  XVIII.  Sifecle  ont 
donc  pour  la  geometrie  analytique  une  importance  comparable  ä  celle 
que  poss^de  Tepoque  de  Descartes  et  Fermat:  c'est  depuis  lors  que 
cette  science  ^a  cesse  d'etre  un  chapitre  d'introduction  ä  Tanalyse  in- 
finitesimale pour  devenir  une  brauche  des  math^matiques,  ayant  un  but 
et  des  m^thodes  particulieres. 

Ces  deux  p^riodes  —  savoir  celle  de  Descartes  et  Fermat  et  celle  de 
Li^ange,  Monge  et  Lacroix  —  meritent  donc  egalement  d'etre  etudi^es 
jusqu'au  fond.    C'etait  bien  mon  intention  de  le  faire.    Etant  convaineu 


*)  Voyez  A.  Burg,  Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie 
(Wien  1824),  le  seul  traite  allemand  de  geometrie  analytique  un  peu  ancien  que 
je  connais.  Suivant  M.  Tropfke  (Geschichte  der  Elementar-Mathematik, 
T.  II,  Leipzig  1903,  p.  421i)  c'est  Meier  Hirsch  (Sammlung  geom.  Aufgaben, 
n.  Bd.,  Berlin  1807)  qui  introduisit  dans  les  6coles  allemandes  les  concepts 
modernes  de  la  g<§omdtrie  analytique. 

**)  ün  trait  caract^ristique  curieux  des  recherches  de  g^om^trie  analytique 
accomplies  dans  Täcole  de  Monge  est  la  pr^f^rence  marquäe  pour  la  g^om^trie 
de  l'espace.  La  preuve  la  plus  ancienne  de  cela  se  trouye  dans  l'Application 
de  Tanalyse  ä  la  g^om^trie  de  Monge  lui-m^me.  D*autres  sont  foumies  par 
les  articlee  de  Live t  (Joum.  de  TEc.  pol.,  XIILcah.,  1806),  Fran9ais  (id.  XIX.  cah. 
1808)  et  Hachette  (Corresp.  sur  TEc.  pol.,  T.  11,  1809—1813)  sur  le  probl^me 
gändral  de  la  transformation  des  coordonn^es  et  par  les  Elements  de  geo- 
metrie d,  trois  dimensions  (Paris  1817)  de  ce  demier;  une  derni^re  (last  but 
not  least!)  pär  le  programme  d'un  cours  d'Application  d'alg^bre  ä  la 
geometrie,  publik  par  Monge  et  Hachette  en  1811  dans  TXI.  cahier  du 
Journal  de  l'Ec.  pol. 
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que  nous  sommes  maintenant  dans  T^poque  des  liistoires  des  theories 
sp^ciales^  je  m'^tais  propos^  d'ecrire  ime  liistoire  de  la  geom^trie 
analytique;  c'est  un  ouvrage,  dont  Tinteret  me  semble  evident,  et  pour 
lequel  j'ai  rassemble  un  nombre  assez  considerable  d'el^ments.  Toute- 
fois  mon  recnenil  präsente  aujourd'hui  des  lacnnes  qu^il  serait  indis- 
pensable de  remplir;  mais  cela  exigerait  des  sources  d'nne  abondance 
comparable  a  la  richesse  des  biblioth^nes  de  Paris^  de  Londres^  de 
Munich  ou  de  Rome.  Comme^  maUieureusement^  aucune  de  ces  biblio- 
th^ues  ne  se  trouve  ä  ma  disposition,  les  efforts,  que  depuis  quel- 
ques annees  j'ai  fait  dans  ce  but,  m'ont  coütes  une  grande  depense  de 
temps  et  de  forces^  sans  donner  les  r^sultats  que  j'en  attendais;  et  c'est 
avec  un  regret,  que  je  n'essayerai  pas  de  d^crire,  que  j'ai  du  renoncer 
a  les  continuer.  Dans  ces  conditions  j'ai  jug^  utile  de  r^sumer  en  peu 
de  mots  les  lignes  g^nerales  de  l'ouTrage  que  je  projetais^  en  exprimant  le 
Yoeu  que  quelqu'un,  s'inspirant  ä  l'exemple  de  M.  Braunmübl,  enricbisse 
rhistoire  des  mathematiques  d'un  nouveau  element  relatif  ä  la  g^o- 
metrie  analytique.  Je  ressemble  donc  a  la  mere  qui^  faute  de  lait, 
pour  assurer  la  vie  ä  ses  enfants^  doit  recourir  ä  un  aide  ^tranger.  A 
cet  aide  que  j'invoque,  je  promets  des  aujourd*hui  l'appui  le  plus  cor- 
dial  et  ma  reconnaissance  la  plus  vive;  et  le  monde  des  savants  ne 
manquera  pas  de  Tapplaudir  et  de  lui  decemer  les  lauriers  qu'il  r^serve 
aux  personnes  qui  ont  bien  merite  de  la  science. 


Intorno  al  significato  della  differenza  tra  gl'  aäsiomi  ed  i 
postulati  nella  geometria  greca. 

Von 
G.  Vailati  ans  Como. 


La  distinzione  tradizionale  tra  postulati  (altijfiata)  e  assiomi 
(äl^Libfiata  o  xoLval  swovaC)  e  concepita  ordinariamente  come  non 
avente  altra  ragione  di  essere  che  il  grado  minore  di  evidenza  dei 
postulati  di  fronte  agli  assiomi;  essa  e  riguardata,  cioe,  come  una  con- 
seguenza  del  semplice  fatto  che  le  proposizioni  che  stanno  a  base  della 
geometria  non  presentano  tutte  allo  stesso  grado  le  qualita  che  ci  in- 
ducono  ad  ammetterle  senza  dimostrazione. 

Dato  questo  modo  d'  interpretare  la  suddetta  distinzione^  h  natu- 
rale che  le  recenti  ricerche  sui  principi  della  geometria,  in  quanto 
appunto  tendono  ad  attribuire  sempre  minor  parte  all'  „intuizione^^ 
ed  al  criterio  dell'  ^^evidenza'^  nella  scelta  delle  proposizioni  fondamen- 
tali,  sembrino  favorire  T  opinione  che  la  differenza  suddetta  sia  da  ri- 
guardare  come  trascurabile,  anzi  come  affatto  estranea  al  campo  cui 
deve  rivolgersi  T  attenzione  del  geometra. 

Diventa  quindi  tanto  piü  interessante  ricercare  se  il  diverso  grado 
di  evidenza  costituisca  effettivamente  il  solo  criterio  in  base  al  quäle 
la  distinzione  tra  assiomi  e  postulati  pu5  essere  giustificata,  e  se  i  geo- 
metri  greci  che  T  introdussero  non  fossero  guidati  ad  essa  anche  da 
qualche  altro  ordine  di  considerazioni  di  diverso  carattere  e  di  piü  fon- 
damentale  importanza. 

Un  interessante  documento  in  proposito  ci  e  stato  fortunatamente 
consenrato  in  un  passo  di  Proclo  (Commentarii  in  primum  Eu- 
clidis  elementorum  librum)*)  la  cui  portata  mi  propongo  qui  di 
far  rilevare. 


*)  Neils  citazioni  che  avrb  da  fare  di  quest*  opera  mi  riferisco  all'  edizione 
curata  da  G.  Friedlein  (Leipzig,  Tenbner  1878). 
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Proclo  accenna  in  esso  a  tre  diversi  significati  attribuiti  aUa  sud- 
detta  distinzione  da  geometri  o  filosofi  delle  varie  scuole. 

II  primo  di  questi  significati  e  quello  che  Proclo  riporta  eßsere 
stato  adofctato  da  Gemino  e  che  consiste  nel  dire  che  la  differenza  tra 
assiomi  e  postulati  e  analoga  a  quella  tra  teoremi  e  problemi. 
Allo  stesso  modo^  cioe^  come  i  problemi  si  riferiscono  alla  costruzlone 
di  figure  che  soddisfino  a  date  condizioni^  mentre  i  teoremi  enunciano 
delle  proprieta  (6vii7tr(D(iaTa)  di  figure  date,  o  supposte  costmibili,  cosi 
i  postulati  affermano  la  possibilita  di  qualche  costruzione  (non  ridu- 
cibile  ad  altre  giä  ammesse  come  eseguibili)^  mentre  gli  assiomi  enun- 
ciano qualche  proprieta  che  si  attribuisce  (senza  dimostrazione)  a  qualche 
figura  di  cui  si  sia  giä  postulata,  o  dimostrata^  la  costruibilita. 

E  per  tele  ragione  che,  nel  testo  di  Euclide,  1'  enumerazione  dei 
postulati  precede  quella  degli  assiomi. 

La  differenza  tra  problemi  e  teoremi  e  suche  caratterizzata  da 
Proclo,  in  un  altro  passo  della  stessa  opera  (pg.  79),  col  dire  che,  nel 
caso  dei  problemi,  si  tratta  di  costruire  una  data  figura  in  modo  che 
essa  soddisfi  a  delle  condizioni  alle  quali  essa  potrebbe  anche  non 
soddisfare,  mentre,  invece,  nel  caso  dei  teoremi  si  tratta  di  condizioni, 
o  di  proprieta  le  quali  la  figura  in  questione  non  puö  a  meno  che 
presentare,  in  aggiunta,  s'  intende,  a  quelle  che  essa  giä  possiede  per 
definizione.  Cosi,  aggiunge  Proclo,  chi  considerasse  come  un  problema  la 
proposizione  seguente:  ,y[nscrivere  un  angolo  retto  in  una  semicircon- 
ferenza^',  darebbe  prova  di  non  conoscere  la  geometria,  in  quanto  las- 
cerebbe  intendere  che  egii  crede  che  un  angolo  inscritto  in  una  semi- 
circonferenza  possa  anche  non  essere  retto. 

In  altre  parole,  un  teorema,  per  il  solo  fatto  di  affermare  che  se 
una  figura  soddisfa  a  un  gruppo  A  di  condizioni  soddisfa  anche  a  un 
altro  gruppo  B,  esclude  che  la  costruzione  d'  una  figura  che  soddisfi 
contemporaneamente  ai  due  gruppi  di  condizioni  A,  B,  costituisca  un 
problema  diverso  da  quello  che  consisterebbe  nel  costruire  una  figura 
Boddisfacente  alle  condizioni  dei  gruppo  A. 

L'  ufficio  dei  teoremi  consisterebbe  quindi  nel  ridurre  la  soluzione 
d'  un  problema  a  queUa  di  un  altro,  nel  diminuire  cioe  il  numero  dei 
problemi  che  occorre  saper  risolvere  o  supporre  risolubili.  I  postulati 
sarebbero  queUi,  tra  i  problemi,  che  da  nessun  teorema  sono  ridotti  ad 
altri  problemi  piü  semplici  o  elementari. 

Mentre  un  postulato  afierma  che  e  possibile  costruire  una  figura 
in  modo  che  essa  soddisfi,  o  non  soddisfi,  a  certe  condizioni  (per 
esempio  un  circolo  avente  dato  laggio  e  dato  centro),  un  assioma 
aiferma  che  e  impossibile  costruire    una  figura  che  soddisfi,   o   non 
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soddisfi  a  data  condizioni  (per  esempio  che  e  impossibile  costrnire 
due  triangoli  aventi  due  lati  e  V  angolo  compreso  riBpettivamente 
uguali^  senza  che  essi  abbiano  rispettivamente  uguali  anche  gli  altri 
due  angoli). 

Secondo  questa  interpretazione;  la  differenza  tra  assiomi  e  postu- 
lati  verrebbe  quindi  a  coincidere  con  quella  che  i  logici  riconoecono 
suBsistere  tra  le  proposizioni  generali  affenuative  e  le  proposizioni  par- 
ticolari  negative  (o  tra  le  proposizioni  generali  negative  come:  „Nes- 
sun  A  ^  un  B^^  e  le  proposizioni  particolari  affermative  come  ^^Qualche  A 
e  un  B'^  in  quanto  le  proposizioni  generali  appunto  negano,  mentre 
le  proposizioni  particolari  affermano,  T  esistenza  di  oggetti  apparie- 
nenti  contemporaneamente  a  due  o  piü  classi  (Leibniz). 

Occorre  tuttavia  notare  che  la  distinzione  tra  proposizioni  generali 
e  proposizioni  particolari  va  qui  intesa  in  un  senso  piü  fondamentale 
di  quello  che  ad  essa  si  attribuisce  dalla  logica  tradizionale.  Occorre 
cio^  che  si  considerino  come  proposizioni  ^^particolari''  non  solo  quelle 
il  cui  soggetto  si  presenta  preceduto  dalla  parola  „qualche''  (o  da 
altra  equivalente)  ma  in  generale  ogni  proposizione  che  contenga^  sotto 
qualsiasi  forma^  qualche  ^^affermazione  di  esistenza''. 

In  questo  senso^  per  esempio^  sono  da  qualificare  come  proposi- 
zioni „particolari"  anche  quelle  che,  pure  avendo  il  loro  soggetto  prece- 
duto dalle  parole  „ogni",  „tutti",  o  altre  equivalenti,  pure  contengono, 
sotto  la  forma  che  i  grammatici  chiamano  di  „complemento  indiretto", 
delle  preposizioni  reggenti  un  nome  preceduto  dalla  parola  „qualche" 
(o  altra  equivalente). 

Per  spiegarmi  con  un  esempio,  si  consideri  la  proposizione  desig- 
nata  ordinariamente  come  il  postulato  di  Archimede,  cioä: 

„Ogni  segmento,  moltiplicato  per  qualche  numero,  puö  superare 
qualunque  altro  segmento."*) 

Essa  ha  certamente  la  forma  di  una  proposizione  generale  in 
quanto  afferma  che  tutti  i  segmenti  godono  della  proprietä  che  essa 
enuncia.  Eppure,  cid  nonostante,  essa  e  una  proposizione  „particolare" 
nel  senso  sopra  indicato,  poich^  ciö  che  in  essa  propriamente  si 
afferma  e  che  „Dati  due  segmenti  qualunque",  esistono  sempre  dei 
numeri  tali  che,  moltiplicando  per  essi  uno  dei  segmenti  dati  si  ottenga 
un  segmento  piü  grande  dell'  altro  segmento  dato. 

Un  altro  punto  nel  quäle  le  distinzioni  della  logica  scolastica 
tradizionale  si  manifestano  non   sufficientemente  precise  in  rapporto  al 


*)  %  come  h  noto,  la  stessa  proposizione  che  figura  in  Enclide  tra  le  defi* 
nizioni  premesse  al  Libro  V. 

Yerh.  d.  IIL  Internat  Mafchem.-Kougr.   Heidelberg  1904.  37 
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soggetto  di  coi  parliamo  e  quello  delle  proposizioni  cosidette  di  ^^deter- 
minazione'^  qaelle  cio^  nelle  quali  si  afferma  che  nna  data  figura  h 
determinata  in  modo  unico  da  qualche  condizione^  o  insieme  di  condi* 
zioni;  per  esempio  la  proposizione:  ^^per  due  piinti  passa  una  retta  e 
una  sola." 

Alla  domanda  se  le  proposizioni  di  questo  genere  siano  da  collo- 
care  tra  gli  assiomi  o  tra  i  postulati  occorre  rispondere  distinguendo 
le  due  specie  di  affermazioni  che  ognuna  di  tali  proposizioni, contiene. 
Esse  sono  dei  postulati  per  quella  parte  di  esse  che  afferma  V  esi- 
stenza  di  qualche  figura  soddisfacente  alla  condizione  considerata;  sono 
invece  degli  assiomi  par  quella  parte  in  cui  affermano  che  di  tali 
figure  non  ne  pu5  esistere  piü  di  una. 

Anche  qui  tuttavia  occorre  porre  in  guardia  contro  un  ulteriore 
equivoco  che  pu5  nascere  dal  fatto  che  non  tutte  le  proposizioni  di 
geometria  che  si  presentano  come  affermazioni  dell'unicitä  di  una 
figura  soddisfacente  a  date  condizioni^  sono  senz'  altro  da  riguardare  come 
non  contenenti  affermazioni  di  esistenza.  Ye  ne  sono  di  quelle  infatti 
nelle  quali  Y  affermazione  di  esistenza  ha  luogo  nonostante  che  essa 
non  si  riferisca  allo  stesso  oggetto  al  quäle  si  riferisce  V  affermazione 
deW  unicita. 

E  questo  il  caso,  per  esempio^  per  il  postulato  delle  parallele  in 
quanto  esso^  pure  equiyalendo  ad  affermare  che  per  un  punto  preso 
faori  di  ima  retta  non  si  puö  condurre  piü  di  una  parallela  ad  essa^ 
non  cessa  per  questo  di  equivalere  all'  asserzione  che^  date  in  un  piano 
tre  rette  di  cui  due  a,  b  siano  parallele  e  la  terza  c  tagli  una  di  esse, 
per  esempio  a^  esiste  un  punto  comune  alle  rette  c  e  b. 

Non  si  puö  quindi  dare  ragione  a  Proclo  quando  afferma  che  la 
suddetta  proposizione,  nel  caso  che  si  attribuisca,  aUa  distinzione  tra 
assiomi  e  postulati,  il  significato  di  cui  stiamo  parlando,  andrebbe 
classificata  tra  gli  assiomi,  o  tra  i  teoremi,  invece  che  tra  i  postulati.*) 

Un  avyertenza  di  genere  opposto  e  da  fare  in  riguardo  a  un  altra 
specie  di  proposizioni  le  quali,  mentre  presentano  Y  aspetto  di  propo- 
sizioni contenenti  affermazioni  di  esistenza,  pure  non  sono  postulati, 
nel  senso  sopradefinito,  ma  invece  delle  semplici  definizioni,  cio^ 
delle   proposizioni    aventi   solo   Y  ufficio   di  introdurre   qualche   nuova 


•)  Op.  cit.  pg.  183  e  pg.  191:  xoüto  xotl  navtsXAg  duxyQd(peiv  %^  xmv  al- 
tr\yLdx<ov.  Proclo  tuttavia  ritenendola  dimoBtrabile  la  yorrebbe  collocare  tra  i  teo- 
remi piuttosto  che  tra  gli  assiomi.  Contro  quelli  che  ritenevano  si  dovesse  accet- 
tare  come  „evidente**  egli  riporta  an  interessante  osservazione  di  Gemino  in  cui 
si  raccommanda  ai  geometri  di  non  fidarsi  troppo  delF  intuizione  (^^  ndw 
TtQoa^XSiv  tbv  vovv  taZg  ni^avatg  (pavtaaUcis). 
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locnzione  e  di  spiegare  il  significato  che  ad  essa  si  vuole   attribuire. 

Un  esempio  tipico  delle  propo8i2doni  di  questo  genere  ci  e  fomito 
dal  cosidetto  postulato  di  Dedekind.  Poich^  infatti  la  possibilitä  di 
dividere  Y  insieme  dei  numeri  razionali  in  dassi  che  soddisfino  alle  con- 
dizioni  da  esso  contemplate  non  dipende  affatte  dalla  sua  ammissione 
o  non  ammissione,  V  unico  ufficio  che  gli  pnö  essere  attribuito  e  quello 
di  introdurre  un'  opportuna  convenzione  per  designare  tali  clas^  e  per 
porre  in  rilievo  le  analogie  che  sussistono  tra  le  loro  proprieta  gene- 
rali e  quelle  di  cui  godono  le  classi  formate  dai  numeri  minori 
(o  maggiori)  di  un  dato  numero  razionale. 

La  stessa  osservazione  e  da  ripetere  anche  per  le  altre  proposi- 
zioni  che,  pur  presentandosi,  come  questa,  sotto  forma  di  affermazioni 
di  esistenza,  serrono  in  realta  solo  ad  estendere  e  generalizzare  il 
significato  di  qualche  locuzione,  rendendola  applicabile  a  un  campo  piü 
yasto  di  quello  al  quäle  prima  era  riservata.  Tali  sono,  ad  esempio 
le  proposizioni  nelle  quali,  mediante  il  concetto  di  ,,limite"  vien  preci- 
sato  il  significato  da  attribuire  alle  parole  „lunghezza"  „area^^  (definite 
prima  solo  pel  caso  dei  segmenti  rettilinei,  o  delle  superficie  piane 
poligonali)  nel  caso  di  altre  linee,  o  superficie. 

Passerö  ora  ad  esaminare  il  secondo  dei  tre  significati  che  Proclo 
riporta  essere  stati  assegnati  alla  distinzione  tra  assiomi  e  postulati. 

Esso  pu5  essere  caratterizzato  col  dire  che  sono  assiomi  tutte  le 
proposizioni  (non  dimostrate)  che,  pel  fatto  di  enunciare  proprieta  co- 
muni  a  ogni  specie  di  grandezze,  o  quantita,  hanno  validitä  e  portata 
anche  fuori  dal  campo  della  geometria.  Sono  inyece  postulati  quelle 
altre,  tra  le  proposizioni  non  dimostrate,  in  cui  si  considera  qualche 
fatto  puramente  geometrico,  o  qualche  proprieta  avente  significato  solo 
per  le  figure  o  gli  enti  contemplati  dalla  geometria. 

E  in  conformitä  a  questo  significato  che,  nel  testo  d'Euclide,  sono 
classificati  tra  gli  assiomi  gli  enunciati  che  si  riferiscono  alle  proprieta 
dell'  eguaglianza,  o  della  relazione  tra  „tutto"  e  „parti",  mentre  invece 
si  trova  collocata  tra  i  postulati  la  proposizione:  „Tutti  gli  angoli 
retti  sono  uguali^^  la  quäle  pure,  non  contenendo  alcuna  affermazione 
di  esistenza  o  di  costruibilitä,  doyrebbe,  nel  caso  che  si  seguisse  il 
criterio  di  cui  abbiamo  prima  parlato,  essere  classificata  tra  gli  assiomi, 
come  Proclo  stesso  osserva. 

Anche  questo  secondo  significato,  come  il  primo,  non  ha  bisogno 
che  di  essere  alquanto  precisato  e  chiarito  per  manifestarsi  come  con- 
nesso  a  un  importante  distinzione  aUa  quäle  tendono  a  dar  rilieyo  le 
recenti  ricerche  sui  principi  della  geometria.  E  noto,  infatti,  come 
queste  tendano  a  far  assumere  alle  parti  piü  astratte  della  matematica 
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sempre  piü  T  aspetto  di  una  serie  di  deduzioni  miranti  a  determinare 
quali  siano  le  proprietä  di  cui  godrebbe  un  dato  sistema  di  relazioni 
6  di  operazioui,  definite  soltanto  coli'  assegnar  loro  un  certo  numero  di 
proprietä  fondamentali.  I  risultati  cosi  ottenuti  restano  suscettibiK  di 
venir  applicati  a  qualunque  speciale  sistema  di  relazioni  e  operazioni 
purche  per  esso  si  verifichi  il  gruppo  di  proprietä  che  e  stato  assunto 
a  base  della  trattazione. 

Le  proposizioni^  ora,  nelle  quali  si  afferma  che  un  dato  speciale 
sistema  di  relazioni  ed  operazioni  soddisfa  effettivamente  alle  condizioni 
contemplate  dalla  teoria  generale,  e  ricliieste  per  le  applicabüita  di 
questa,  costituiscono  un  ulteriore  gruppo  di  premesse  che  devono  essere 
assunte  dalla  speciale  teoria  in  questione  e  che  sono  ben  da  distinguere 
da  quelle  che  stanno  a  base  della  teoria  generale. 

Indicando  queste  ultime  col  nome  di  assiomi^  e  riservando  il  nome 
di  „postulati^  alle  premesse  speciali  di  ogni  singola  teoria,  si  vorrebbe 
dunque  ad  attribuire  a  questi  due  termini  tecnici  un  senso  non  molto 
differente  da  quello  che  essi  assumerebbero  in  questa  seconda  delle  tre 
interpretazioni  di  Proclo. 

Ci  rimane  ora  a  considerare  la  terza  che  da  Proclo  e  appoggiata 
aU'  autoritä  di  Aristotele  e  secondo  la  quäle  sarebbero  assiomi  quelle 
tra  le  proposizioni  fondamentali  che  sono  yalide  ;;per  se  stesse^ 
(xa-ö"'  eavx£)y  cioe  in  virtü  del  significato  stesso  dei  termini  che  vi 
figurano,  mentre  sarebbero  invece  postulati  le  altre  che,  per  quanto 
evidenti,  irrecusabili^  pure  non  risultano  come  conseguenza  „necessaria'^ 
(f'l  avdyxrjg)  dalle  definizioni  adottate  per  i  termini  che  vi  figurano,  e 
potrebbero  quindi  essere  negate  da  alcuno  che  accetti  tale  definizioni, 
senza  che  egli  possa  essere  convinto  di  cadere  in  contraddizione. 

Contro  questo  terzo  modo  di  concepire  la  distinzione  tra  assiomi 
e  postulati  sarebbe  anzitutto  da  obbiettare  che,  poiche  per  esso  la 
ventä  degli  assiomi  e  una  conseguenza  del  significato  stesso  dei  ter- 
mini che  essi  contengono,  gli  assiomi  cesserebbero  dal  £ar  parte  deUe 
proposizioni  fondamentali  della  geometria,  e  discenderebbero  al  rango 
di  semplici  teoremi,  dimostrabili  col  sostituire,  in  essi^  ai  termini  che 
contengono,  le  loro  rispettive  definizioni. 

Se  tuttavia  esaminiamo  un  po'  piü  a  fondo  in  che  senso  si  possa 
asserire  che,  per  esempio,  V  assioma:  „Due  grandezze  eguali  a  una 
terza  sono  eguali  tra  loro^'  e  vero  per  definizione^  siamo  condotti 
a  concludere  che  V  unico  senso  possibile  e  questo:  che  la  proprietä 
della  relazione  di  uguaglianza,  enunciata  nella  suddetta  proposizione, 
appartiene  a  quelle  che  contribuiscono  a  costituire  il  nostro  concetto 
di  „uguaglianza",  che  cioe  una  tale  proprietä  e  da  noi  compresa  fra 


C.  Yorti^e  in  den  Sekiionssitzungen:  Yailati.  581 

quelle  che  esigiamo  siano  possedute  daUe  relazioni  che  distingaano 
dalle  altre  col  nome  di  eguaglianze. 

Veniamo  cosi  a  caratterizzare  gli  „assiomi^'  in  un  modo  poco 
diverso  dal  secondo  di  quelli  che  abbiamo  esaminati  sopra,  e  che  con- 
siste  nel  rigaardarli  appunto  come  propo^izioni  aventi  V  afficio  di 
contribuire  a  „definire"  un  sistema  di  relazioni  ed  operazioni^  niediante 
r  enuneiazione  di  determinate  proprieta  cui  esso  deya  soddisfare. 

Le  ^;definizioni''  insomma^  di  cui  qui  si  tratta  non  sono  altro  che 
quelle  che  si  designano  ordinariamente  col  nome  di  ^^definizioni  per 
mezzo  di  postulati^^  (o  meglio  „per  mezzo  di  assiomi"):  quelle, 
cioe,  che  si  effettuano,  non  col  dichiarare  che  il  siguificato  del  segno 
di  relazione,  o  di  operazione  che  si  vuol  definire  e  equivalente  a  quello 
espresso  di  un  gruppo  di  segni  di  significato  giä  noto,  ma,  invece, 
coU'  affermare  che  delle  espressioni  di  data  forma,  in  ciascuna  delle 
quali  figura  il  segno  della  relazione  o  della  operazione  da 
definire,  sono  deducibili  le  une  dalle  altre.  E  cid  che  arviene  per 
esempio  quando  si  definisce  V  uguaglianza  come  una  relazione  godente 
delle  due  note  proprieta  caratteristiche  (transitivita,  simmettria).*) 

£  alle  definizioni  di  questo  tipo  che  e  indispensabile  ricorrere 
ogni  qualvolta  si  tratta  di  determinare  il  significato  dei  segni  di  rela- 
zioni od  operazioni  che  si  assumono  come  „primitivi"  (cioe  non  ana- 
lizzabili  o  determinabili  con  una  definizione  propriamente  detta)  ed  ^ 
solo  riferendosi  ad  esse  che  si  pu5  asserire  con  ragione  che  le  tratta- 
zioni  di  pura  matematica,  in  quanto  mirano  a  SYÜuppare  deduttiva- 
mente  le  proprieta  d'  un  sistema  di  relazioni  e  di  operazioni  definite 
in  tal  modo,  non  hanno  bisogno  di  alcun  postulato,  o  ammissione, 
all'  infuori  dei  priucipi  generali  della  logica  che  stanno  a  base  di  quäl- 
siasi  forma  di  ragionamento  deduttivo. 

*)  Con  le  definizioni  di  questo  tipo  viene  indirettamente  a  essere  definito 
aDche  il  sifi^nificato  dei  nomi  di  classe  che  designano  gli  enti  tali  che  fra  essi 
si  possano  stabilire  relazioni  od  operazioni  godenti  delle  proprieta  considerate;  come 
quando  ad  esempio  si  definisce  il  nome  di  quantita  come  quello  di  una  classe 
di  enti  tali  che  fra  essi  si  possa  stabilire  una  relazione  godente  delle  note  pro- 
prieta dei  segni  >•  ed  <[,  cioe  transitiva  e  asimmetrica.  Si  hanno  cosl  delle  de- 
finizioni „implicite",  tra  le  quali  un  caso  particolare  importante  h  costituito  dalle 
cosl  dette  definizioni  „per  astrazione^^  (Feano),  quäle  ad  esempio  la  definizione 
di  „rapporto"  (loyos)  nel  libro  V  di  Euclide. 


YI.  Sektion. 


Teaching  of  mechanics  by  familiär  applications  on  a  large  scale. 

Von 
A.  G.  Greenhill  aus  London. 


Speaking  etymologically,  the  Paedi^ogic  Section  is  the  one  occupied 
with  the  Education  of  the  youthful  mind;  as  that  is  so^  I  haye  no 
right  to  be  here  to  address  you,  as  my  students  haye  been  military 
officers,  who  have  served  according  to  Regalations  in  professional  duty 
for  at  least  five  years. 

Notwithstanding  this  anomaly  of  age^  and  encouraged  by  the  words 
of  our  poet  Dryden  —  „Men  are  but  children  of  a  larger  growth**  — 
I  will  set  before  you  some  of  the  ideals  and  methods  we  pursue. 

I  have  circulated  in  the  room  some  specimen  exercises  not  going 
beyond  Rectilinear  Motion  in  Dynamics,  which  we  find  useful  to  focus 
the  attention;  and  you  will  notice  that  a  presentation  strictly  concreto 
is  adopted.  General  Theory  is  reserved  until  after  the  discussion  of 
actual  examples;  the  ideas  grow  in  the  natural  order  of  development, 
as  recommended  by  Professor  Perry. 

Perry  is  honoured  greatly  to  find  his  name  quoted  by  Dr.  Fricke 
as  a  pioneer  in  modern  instruction,  even  here  in  Germany;  and  I  am. 
proud  to  declare  myself  one  of  his  school. 

We  trust  to  resonance  with  the  interest  of  the  student;  if  he 
does  not  care  for  the  dynamics  of  a  railway  train,  he  may  be  attracted 
with  the  same  theory  in  an  automobile  car  or  a  bicycle. 

Although  my  students  have  been  engaged  in  an  active  Qutdoor 
practical  life,  I  find  it  is  not  easy  to  eradicate  the  idea  that  mathe- 
matics  is  anything  more  than  making  marks  on  a  sheet  of  paper. 

It  is  difficult  to  persuade  them  to  look  out  of  the  window,  either 
of  a  class  room  or  railway  carrii^e,  to  study  the  pageant  of  life  and 
its  dynamical  interest  unrolling  before  their  eyes. 
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To  give  an  instance.  I  was  delighted  to  Iure  the  members  of  a 
class  to  avow,  individually  and  collectively,  that  they  had  never  seen 
a  Hydraulic  Press.  But,  I  said,  you  have  followed  in  your  prescribed 
course  of  instruction  the  manufacturing  Operations  in  Woolwich  Arsenal 
the  forging  of  large  guns^  drawing  out  cartridge  cases,  making  wheels, 
lifting  Stores  by  a  crane  into  a  ship  at  the  wharf :  and  eyen  at  an 
hotel  you  have  been  elevated  in  a  lift. 

0  yes!  if  you  mean  that,  we  have  seen  it.  But  we  have  not 
come  to  the  Hydraulic  Press  yet,  es  the  lecturer  on  Mechanism  will 
not  hoist  his  diagram  of  it  tili  nezt  time. 

The  fault  of  this  aloof  attitude  of  mind  was  mainly  due  to  our 
own  former  arid,  unreal,  unpractical  presentation  of  Mechanics;  but 
now  we  are  working  hard  to  rectify  this,  as  we  see  from  the  Reports 
of  the  Paedagogic  Conference  in  Paris,  and  Professor  Kleines  various 
Addresses. 

An  indispensible  adjunct  of  the  class  room  is  a  mathematical 
Workshop,  in  which  the  student  can  confirm  the  laws  of  energy  and 
momentum  with  homely  experiments;  a  hammer  and  nail,  a  block  of 
wood,  thread  and  elastic  spheres  and  a  bouncing  ball,  a  large  wheel 
gyroscope  and  so  on. 

Historical  research  will  discover  that  Perry  had  a  predecessor  in 
Galileo,  Stevinus  and  Archimedes,  and  that  we  are  reverting  to  an 
earlier  procedure. 

Take  the  story  of  Galileo  and  the  swinging  lamp,  as  described 
in  the  German  student  song:  the  application  to  a  clock  was  an  after- 
thought  not  worked  out  in  his  lifetime,  let  Galileo  saw  at  once  the 
superiority  of  the  pendulum  over  the  clepsydra  water  clock  in  beating 
out  assigned  equal  intervals  of  time,  and  so  verifying  experimentally 
the  laws  of  motion  he  was  discovering. 

For  instance  a  little  ball  roUing  down  an  incline  and  describing 
a  certain  distance  from  rest  in  one  beat  of  a  pendulum,  will  describe 
four  times  the  distance  in  two  beats,  or  the  same  distance  in  one  beat 
ofa  pendulum  of  fourfold  length.  I  think  this  is  a  detail  requiring  ampli- 
fication  in  Mach's  stimulating  Historical  Lectures  on  Mechanics. 

We  find  two  bicycles  lashed  together  make  a  simple  four-^^heeled 
trnck  for  incline  experiments;  it  is  easy  to  chock  one  or  more  of  the 
wheels  to  investigate  the  effect  of  friction,  and  so  determine  the  slope 
on  which  a  carriage  or  train  can  be  kept  under  control.  In  this  Com- 
pany there  is  no  need  to  point  out  the  variety  obtainable  in  this 
ezperiment  from  position  of  C.  G.,  inflation  of  tire,  and  otber  conditions. 

But  I  venture  to  ask  why  the  pendulum  formula  for  the  time  of  a 
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beat  is  written  %y-  instead  of  1/ j ,   where  L  is  the  length  of  the 

pendulum  which  beats  a  second;  especially  as  it  is  L  whic  bis  measured 
experimentally,  and  not  g^  but  g  i%  derived  from  L  by  the  formula 
g  =  %^L. 

For  most  practical  work  we  can  take  L  =  1  meter;  tbus  the  pen- 
dulum which  beats  a  march  of  N  paces  a  minute  is  l  =  \-^-\  cm  long; 
and  1%  increase  in  N  requirö  27o  decrease  in  l. 

For  further  analogy  with  pendulum  oscillatory  motion^  we  look  out 
of  the  window  again  at  the  swaying  of  a  tree  or  telegraph  wire,  the 
tide  in  the  river,  and  when  it  is  dark  at  the  electric  lamps  now  fed 
with  an  oscillating  current. 

Then  to  examine  the  theory  more  closely,  hang  up  a  weight  by  a 
spring  balance;  I  find  an  oM-fashioned  six  inch  32  U  round  shot  will 
serve.  Then  in  the  electric  analogy,  the  weight  represents  the  self- 
induction,  the  spring  the  yaiying  Yoltage  due  to  capacity,  and  the 
friction  represents  ohms  of  resistance. 

We  notice  that  the  scale  is  graduated  uniformly;  if  this  is  correct, 
then  l  the  deflection  of  the  spring  is  the  equivalent  pendulum  length 
for  vertical  oscillation;  and  so  also  most  of  the  results  of  dynamical 
Problems  on  Vibration  are  stated  more  concisely  in  terms  of  a  length, 
the  length  of  the  equivalent  pendulum  which  synchronizes,  instead  of 
the  period  of  Vibration,  with  the  advantage  that  the  result  can  be 
checked  experimentally  by  a  plummet  at  the  end  of  a  thread. 

Many  other  dynamical  results  can  be  expressed  in  terms  of  a 
length: 

1.  The  velocity  of  long  tidal  waves  in  shallow  water  is  that  due 
to  falling  half  the  depth. 

2.  The  velocity  of  transversal  Vibration  of  a  stretched  rope  is  due 
to  falling  half  the  tension  length;  that  is  the  length  of  rope  hanging 
vertically  which  will  give  the  tension. 

3.  In  a  fly-wheel,  or  tire  of  a  motor  car,  the  bursting  velocity 
is  due  to  half  the  breaking  length. 

4.  The  relative  velocity  of  propagation  of  transversal  waves  in  a 
belt  or  chain  running  in  a  curve  or  circle  is  the  velocity  of  the 
chain;  and  this  combined  with  the  chain  velocity  gives  two  sets  of 
waves,  one  propagated  with  double  velocity  which  pass  unnoticed,  and 
the  other  set  with  zero  velocity,  and  so  stationary  and  visible,  as  in 
Eelvin^s  experiment. 

5.  The  velocity  of  propagation  of  longitudinal  Vibration  is  due 
to  half  the   elastic   length,    defined  in  Young's  Natural  Phüosophy 
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as  the  length  which  hanging  vertically  would  produce  unit  extension; 
bat  as  the  elastic  limit  would  then  haye  long  been  exceeded^  the 
Statement  was  improved  by  Maxwell  to  calling  the  elastic  length  —  n 
times  the  length  which  produces  extension  ,  smali  enough  to  be  well 
within  the  elastic  limit. 

I  wül  not  venture  to  go  further  into  detail  ^  but  content  myself 
with  reminding  you  that  the  Laws  of  Motion  were  not  firmly  esta- 
blished  except  by  Observation  of  the  Solar  System^  the  Dynamics 
on  the  greatest  scale  with  which  we  are  acquainted. 

In  an  appeal  to  Experiment  we  ought  to  select  the  steamship, 
railway  train^  and  traffic  on  the  road  as  the  largest  Ulustrations 
of  Dynamics  created  by  human  agency;  and  finally  in  the  class  room 
and  Workshop  we  can  show  the  application  on  a  small  scale  of  the 
same  principles. 

But  Experimental  Science  has  hitherto  been  abandoned  by  theMathe- 
matician  to  the  Professor  of  Physics  or  Engineering,  who  thus  takes 
Charge  of  the  large  buildings  and  apparatus  provided  now  regardless 
of  expense. 

I  think  the  Mathematical  Professor  loses  Stimulus  and  runs  a  danger, 
at  least  in  England,  of  being  reduced  to  the  rank  of  Demonstrator, 
in  Physics  or  Engineering,  if  he  ^holds  himself  aloof  and  will  not 
undertake  the  direction,  as  of  old,  of  the  Experimental  part  of  all 
exact  Mathematical  Science. 


über  die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Bestrebungen 
im   mathematischen  Unterricht   der  deutschen   Universitäten. 


Von 
A.  GuTZMER  aus  Jena. 


Auf  Wunsch  des  Herrn  EmfEihrenden  dieser  Sektion  habe  ich  es 
übernommen,  über  die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Bestrebungen 
im  mathematischen  Unterricht  der  deutschen  Uniyersitäten  zu  sprechen. 
Da  es  sich  um  innere  deutsche  Angelegenheiten  handelt,  die  nur  einem 
Teile  der  Mitglieder  dieser  internationalen  Versammlung  bekannt  sind, 
bitte  ich  behufs  besseren  Verständnisses  in  meiner  Darlegung  etwas 
weiter  ausholen  zu  dürfen.  — 

Während  der  letzten  Jahre  sind  Fragen  der  Organisation  und  Um- 
gestaltung des  höheren  Unterrichtswesens  in  Deutschland  Gegenstand 
vieler  und  eingehender  Erörterungen  gewesen,  die  auch  die  Mathematik 
in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen  haben,  wo  es  sich  u.  a.,  all- 
gemein  zu  reden,  um  die  volle  Geltendmachung  eines  mathematisch- 
naturwissenschafüichen  Unterrichtsideales  der  reaUstischen  Lehranstalten 
sowie  um  eine  stärkere  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  durch 
Anwendungen  auf  naturwissenschaftliche,  technische  oder  soziale  Fragen 
handelt. 

Diese  machtvolle  Bewegung,  die  zuweilen  nahezu  stürmisch  wurde, 
ist  an  unseren  Universitäten  nicht  spurtos  vorübei^egangen;  man  kann 
vielmehr  sagen,  daß  sie  zum  großen  Teile  ihren  Ausgang  von  den 
Universitäten  genommen  hat,  von  diesen  ausgelöst  worden  ist.  Denn 
die  neuen  Bestrebungen  sind  eng  verknüpft  mit  dem  Namen  von 
F.  Klein,  der  schon  vor  langen  Jahren  als  junger  Professor  und  später  > 

zu  wiederholten  Malen  seine  Stimme  erhoben  hat,   um  gegenüber  der 
abstrakten,  den  Anwendungen  abholden  reinen  Mathematik  auf  die  Not-  i 

wendigkeit  hinzuweisen,  die  Anwendungen  an  den  Universitäten  zu  be-  I 

rücksichtigen,  das  Raumanschauungsvermögen  der  Studierenden  zu  ent-  I 

wickeln,  die  Fähigkeit  der  mathematischen  Erfassung  und  Formulierung  | 

I 
I 
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der  Erscheinungen  und  Vorgänge  im  Leben^  in  der  Natur  und  in  der 
Technik  zu  wecken  und  zu  schärfen. 

Diese  Forderungen  entsprachen  einem  tiefen  Bedürfnis;  denn  bei 
vielen  Mathematikern  hatte  die  einseitige  formale  Ausbildung  eine  Art 
Yon  Stoff hunger  nach  konkreten  Problemen  und  Anwendungen  erzeugt. 
Auch  den  führenden  Mathematikern  der  vorangehenden  Periode  war 
von  dem  sich  anbahnenden  Wandel  eine  Ahnung  aufgegangen;  wenigstens 
haben  mir  sowohl  Weierstraß  als  auch  Eronecker  wiederholt  ihre 
Meinung  dahin  ausgesprochen^  daß  der  reichen  Entwicklung  der  ab- 
strakten Mathematik  eine  Periode  der  Anwendungen  folgen  werde; 
sicher  seien  nunmehr  viele  Probleme  der  theoretischen  Physik,  der 
Astronomie  und  der  Technik,  die  man  bisher  nicht  anzugreifen  wußte, 
für  eine  Lösung  reif. 

Ein  mächtiger  Anstoß  für  die  Beformbewegung  ging  namentlich 
auch  von  den  Ingenieurkreisen  aus.  Auf  die  einzelnen  Phasen  dieser 
Strömungen  näher  einzugehen,  die  jetzt  wesentlich  nur  noch  von 
historischem  Interesse  sind,  liegt  außerhalb  des  Rahmens  der  heutigen 
Erörterung.  Immerhin  verdient  die  Tatsache  betont  zu  werden,  daß 
es  zum  großen  Teile  grade  Mathematiker  der  strengen  und  abstrakten 
Richtung  sind,  die  einer  Berücksichtigung  der  Anwendungen  der  Ma- 
thematik das  Wort  geredet  oder  praktisch  die  Wege  geebnet  haben. 
Zur  Bekräftigung  dessen  seien  hier  nur  v.  Brill,  R.  Fricke,  Hauck, 
Klein,  Erazer,  Reye,  Stäckel,  H.Weber  genannt,  ohne  damit  die 
Liste  dieser  Namen  zu  erschöpfen.  Daß  grade  die  reinen  Mathematiker 
in  dieser  Sache  die  Führung  übernommen  haben,  ist  ein  Vorgang,  dem 
neuerdings  in  den  Vereinigten  Staaten  ein  paralleles  Vorgehen  an  die 
Seite  getreten  ist. 

Mit  weitem  Blick  ist  die  preußische  Regierung,  der  sich  die  mittel- 
deutschen Staaten  und  Elsaß-Lothringen  angeschlossen  haben,  dem  her- 
voi^etretenen  Bedürfiiis  in  der  Prüfungsordnung  vom  Jahre  1898  ent- 
gegengekommen; es  wurde  einerseits  die  Lehrbefähigung  ftir  angewandte 
Mathematik  neu  geschaffen,  andererseits  wurde  bestimmt,  daß  von  der 
an  Technischen  Hochschulen  zugebrachten  Studienzeit  bis  zu  drei 
Semester  angerechnet  werden  können. 

Infolge  dieser  neuen  Bestimmungen  haben  die  Universitäten  sich 
bemüht,  den  Studierenden  Gelegenheit  zur  Erwerbung  der  Eenntnisse 
und  Fertigkeiten  zu  bieten,  die  für  die  neue  Lehrbefähigung  gefordert 
werden.  Auf  diese  Dinge  braucht  hier  nicht  näher  eingegangen  zu 
werden,  da  außer  dem  Referat  und  Eorreferat  von  H,  Weber*)  und 


*)  Jahresbericht  8,  96—104. 
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G.Hauck*)  und  anderen  Aufsätzen  insbesondere  zwei  zusammenfassende 
Berichte  von  P.  Stäckel**)  über  den  ganzen  Komplex  dieser  Fragen  in 
trefflichster  Weise  unterrichten.  In  dem  letzten  dieser  beiden  Berichte 
hat  Stäckel  die  Ergebnisse  seiner  Betrachtungen  zu  einer  Reihe  von 
Thesen  zusammengefaßt  und  dadurch  die  ganze  Frage  einen  guten 
Schritt  weitergebracht.  Für  die  fernere  Diskussion  liegt  nun  eine  be- 
stimmte Grundlage  und  Ordnung  vor.  Ich  möchte  meine  eigenen  Dar- 
legungen den  Stäckelschen  Thesen  anpassen  und  meine  in  einigen 
Punkten  abweichende  Auffassung  bei  den  einzelnen  Thesen  zum  Aus- 
druck bringen. 

Der  ersten  These:  „Die  Trennung  der  mathematisch-physikalischen 
und  der  biologischen  Fächer  ist  seitens  der  Mathematiker  aufs  wärmste 
zu  unterstützen"  werden  wir  unbedingt  zustimmen,  sowohl  im  Interesse 
der  Vertiefung  der  mathematisch-physikalischen  Fachausbildung  als  auch 
im  Interesse  der  sehr  wünschenswerten  Hebung  des  biologischen  Unter- 
richts. Selbstverständlich  soU  es  dem  einzelnen  je  nach  Neigung  und 
Begabung  unbenommen  bleiben,  sich  die  Lehrbefähigung  in  Mathematik^ 
Physik  und  Biologie  zu  erwerben;  es  handelt  sich  hier  nur  um  das  all- 
gemeine Prinzip  der  Trennung  dieser  Fächer. 

Nicht  ganz  so  uneingeschränkt  vermag  ich  die  zweite  These  zu 
imterschreiben:  „Bei  den  Anforderungen  für  die  Lehrbefähigung  in  der 
reinen  Mathematik  ist  auf  eine  Entlastung  der  Kandidaten  Bedacht  zu 
nehmen,  jedoch  eine  vertiefte  Einsicht  in  die  Elemente  der  Mathematik 
zu  fordern."  Der  letzten  Forderung  einer  vertieften  Einsicht  in  die 
Elemente  stimme  ich  unbedingt  zu;  sie  entspricht  durchaus  dem  Stande 
der  heutigen  Wissenschaft,  die  ja  grade  durch  die  Forschungen  auf 
diesem  Gebiete  um  Ergebnisse  von  großer  Tiefe  und  Tragweite  be- 
reichert worden  ist,  und  sie  berücksichtigt  auch  die  wahren  Bedürfiiisse 
der  künftigen  Lehrer.  Was  die  Frage  der  Entlastung  der  Kandidaten 
betrifiPt,  so  scheint  mir,  daß  man  nicht  unter  die  keineswegs  hoch- 
gespannten Anforderungen  herabgehen  sollte,  die  in  der  Prüfungs- 
ordnung vorgesehen  sind.  Ich  glaube,  daß  dies  auch  Stäckels  Meinung 
ist,  imd  daß  er  nur  davor  warnen  will,  die  der  Natur  der  Sache  nach 
unbestimmt  gehaltenen  Angaben  der  Prüfungsordnung  zu  weit  nach  oben 
zu  interpretieren.  Eine  Verringerung  der  Anforderungen  bei  der  Ober- 
lehrerprüfung würde  meines  Erachtens  nicht  mehr  die  vertiefte  mathe- 
matische Ausbildung  gewährleisten,  die  der  akademisch  gebildete  Lehrer 
besitzen   muß.     Ich   möchte  hier  kurz  auf  die  beherzigenswerte  Dar- 

♦)  Jahreßbericht  8,  105—118. 
••)  Jahresbericht  11,  26—37;  13,  313—341. 
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leguug  über  die  in  München  1893  gepflogenen  Verhandlungen  über  die 
Frage  der  Prüfungsordnungen*)  verweißen. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  dritten  These.  Es  werden  darin 
die  Anforderungen  für  die  Lehrbefähigung  in  der  angewandten  Mathe- 
matik formuliert;  dieselben  sollen  umfassen:  a)  darstellende  Geometrie 
nebst  graphischer  Statik,  b)  niedere  Geodäsie  und  Elemente  der  höheren 
Geodäsie  nebst  Ausgleichungsrechnung  und  Beherrschung  der  nu- 
merischen Methoden  zur  Verwertung  von  Beobachtungen. 

Dieser  These  vermag  ich  mich  am  wenigsten  anzuschließen.  Ich 
halte  es  für  sehr  bedauerlich,  daß  die  darstellende  Geometrie  nicht  für 
alle  Mathematiker  obligatorisch  ist.  Soweit  ich  imterrichtet  bin,  ist 
dies  in  Süddeutschland  der  Fall,  und  das  ist  dort  den!  Unterricht  auf 
den  humanistischen  und  realistischen  Anstalten  sehr  zu  statten  ge- 
kommen. Freilich  tritt  durch  die  Hinzunahme  der  darstellenden  Geo- 
metrie eine  Mehrbelastung  der  einzelnen  Studierenden  ein,  aber  diese 
ist  sehr  gering  und  tiitt  ganz  in  den  Hintergrund  gegenüber  den  Vor- 
teilen, die  mit  dieser  Ausbildung  verbunden  sind.  Und  von  einer  Mehr- 
belastung wird  vollends  dann  gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  können, 
wenn  die  Fiktion  des  akademischen  Trienniums  zu  Fall  gebracht  wird. 
In  der  Tat  stimme  ich  durchaus  fttr  die  Verlängerung  der  Studienzeit 
auf  vier  Jahre,  so  wie  es  in  Süddeutschland  (Bayern)  schon  lange  der 
Fall  ist;  dies  würde  zugleich  dem  tatsächlichen  Zustande  in  Nord- 
deutschland Ausdruck  geben. 

Wird  aber  die  darstellende  Geometrie  für  alle  Mathematiker  obli- 
gatorisch gemacht,  so  wird  damit  vor  allem  die  mathematische  Aus- 
bildung der  Oberlehrer  in  Deutschland  nahezu  einheitlich,  sodaß  ein 
Austausch  namentlich  in  Zeiten  des  Mangels  bczw.  Überflusses  an 
Lehrkräften,  erleichtert  wird.  Hierzu  kommt  noch,  daß  die  zwangs- 
weise Einführung  der  darstellenden  Geometrie  die  leider  kaum  zu  vei^ 
meidende  Unterscheidung  in  Mathematiker  an  humanistischen  und  an 
realistischen  Anstalten,  die  Stäckel  in  seiner  vierten  These  fordert, 
erheblich  mildert.  Der  genannten  These  stimme  ich  auch  deswegen 
durchaus  zu,  weil  durch  sie  allein  die  Erwerbung  der  Lehrbefähigung 
in  angewandter  Mathematik  für  die  Anstellung  einen  Wert  erhält. 
Ohne  Zweifel  wäre  es  am  besten,  die  Kenntnis  der  angewandten 
Mathematik  von  allen  Kandidaten  zu  verlangen,  die  auf  der  Oberstufe 
mathematischen  Unterricht  erteilen  wollen;  indessen  sind  starke  Gründe 
vorhanden,  die  dagegen  sprechen  imd  den  durch  die  Stäckelsche  vierte 
These  gewiesenen  Weg  als  den  gangbarsten  erscheinen  lassen. 


*)  Jahresbericht  8,  6—6. 
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Für  die  allgemeine  Einführung  der  darstellenden  Geometrie  in  die 
mathematische  Ausbildung  der  künftigen  Oberlehrer  spricht  aber  noch 
ein  weiterer  Gesichtspunkt,  der  nicht  außer  Acht  gelassen  werden  darf. 
Nach  allen  meinen  Beobachtungen  und  Erfahrungen ,  und  ich  denke 
damit  keinem  Widerspruche  zu  begegnen,  liegt  kaum  irgend  ein  Gebiet 
so  darnieder  wie  die  Stereometrie.  Hier  muß  Wandel  geschaffen 
werden,  und  hierauf  bezieht  sich  ja  zum  Teil  die  viel  und  laut  erhobene 
Forderung  der  besseren  Ausbildung  der  Eaumanschauung.  Damit  muß 
natürlich  vor  allem  bei  den  Lehramtskandidaten  begonnen  werden; 
sie  müssen  mit  der  Fähigkeit  ausgerüstet  werden,  räumliche  Gebilde 
zeichnerisch  darzustellen,  d.  h.  die  künftigen  Lehrer  der  Mathematik 
müssen  sich  die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie  aneignen.  Das 
gilt  auch  grade  von  den  Mathematikern,  die  an  humanistischen  Lehr- 
anstalten wirken;  yerlangen  doch  die  Lehrpläne  auch  auf  den  Gymna- 
sien eine  „Anleitung  zu  perspektivischer  Zeichnung^',  die  natürlich  nur 
auf  Grund  der  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  gegeben  werden 
kann.  Ich  trete  also  aus  den  dargelegten  Gründen  und  zugleich  im 
Sinne  der  zweiten  These  Stäckels  ein  für  eine  Abzweigung  der 
darstellenden  Geometrie   von   der   angewandten  Mathematik. 

Was  soll  mm  also  die  angewandte  Mathematik  umfassen? 

Mit  Stäckel  rechne  ich  dazu  die  in  der  vierten  These  unter  b) 
genannten  Gebiete:  niedere  Geodäsie,  Elemente  der  höheren  Geodäsie, 
Ausgleichungsrechnung,  Beherrschung  der  numerischen  Methoden  zur 
Verwertung  von  Beobachtungen,  und  femer  natürlich  graphische  Statik. 
Aber  während  ich  vor  einer  Übertreibung  der  Ansprüche  in  Geodäsie  usw. 
warnen  möchte,  erscheint  mir  die  graphische  Statik  doch  etwas  zu 
mager  gegenüber  dem  in  der  geltenden  Prüfungsordnung  vorgeschriebenen 
Umfang,  wo  doch  wenigstens  das  Wort  „technische  Mechanik"  erwähnt 
wird.  Ohne  Berücksichtigung  der  Festigkeitslehre  hat  die  graphische 
Statik  nicht  den  vollen  Nutzen,  man  bleibt  sonst  in  den  Elementen 
der  technischen  Mechanik  stecken,  während  die  dynamischen  Probleme 
im  Vordergründe  des  heutigen  Interesses  stehen.  Auch  sollte  man 
überhaupt  sich  davor  hüten,  in  eine  Überschätzung  des  Graphischen  zu 
verfallen,  denn  nicht  selten  wird  die  analytische  Behandlung  einer  Auf- 
gabe einfacher  als  die  graphische.  Grade  in  der  Durchdringung  ver- 
schiedener Methoden  und  in  der  Erkenntnis  ihrer  besonderen  Vorzüge 
und  ihrer  Leistungsfähigkeit  liegt  ein  eigenartiger  Reiz  und  eine  große 
erzieherische  Bedeutung. 

Bei  der  Beschränkung  auf  die  Stäckelschen  Anforderungen,  die 
in  geschickter  Weise  das  sogenannte  „G au ß sehe  Programm"  zur 
Geltung  zu  bringen  suchen,  ist  meines  Erachtens  die  Gefahr  nicht  ver- 
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mieden^  daß  einerseits  in  mehr  oder  weniger  naher  Zukunft  von  neuem 
eine  Entfremdung  zwischen  den  Mathematikern  und  Ingenieuren  ein- 
tritt ^  und  daß  andererseits  infolgedessen  die  so  Torgebildeten  Lehrer 
mit  der  Befähigung  in  reiner  und  angewandter  Mathematik  nicht  ein- 
mal den  Ansprüchen  und  Bedürfnissen  der  technischen  Mittelschulen 
zu  genügen  fähig  sein  werden.  Ein  Abströmen  unseres  Überflusses 
von  Kandidaten  in  diesen  Kanal  ist  dann  ausgeschlossen;  der  Mathe- 
matiker wird  die  Sprache  des  Technikers  nicht  yerstehen^  und  damit 
ist  der  G^ensatz  und  die  gegenseitige  Öeringschatzung  mit  ihren  un- 
erfreulichen Folgen  geschafifen. 

Ich  meine  also,  es  sollten  Festigkeitslehre,  Elastizitätstheorie, 
Thermodynamik,  Elektrotechnik  usw.  an  den  Universitäten  gepflegt 
werden,  und  das  kann  vielfach  mit  verhältnismäßig  g6riI:^;en  Mitteln 
geschehen,  wenn  die  Physiker  der  technischen  Physik  angemessene 
Beachtung  schenken,  wie  es  auch  Stäckel  in  einer  späteren  These 
verlangt.  Geschieht  dies,  so  läßt  sich  in  der  angewandten  Mathematik 
und  Physik  ein  erfreuliches  Ergebnis  auch  an  den  Universitäten  er- 
zielen, die  nicht  so  günstig  gestellt  sind,  besondere  Institute  dafür 
zu  besitzen  wie  Jena  dank  der  Carl  Zeißstiftung  oder  gar  wie  Göttingen, 
das  in  Bezug  auf  Institutseinrichtung  und  Zahl  der  Dozenten  eine 
geradezu  inkommensurable  Präponderanz  besitzt. 

Auf  die  übrigen  Thesen  Stäckels  einzugehen,  liegt  fSr  mich  um 
so  weniger  Anlaß  vor,  als  ich  ihnen  durchaus  zustimme.  Nur  bliebe 
bei  der  sechsten  These  zu  wünschen,  daß  die  Promotionsbedingungen 
in  betreff  der  angewandten  Mathematik  und  der  technischen  Physik 
einheitlich  formuliert  würden,  und  zwar  bis  auf  weiteres  in  Überein- 
stimmung  mit   den   in  Göttingen  und  Jena  geltenden  Bestimmungen. 


Zum  Schluß  gestatte  ich  mir  noch  einen  anderen  Punkt  zu  be- 
rühren, der  sich  auch  auf  eine  „Anwendung^'  bezieht,  nämlich  auf 
eine  Anwendung  der  Pädagogik  im  mathematischen  Universitätsunter- 
richt. Auch  A.  Pringsheim  hat  in  seiner  Rede  über  den  Wert  und 
angeblichen  Unwert  der  Mathematik^)  diese  Frage  gestreift.  Auf  den 
ersten  Blick  liegt  ja  etwas  Verführerisches  in  der  Forderung,  daß  an 
den  Universitäten  für  eine  mathematische  Pädagogik  Sorge  getragen 
werden  sollte.  Dennoch  möchte  ich  mich  dagegen  aussprechen,  und 
zwar  nicht  so  sehr  wegen  der  etwaigen  finanziellen  Schwierigkeiten 
als  vielmehr  aus  inneren  Gründen. 

*)  Jahresbericht  18,  367—882. 
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Die  Universitäten  sind  in  erster  Linie  wissenschaftliche  Bildungs- 
anstalten oder  sollten  es  doch  sein^  und  ihre  Aufgabe  besteht ,  soweit 
die  künftigen  Lehrer  in  Frage  kommen^  in  der  wissenschafÜiclien  Aus- 
bildung der  letzteren^  wozu  auch  selbstverständlich  die  wissenschaftliche 
Pädagogik  gehört.  Sofern  die  Vorlesungen  über  das  letztere  Gebiet 
nicht  etwa  schon  die  mathematischen  Unterrichtsmethoden  in  den  Kreis 
ihrer  Erörterung  ziehen,  werden  uatürlich  auch  besondere,  von  Mathe- 
matikern dargebotene  Vorträge  über  Methoden  und  Geschichte  der 
Elementarmathematik  den  Studierenden  für  ihren  künftigen  Beruf 
äußerst  nützlich  sein;  man  wird  sogar  aufs  lebhafteste  wünschen  und 
fordern  müssen,  daß  Vorlesungen  dieser  Art  an  den  Universitäten  in 
regelmäßiger  Wiederkehr  gehalten  werden.  Aber  die  eigentliche  prak- 
tische Pädagogik  muß,  wie  überhaupt  so  auch  in  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  nach  meinem  Dafürhalten  nicht  Aufgabe  der  Universität, 
sondern  des  Seminar-  und  Probejahres  sein.  Ich  halte  diese  Einrichtung 
des  Seminar-  und  Probejahres  für  eine  sehr  glückliche  Schöpfung  der 
Unterrichtsverwaltung  und  bin  überzeugt,  daß  sie  bei  weiterer  aufmerk- 
samer und  liebevoller  Pflege  und  verständnisvollem  Ausbau  die  segens- 
reichste Wirkung  haben  wird.  Denn  hier  lernen  die  Schulamtskaudidaten 
einen  wirklichen  Schulbetrieb  kennen,  hier  haben  sie  Lehrmeister,  die 
über  eine  ausgedehnte  Erfahrung  und  Übung  verfügen;  kein  Hochschul- 
pädagoge kann  ihnen  auf  die  Dauer  dasselbe  bieten.  Pädagogische  An- 
leitungen haben  für  das  jugendliche  Gemüt  leicht  den  fatalen  Bei- 
geschmack des  Pedantischen;  es  gehört  eine  gewisse  Reife  dazu,  die 
tiefere  methodische  oder  ethische  Bedeutung  pädagogischer  Maßnahmen 
und  Unterrichtsverfahren  voll  zu  erkennen  und  sich  zu  eigen  zu  machen. 
Deswegen  sollte  man  die  Einführung  in  die  pädagogische  Praxis  nicht 
schon  in  die  Zeit  der  wissenschaftlichen  Universitätsstudien  verlegen. 
Und  wie  wundervoll  ist  überdies  der  Gedanke,  die  Lehrer  selbst  dazu 
heranzuziehen,  daß  sie  die  letzte  Feile  an  die  Ausbildung  ihres  Nach- 
wuchses anlegen  —  all  die  Erfahrung,  die  hohe  Litelligenz  und  der 
Idealismus  unseres  akademischen  Lehrerstandes  gelangen  hierbei  zur 
fruchtbaren  Mitarbeit.  So  wenig  die  Universität  der  gerichtlichen 
Praxis  fertige  Juristen,  der  medizinischen  Praxis  fertige  Arzte  liefert, 
so  wenig  kann  sie  den  höheren  Lehranstalten  fertig  ausgebildete 
Lehrer  zur  Verfügui^  stellen;  sie  muß  es  den  akademischen  Lehrer- 
kreisen überlassen,  die  wissenschaftlich  durchgebildeten  Kandidaten  in 
die  hohe  Kunst  der  pädagogischen  Praxis  einzuführen. 

Zu  wünschen  wäre  nun,  daß  auch  das  technische  Mittelschulwesen 
in  ähnlicher  Weise  organisiert  würde  wie  die  höheren  Lehranstalten, 
nämlich  hinsichtlich  der  wissenschaftlichen  Ausbildung  —  wozu  viel- 


C.  Vorträge  in  den  Sektionssitzungen:  Gutzmer.  593 

leicht  die  TedmiBchen  Hochschulen  den  geeignetsten  Boden  bilden  — 
wie  auch  hinsichtlich  der  pädagogischen  Ausbildung  ihrer  Lehrkräfte. 
Ob  sich  das  nach  Lage  der  Dinge  bald  erreichen  ließe,  mag  dahin« 
gestellt  bleiben,  im  Literesse  des  technischen  Unterrichts  und  des 
nationalen  Wohlstandes  sollte  es  aber  mit  allen  Kräften  erstrebt 
werden.  Mit  dem  Aufwand  verhältnismäßig  geringer  Mittel  ließe  sich 
grade  auf  diesem  Gebiete  Großes  erreichen. 


Verb.  d.  III.  Intomat.  Haiham.-Kongr.   Heidelberg  1904.  SS 


Sur  renseignement  des  math^matiques  en  Italic. 

Von 
6.  LoRiA  aus  Genua. 


Le  sayant  illustre  qui  s'occupa  de  rorganisation  de  cette  section 
du  Congrfes  (M.  H.  Schubert),  m'ayaiit  fait  Thonneur  de  m'inviter  ä  traiter 
quelque  sujet  relatif  ä  renseignement  des  mathematiques  en  Italie,  j'etais 
libre  de  m'occuper  de  quelque  question  speciale,  ou  bien  de  jEure  une 
rcTue  rapide  des  probl^mes  p^dagogiques  relatifs  aux  sciences  exactes, 
qui  ont  ete  discutes  ou  r^solus  de  nos  jours  dans  mon  pays:  j*ai  cboisi 
ce  second  Systeme,  car  plus  etendu  est  le  theme  qu'on  traite  et  plus  est 
legitime  Tesp^rance  d'int^resser  une  assemblee  nombreuse;  et,  d'ailleurs, 
aucun  des  probl^mes  d^instruction,  qui  pouyaient  pretendre  d'etre  choisis 
par  moi,  n'est  doue  de  titres  de  preminence  absolue,  comparables  p.  ex. 
ä  ceux  que  possfedent  les  questions  que  MM.  Klein  et  Perry  ont  re- 
cemment  mis  ä  Tordre  du  jour  en  AUemagne  et  en  Angleterre.  Par 
cons^quence  je  me  propose,  de  faire  k  la  bäte  une  course  ä  trayers 
les  ecoles  moyennes  d'Italie,  en  offrant  mes  serrices  de  Ciceron  ä 
mes  honores  collegues  de  Tetranger  qui  s'interessent  aux  programmes 
d'enseignement  et  aux  liyres  de  texte;  isi  dans  cette  course  je  ne 
m'arr^terai  pas  aux  uniyersit^s,  c'est  que  la  liberte  academique  qu'y 
r^gne  et  gouyeme  s'oppose  ä  une  marche  rigoureusement  uniforme  de 
renseignement  superieur  et  ne  permet  pas  de  remarques  g^n^rales.*) 

Les  traditions  geometriques  de  lltalie  sont  sans  contestation  eu- 
clidiennes;  d^s  que  les  ten^bres  du  Moyen-Age  furent  eclaircies  des 
editions,  des  traductions,  des  commentaires  des  Elements  d^Euclide 
commencerent  ä  pandtre  et  elles  continuerent  ä  se  succ^der  sans  cesse, 
en  portant  les  signatures  de  personaütes  Eminentes,  telles  que  Tartaglia^ 
Oommandino,  Yiyiani,  Borelli,  Ghrandi,  Sacheri,  Fagnano,  Flauti:  la  s^rie 

*)  Je  Teuz  seulement  remarquer  rintroducüoii  dans  nos  UniTersit^  d'un  cours 
special  de  mathematiques  poor  les  chimistes  et  les  natoralistes 
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brillante  qua  forment  ces  representative  men,  par  sa  continuit^ 
prouTe  le  culte  sans  bomes  et  presque  sans  athees  que  ma  patrie 
pendant  bien  de  si^cles  paya  au  grand  Alexandrin. 

Toutefois,  au  moment  oü  eile,  devenue  enfin  libre,  put  jouir,  d'un 
bout  ä  Tautre,  d'un  gouvemement  national,  eile  conservait  encore  dans 
8on  Organisation  scolaire  des  traces  deplorables  et  Evidentes  de  son 
seculaire  seryage.  Dans  Tancien  Piemont  p.  ex.,  certainement  a  cause 
de  rinfluence  fran^aise,  on  preferait  la  metbode  demi-arithmetique  de 
Legendre  aux  rigoureux  procedes  geom^triques  d'Euclide:  tandis  que 
dans  les  provinces  qui  venaient  de  secouer  le  joug  autrichien  se 
trouTaient  repandus  des  manuels  ecrits  arec  le  seul  but  evident  de 
speculation  commerciale*);  ils  etaient  si  peu  satisfaisant  que  Cremona^ 
deyenu  professeur  dans  un  Gymnase  de  la  Lombardie,  n'en  youlut 
adopter  auctm  comme  livre  de  texte,  et  salua,  comme  signal  d'ame- 
lioration  actuelle  et  comme  source  de  progres  futurs,  la  traduction  d'un 
ouvrage,  aujourd'hui  dejä  oubli^.**) 

Charge  en  1867  par  son  gouTemement  de  tracer  les  lignes  gen^rales 
d'une  reforme  de  Tenseignement  g^ometrique  dans  les  ^coles  classiques 
italiennes,  Cremona  n'h^sita  pas  un  seul  instant  de  proposer  comme 
remöde  le  retour  pur  et  simple  aux  Elements  d^Euclide.  Si  cette 
mesure,  que  le  gouvemement  s'empressa  d'adopter,  peut  paraitre  au- 
jourd'hui  un  peu  trop  draconienne,  lorsqu'on  tient  compte  du  but 
qu'elle  se  proposait  (et  qu'elle  atteint  en  efiPet),  c'est-ä-dire  d'extirper 
de  nos  ^coles  les  mauvaises  habitudes  introduites  par  certains  livres, 
eile  doit  etre  consid^r^e  comme  un  des  actes  du  grand  mathematicien 
qui  le  signalent  ä  reconnaissance  etemelle  de  ses  concitoyens.  II  est 
juste  d'ajouter  que  dans  sa  courageuse  entreprise  il  eut  comme  allies 
deux  autres  fameux  savants,  Brioschi  et  Betti,  dont  Texcellente  edition 
d'Euclide  rendit,  non  seulement  possible,  mais  relativement  ais^,  la 
reforme  proposee  par  Cremona. 

Le  retour  ä  la  source  pure  de  la  g^ometrie  grecque,  ayant  comme 
resultat  immediate  des  pr^judices  materiels,  provoqua  une  Opposition 
vive,  mais  qui  ne  pouvait  durer  longtemps  et  qui  par  bonheur  finit 
bientot  par  s'eteindre.  Toutefois  les  grands  mathematiciens,  qui  intro- 
duisirent  derechef  les  Elements  d'Euclide  dans  les  ecoles  italiennes, 
ne  niaient  pas  que  ce  livre,  apr^s  vingt-deux  siecles,  eut  besoin  de 
retouches;  par  consequent  le  gouvemement  italien  ouvrait  un  concours 
pour   un   traite   in^dit  de  g^om^trie  elementaire  et  un  peu  plus  tard 

*)  Comp.  Rivista  ginnasiale  e  delle  scuole  tecniche  e  reali,  T.  IV, 
p.  444  et  719. 

**}  Je  yeox  parier  du  Traitä  de  Gäom^trie  d'Amiot. 

88* 
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adoucissait  la  disposition  que  nons  avons  citee  tout  ä  rheure^  en  se 
bomant  ä  pretendre  que  TeiLBeignement  classique  fut  fait  par  la  methode, 
mais  non  sur  le  texte  meme  d'Euclide.  Yoilä  une  decision  qu'on  ne 
saurait  trop  loner;  car  c'est  eile  qui  permit  Tadoption  dans  nos  ecoles 
de  bons  traites  tels  que  ceux  de  Sannia  et  d'Ovidio  et  de  Faifofer; 
c'est  eile  qui  invita  en  quelque  sorte  les  geomätres  ä  chercher  si  les 
theories  exposees  par  le  grand  maitre  grec  se  pretaient  ä  des  amelio- 
rations  didactiques  et  scientifiques,  et  donna  d'essor  ä  des  recherches 
couronnees  par  des  resultats  d'une  importance  considerable;  teUes  sont 
Celles,  ayant  trait  ä  la  theorie  de  requiyalence  des  polygones  et  des 
poly^dres^  et  qui  parvinrent  a  corriger  un  defaut,  existant  dans  les 
Elemente  d'Euclide^  que  Legendre  lui-meme  n'ayait  pu  öter. 

Ce  regime  de  liberte  toujours  croissaute^  si  conforme  au  naturel 
du  peuple  italien,  eut  encore  un  autre  resultat  important,  c'est-ä-dire 
d'encourager  des  savants  de  premier  ordre,  virants  au  dehors  des  ecoles 
moyennes,  ä  toumer  leur  pensees  du  cote  des  elenients  de  la  geometrie. 

Le  premier  des  savants  qui  entrerent  dans  cette  voie  est  notre  re- 
grette De  Paolis,  qui,  par  un  excellent  manuel,  tout-ä-fait  original,  non 
seulement  rendit  populaire  dans  nos  ecoles  Tidee  d'abandonner  Fancienne 
Separation  entre  la  geometrie  plane  et  la  geometrie  de  Tespace,  mais, 
par  de  nombreux  exemples,  prouva  Tutilite  theorique  de  cette  innovation. 

Non  moins  radicale  est  la  reforme  que  proposa  plus  tard  M.  Veronese, 
en  poursuivant  le  cours  des  idees  qui  caracterisent  ses  celebres  recherches 
de  geometrie  ä  plusieurs  dimensions;  bornons-nous  ä  signaler  ses 
efiPorts  yictorieux  pour  determiner  le  role  de  Tidee  de  mourement  dans 
les  demonstrations  geometriques,  et  la  conclusion,  a  laquelle  il  parvint, 
qu'il  est  scientifiquement  possible  et  utile  du  point  de  vue  pedagogique, 
de  bannir  tout-ä-fait  ce  concept.  L'importance  de  Faction  de  M.  Veronese 
a  ete  accrue  par  les  discussions  soulevees  par  ses  propositions. 

Moins  revolutionnaires  ont  ete  les  derniers  entre  les  sarants  italiens 
qui  s'occuperent  de  la  geometrie  elementaire;  en  effet  MM.  Enriques 
et  Amaldi,  en  se  rattachant  de  nouveau  ä  la  tradition  euclidienne,  se 
proposerent  dans  un  livre  recent  de  reformer  les  Elements  d'Euclide, 
en  les  exposant  sous  une  forme  correspondante  ä  l'etat  actuel  de  la 
science  et  aux  besoins  de  nos  ecoles;  la  question  des  postulats  fon- 
damentaux  de  la  geometrie  et  la  theorie  de  Tequiyalence  attirerent  leur 
attention  d'une  maniere  tout-ä-fait  speciale,  dans  le  but  de  satisfaire  ä 
la  fois  aux  exigeances  de  l'enseignement  et  ä  celles  de  la  science 
d'aujourdTiui. 

De  nature  bien  differente  est  enfin'  Tessai   d'introduire  la  logique 


G.  Yoriiräge  in  den  Sektionssitznngen:  Loria.  597 

mathematique  dans  renseignement  flementaire  de  la  geometrie^  aussi 
bien  que  de  Talgebre;  cet  essai  doit  etre  cite  car  il  se  base  sur  une 
methode  qui  compte  en  Italie  des  culteurs  nombreux  et  habiles;  mais^ 
ceux-la  meme  qui  consid^rent  fayorablement  le  calcul  logique  dans  ses 
applications  ä  Tanalyse  microscopique  des  id^es  fondamentaleß  des 
matb^matiques,  ne  croient  pas  qn'il  soit  destine  ä  nous  foumir  la 
Solution  definitive  du  probleme  de  Fenseignement  elementaire. 

Ayant  eu  l'occasion  de  citer  des  traraux  didactiques  ayant  trait 
au  calcul^  il  ne  m'est  pas  permis  de  taire  que  des  maitres  tels  que 
MM.  Arzelä^  Capelli  et  Pincherle^  par  des  essais  qu'on  ne  saurait  assez 
louer^  ont  affranchie  ma  patrie  de  la  necessite  de  recourir  ä  Tetranger 
pour  avoir  des  bons  manuels  d'arithm^tique  et  d'algebre. 

Les  eleves  des  savants  que  nous  venons  de  nommer,  d^s  qu'ils 
occuperent  une  chaire  dans  Tenseignement  moyen,  se  proposerent,  par 
des  eflForts  qui  les  honorent,  de  mettre  ä  Tepreuve  ces  nouveaux  procedes 
didactiques;  par  cela  il  reussirent  de  les  rendre  plus  parfaits  dans  les 
details  et  plus  adaptes  ä  TintelUgence  des  jeunes  gens.  En  consequence 
Tancien  type  de  nos  ecoles  subit  une  modification  radicale;  car  les 
jeunes  professeurs,  essayant  arec  un  enthousiasme  communicatif  les 
methodes  nouvelles^  ramenerent  de  la  vie  et  de  la  lumi^e  dans  les 
momes  saUes  oü  aupararant  quelque  rieux  maitre,  tout  en  bäillant;  ex- 
posait  Tancienne  demonstration  du  theor^me  de  Pythagore,  en  presence 
d'un  auditoire  sommeillant.  Le  grand  public^  en  general  enclin  ä  se  mefier 
des  nouveautes^  suit  avec  appr^hension  ce  changement,  appuy^  en  cela 
par  les  maitres  de  ^^Fancien  regime'',  qui  considerent  tout  ce  mourement 
par  le  meme  oeil  que  certains  anciens  medecins  jugent  les  modernes 
procedes  curatifs;  maix  ceux  qui  ont  foi  dans  le  progr^s  ind^fini  du 
savoir  ne  peuvent  que  saluer  avec  joie  les  progres  que  fait  la  methode 
d'enseignement  de  la  geometrie,  tout  en  procedant  toujours  sur  la  route 
indestructible  frayee  par  Euclide. 

Dans  la  societe  Mathesis,  fondee  il  y  a  quelques  annees  parmi 
ceux  qui  enseignent  les  sciences  exactes  dans  les  ecoles  moyennes, 
se  reflechit  d'une  maniere  saisissante  cette  vie  qu'anime  nos  professeurs 
de  muthematiques;  son  noble  programme  a  ^te  resume  beureusement 
par  un  de  ses  presidents,  en  ecrivant  que  son  but  est  de  tourner  les 
progres  de  la  science  ä  Tavantage  de  T^cole.  En  attirant 
Tattention  des  savants  sur  des  themes  determines^  en  dirigeant  les 
discussions  relatives ,  en  fixant  des  reunions  partielles  et  des  congres 
generaux,  Mathesis  tient  allume  ce  feu  sacr^  qui  nous  parait  necessaire 
pour  que  les  professeurs  des  ecoles  moyennes  soient  dignes  de  la  baute 
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fonction  que  la  societe  leur  a  coiifiee;  si^  en  revenant  ä  ces  procMes 
anciens;  eile  aura  soin  cle  maintenir  le  contact  continael  de  ses  socie- 
taires  ayec  les  membres  du  Corps  universitaire^  eile  contribuera  ä  deve- 
lopper  de  plus  en  plns  cet  echange  d'idees,  entre  les  professeurs  de 
tous  les  degres^  qui  nous  semble  indispensable  si  on  veut  assorer  cette 
continuite  dans  Tenseignement  de  la  meme  branche  du  savoir,  qui  parait 
indispensable  ä  tous  ceux  qui  se  rappellent  que  natura  abhorret  a 
saltus. 

Parmi  les  questions  qu'on  a  discutees  au  sein  de  Mathesis  il  y 
en  a  deux  qui;  par  leur  importance,  meritent  que  nous  en  disions 
quelques  mots. 

La  premiere  a  et^  soulevee  par  la  publication  du  traite  de  geometrie 
De  Paolis  et  consiste  dans  la  recherche  des  avantages  que  peut  tirer 
Tenseignement  si  Ton  detruit  Tancienne  Separation  elevee  (ou  consacree) 
par  Euclide  entre  la  geometrie  plane  et  Celle  de  Tespace.  D^s  1825  Ver- 
gönne observait  y^qu'il  est  raisonnablement  permis  de  se  demander  si 
notre  mani^re  de  diviser  la  geometrie  en  g^om^trie  plane  et  g^om^trie 
de  Tespace  est  aussi  naturelle  et  aussi  exactement  conforme  ä  Tessence 
des  choseS;  que  vingt  si^cles  d'habitude  ont  pu  nous  le  persuader''; 
c'est  la  meme  idee  que  soutient  une  quinzaine  d'annees  aprfes  un  obscur 
geometre  fran^ais^  de  Mahistre^  dont  M.  Laisant  a  recemment  opere 
l'exhumation.*) 

La  2^  ^d.  de  Touvrage  de  Mahistre  parut  dans  la  m§me  annee 
(1844)  oü  fut  public  le  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie  de 
Carl  Anton  Bretschneider,  dans  lequel  la  fusion  entrevue  par  Vergönne 
est  effectu^e,  car,  au  Heu  de  Tancienne  division  de  la  geometrie,  on 
trouve  Celle  en  geometrie  de  position,  geometrie  de  la  forme, 
geometrie  de  la  mesure.  Si  nous  ne  nous  trompons  pas,  Bretschneider 
en  AUemagne,  non  plus  que  Gergonne  en  France,  ne  troura  des  imi- 
tateurs,  quoique  Schlömilch  n'ait  pas  besitz  ä  proclamer  que  „la  pre- 
eminence  de  la  planimetrie  est  une  erreur,  le  ton  doit  etre  donne  par 
la  Stereometrie'^  Quant  ä  lltalie  ii  est  bien  remarquable  que  dans  les 
programmes  officiels  pour  nos  Instituts  techniques,  publies  en  Octobre 
1871,  on  lit  les  lignes  sniyants,  dues  sans  doute  ä  Brioschi:  „Se  servir 
de  Tespace  ä  trois  dimensions,  meme  dans  les  questions  de  geometrie 
plane,  est  un  des  artifices  d'investigation  geometrique,  que  meme  les 
anciens  ont  connu,  et  qui  contribue  ä  donner  bientot  aux  el^res 
Fhabitude  de  Toir  par  les  yeux  de  Tesprit  les  iigures  geometriques  de 
Tespace  ideal."     Et  peu  apres  Cremona  ajoutait  dans  un   ouvrage  ce- 

*)  L'Enseignement  math^matique  T.  in,  1901,  p.  98  et  suiv. 
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lebre*):  ,^68  consid^rations  st^reometriqnes  donnent  bien  sourent  le 
moyen  de  rendre  facile  et  intuitif  ce  qai  en  g^om^trie  plane  serait 
complique  et  de  demoußtration  difficile:  d'ailleurs  elles  aiguisent  Tintel- 
ligence  et  aident  le  dereloppement  de  cette  imagination  geometrique, 
qui  est  une  qualite  essentielle  de  Tingenieur  poiir  qu'il  puisse  concevoir 
les  figures  de  Tespace  meme  sans  Taide  d'un  dessein  ou  d'un  mod^le^^ 
Presque  au  meme  instant  oü  le  grand  maitre  Italien  ecrivit  ces  lignes, 
nn  Eminent  geometre  fran9ai8y  M.  M^ray^  en  s'inspirant  aux  idees  de 
Gergonne,  effectuait  la  fusion  des  deox  g^ometries^  par  ses  excellents 
Nouyeaux  el^ments.  Mais  il  semble  qn'ä  ce  moment-lä  ses  id^es 
ne  farent  gu^re  goutees  par  ses  compatriotes^  ni  ä  T^tranger;  en  tont 
cas  elles  n'etaient  pas  connues  par  De  Paolis  lorsqu'il  C0D9ut  le  plan 
de  ses  Elementi  di  geometria  (TorinO;  1884).  C'est  par  la  publi- 
cation  de  ce  lirre  que  commencerent  en  Italic  les  longaes  discussions 
entre  fusionistes  et  separatistes;  et  il  est  digne  d'etre  not^  que 
r^cho  de  ces  d^ats,  etant  arriv^  jusqu'a  Dijon^  par  l'organe  de  celui 
qui  a  rhonneur  de  vous  parier**),  M.  Meray  fut  encourage  de  revenir 
sur  ses  anciennes  m^thodes  et  de  les  perfectionner;  un  succ^s  ^tonnant, 
constate  par  des  documents  officiels^  a  couronne  ces  nouyeaux  efforts! 

On  s'est  plu  ä  me  peindre  comme  un  fusioniste  ardent;  c'est  une 
exageration;  aimant  en  g^neral  toute  nouveaute,  j'ai  considere  avec 
yive  Sympathie  Tapparition  d'une  methode  nourelle  pour  considerer 
Tensemble  des  verit^s  geom^triques.  D'ailleurs ,  lorsqu'un  procede  a 
ete  imagin^  par  des  personnes  distingueS;  appartenants  ä  des  nationalites 
et  a  d'epoques  diff^rentes,  et  lorsqu'il  s'est  montre  capable  d'applications 
tres  vastes  et  tres  rariees***),  il  me  semble  qu'il  ne  merite  pas  d'etre 
relegu^  parmi  des  produits  artificiels  destines  ä  mourir,  meme  si  ses 
resultats  n'autorisaient  pas  encore  ä  trancher  la  question  en  sa  fareur. 

Cela  etant,  il  est  naturel  que  j'exprime  le  voeu  que  la  question 
de  la  fusion  de  la  planimetrie  et  de  la  Stereometrie  soit  etudiee  d'une 
maniere  large  et  compl^te,  en  essayant  de  la  resoudre  en  se  servant 
tout  aussi  bien  de  consid^rations  tbeoriques  et  des  resultats  des  ex- 
periences  qu'on  &  dejä  faitesf)  et  qu'on  est  en  train  de  faire. 

L'autre  des  questions  traitees  au  sein  de  l'Association  Math^sis, 

*)  Elementi  di  geometria  projettiva  (Torino,  1873). 
**)  Voyez  ma  conf^nce  sur  La  storia  della  matematica,  lue  le  16  Sept. 
1898  au  I.  GoDgr^B  des  professeurs  des  ^coles  moyennes. 

***)  On   pent  par  ex.  Tappliquer  aussi  dans  Tenseignement  de  la  g<^om^trie 
analytique,  comme  Pa  pronvä  Biot  d^  Tan  1802. 

t)  n  est  bon  de  remarquer  que  les  demiers  programmes  italiens  ont  6i4 
r^digäb  de  maniere  qu'ils  penvent  servir  aux  fusionistes,  aussi  bien  qu'aux  se- 
paratistes. 
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auxqnelles  je  fis  allusion  im  peu  plus  haut,  est  la  recherche  des 
moyens  pour  augmenter  le  profit  de  renseignement  des  Clements  des 
mathematiques.  Or  cet  enseignemeDt  donne-t-il  en  general  des  resultats 
moindres  que  les  autres  enseignements  parallMes,  scientifiques  ou  lit- 
t^raires?  Je  ne  saurais  raffirmer.  Toutefois  je  troure  belle  et  digne 
de  consideration  la  question  que  je  riens  de  rapporter^  car  tout  maitre 
doit  s'efiforcer  d'accroitre  TefGcacit^  de  son  enseignement,  quelque  soit 
le  degre  qu'il  a  deja  atteint.  On  ne  peut  s'attendre  a  obtenir  une 
Solution  definitive  et  complete  de  la  question  enoncee;  les  observations 
generales  que  suivent  ne  sont  destinees  qu'ä  Teolaircir  un  peu.  Je  rais 
.  commencer  par  une  qu'a  faite  Hermite,  presque  ä  la  veille  de  sa  mort; 
Yoila  comment  s'exprimait  ce  grand  maitre: 

^acon  de  Yerulam  a  dit  que  Tadmiration  est  le  principe  du 
saToir;  sa  pensee  qui  est  juste  en  general,  Test  surtout  %  Tegard  de 
notre  science^  et  je  m'en  autoriserai  pour  exprimer  le  dösir  qu'on  fasse^ 
pour  les  etudiants^  la  part  la  plus  large  aux  choses  simples  et  belles 
qu'a  Textr^me  rigueur,  aujourd'hui  si  en  honneur,  mais  bien  peu  at- 
trayante^  souvent  meme  fatiguante^  sans  grand  profit  pour  le  com- 
menfai^t  ^ui  n'en  peut  comprendre  Tinteret".*) 

Une  id^e  analogue  ä  celle  de  Bacon  a  ^te  emise  par  un  philo- 
sophe  italien^  Boyio^  en  disant  que  ,^e  but  de  Tenseignement  secondaire 
est  celui  d'apprendre^  non  la  science^  mais  Tamour  de  la  science'^  Or 
les  mathematiques  peurent  se  cousid^rer  sous  un  double  aspect;  c'est- 
&-dire  on  peut  les  admirer  comme  un  modele  incomparable  d'edifice  scien- 
tifique,  d'une  solidite  si  parfaite  que  meme  le  zele  de  la  critique  n'a 
SU  en  secouer  les  bases;  ou  bien  comme  foumissant  des  moyens  de 
recherche  si  sürs  et  puissants  que  toutes  les  autres  sciences  y  eurent 
recours,  des  qu'elles  abandonnerent  leur  etat  d'enfance.  Or  si  c'est 
une  prerogatire  de  quelques  esprits  d'elite  d'aimer  des  la  jeunesse  la 
mathematique  pour  ses  qualites  th^oriques,  toute  personne  intelligente 
ne  peut  rester  froide  en  presence  des  belles  applications,  qu'elle  re9oit 
et  qui  le  fönt  apparaitre  comme  la  veritable  logique  des  sciences  de 
la  Nature.  En  consequence  3  ne  sera  pas  assez  recommande  aux 
professeurs  de  mathematiques  de  traduire,  sons  une  forme  concr^te,  les 
questions  mathematiques^  et  d'inserer^  au  milieu  de  Texposition  des 


•)  Archiv  für  Mathematik  und  Physik,  8.  Reihe,  I.  Bd.,  1901,  p.  20. 
**)  P.  ex.  le  Probleme  „trouver  la  hautenr  d'une  pyramide  triangulaire ,  en 
connaissant  les  angles  faits  avec  le  plan  ABC  de  la  base  par  les  ar^tes  la- 
täranx  VA,  VB,  VC,""  pent  s'önoncer:  „calculer  la  hantenr  d'une  ar^ostate  F,  en 
connaissant  ses  angles  d'eldvation,  lorsqu'on  Tobserve  depuis  trois  points  A,  B,  C\ 
dont  les  distances  mutuelles  sont  connues.''    Et  la  question  de  „trouver  Tinter- 
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doctrines,  le  plus  souvent  qn'ils  peuvent,  des  applications  pratiques 
vari^s  et  interessantes.  C'est  d'aillenrs  une  id^e  qne  j'ai  trouve  dejä 
appliqnee  dans  un  excellent  traite  de  geometrie  pnblie  en  Allemagne: 
je  parle  de  celui  de  MM.  Henrici  et  Trentlein,  oü,  conime  application 
de  la  trigonometrie;  on  trouve  les  elements  de  la  triangulation  du  grand- 
duche  de  Bade! 

Le  nom  renere  de  M.  Treutlein,  que  je  viens  de  prononcer,  me 
donne  Toccasion  de  declarer  que  je  me  ränge  aussi  de  son  cote  lorsqu'il 
recommande  l'introduction  d'un  element  historique  dans  Vexpos^  des 
theories  mathematiques :  ^^les  matieres  de  la  geometrie  (a  remarque 
Blaise  Pascal)  sont  si  serieuses  d'elles  mSme^  qu'il  est  arantageux  qu'il 
s'oflBre  quelque  occasion  pour  les  rendre  un  peu  diyertissantes'';  or  c'est 
Telement  historique  qui  foumit  peut-etre  le  moyen  meiUeur  pour  inter- 
rompre  la  marche  un  peu  lourde  des  deductions  mathematiques. 

Permettez-moi,  Messieurs,  que  j'ajoute  enfin  une  proposition  con- 
cemant  particulierement  la  geometrie.  Dans  Tenseignement  uniyersitaire 
les  cours  de  geometrie  projectire  et  de  geometrie  descriptive  sont 
accompagn^s  d'exercises  methodiques  de  dessein,  dans  lesquelles  les 
etudiants  effectuent  les  constructions  et  appliquent  les  theories  exposees 
par  le  professeur;  c'est  un  Systeme  on  ne  peut  plus  bon,  qui  sert  ä 
familiariser  les  elfeves  avec  les  methodes  dont  les  sources  se  trourent 
dans  les  oeuyres  immortelles  de  Monge  et  Poncelet.  Or  pourquoi  ce 
Systeme  ne  pourrait-il  pas  s'etendre  aux  ecoles  moyennes?  Deux  hetires 
d'exercises  graphiques  chaque  semaine  suf&ront  aux  eleves  pour  s'emparer 
de  Tessence  meme  des  procedes  propres  de  la  geometrie,  et  par  ce 
commerce  continuel  ayec  les  cerdes  et  les  triangles  ils  apprendront  ä 
aimer  ce  qu'auparayant  ils  ne  faisaient  que  redouter:  qu'il  me  soit 
permis  de  fixer  sur  cette  idee  Tattention  des  savants  pedagogistes  qui 
me  fönt  Thonneur  de  m'ecouter. 

Comme  c'est  bien  naturel  au  sein  de  TAssociation  Mathesis  on 
a  beaucoup  parle  de  programmes  d'enseignement,  en  s'occupant  des 
ecoles  classiques  (Gymnasien)  aussi  bien  que  des  Ecoles  et  des  instituts 
techniques  (niedere  und  obere  Realschulen).  C'est  ä  propos  de 
ces  derni^res  que  la  difference  des  idees  s'est  manifestee  le  plus  virement 
et  n'est  pas  encore  dispame;  c'est  une  chose  qu'on  pourait  prevoir  et 
qu'il  n'est  pas  difficile  de  s'expliquer;  car  Tenseignement  technique  n'a 
pas  un  type  d^termine  et  fixe  dans  tont  le  monde  ciril;  en  Italic  il  y 
a  des  personnes  qui  croient  bon  de  le  f orger  sur  le  modele  des  latein- 

section  d^une  Bnrface  avec  un  cone  circulaire*^  est  identique  au  fond  avec  celle  de 
„däterminer  Tombre  portöe  par  un  disque  sur  une  surface  donnee*'. 
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losen  Schnlen  de  rAllemagne  on  de  renseignement  moderne  de 
la  France,  tandis  que  d'autres  soutiennent  Topinion  qu'il  faut  lui  donner 
un  caractere  franchement  professionell  teile  que  l'aurait  une  ecole  des 
arts  et  metiers.  Je  ne  sais  pas  si  ce  fitoit  la  cause  ou  Teffet  de  cette 
diversite  d'opinions  le  £ait  que  nos  Instituts  techniques  ont  fait  un 
Yoyage  d'aller  et  retour  du  minist^re  de  Tinstruction  ä  celui  de  l'agri- 
culture  et  commerce;  en  tout  cas  il  me  semble  que  ces  ecoles  soient 
aujourd'hui  formees  par  des  Zements  heterogenes,  luttant  sourdement 
entre  euz  pour  rhegemonie  et  entre  lesquels  il  naitra  tot  ou  tard  une 
scission  definitive. 

Gomme  professeur  universitaire  je  m'int^resse  particuli^rement  au 
Programme  de  la  section  physico-math^matique,  car  c'est  eile  seule 
qui  m^ne  aux  ecoles  sup^eures.  Or  ce  programme  a  subi  beaucoup 
de  cbangements  et  je  crois  qu'il  en  subira  encore,  car  le  but  m§me 
qu41  se  propose  n'est  pas  bien  d^termine:  pour  les  matb^matiques  il 
doit  s'elever  au  dessus  des  theories  tout-ä-fait  elementaires^  mais  il  ne 
doit  pas  atteindre  les  math^matiques  superieurs;  il  doit  donc  comprendre 
les  matbematiques  complementaires.  Or  quelles  sont  les  theories 
embrassees  sous  ce  nom?  Personne  ne  pourrait  ä  present  le  dire,  ni  le 
saurait  dire  jamais.  Par  consequence,  suivant  mon  sentiment,  il  n'y  a 
qu'une  mani^re  de  rediger  le  programme  des  matbematiques  pour  la 
section  physico-math^matique  des  Instituts  teebniques,  c'est  de  faire 
ime  liste  assez  nombreuse  de  themes,  entre  lesquels  le  professeur  pour- 
rait choisir  suivant  ses  idees  et  ses  attitudes,  ou  bien  suirant  les  traditions 
de  Tetablissement  auquel  il  appartient  ou  au  naturel  des  ^eres.  Gette 
idee  n'est  pas  nourelle  dans  le  fond  car  eile  constitue  la  moelle  du 
LebrplaU;  publik  il  y  a  trois  ans  pour  les  Oberrealschulen  de 
rAllemagne;  c'est  une  idee  profonde  et  extrfemement  liberale,  qui  fait 
honneur  aux  savants  qui  en  ont  pris  rinitiatiye  et  il  est  ä  souhaiter 
qu'elle  soit  appliquee  d'une  maniere  eucore  plus  generale. 

Messieurs!  Le  temps  tres  bom^  dont  je  disposais  ne  m'a  pas  permis 
de  traiter  tout  au  fond  les  questions  que  j'ai  ^noncees,  mais  seulement 
de  les  effleurer.  Toutefois  je  me  flatte  que  par  le  peu  que  j'ai  dit  on 
verra  que  si  Fltalie,  dans  ce  dernier  demi-sifecle,  sous  la  guide  de  capi- 
tains  tels  que  Brioschi,  Gremona,  Beltrami,  Betti  et  Dini,  sut  prendre 
une  place  distinguee  parmi  les  nations  oü  fleurissent  les  sciences  exactes, 
eile  n'a  pas  oublie  les  questions  d'enseignement,  en  y  portant  une  note 
caracteristique  marqu^e.  Ainsi  roa  patrie  s'est  montree  convaincue  que 
si  c*est  aux  savants  qu'on  doit  la  science  d'aujourd'hui,  c'est  aux 
jnaitres  de  preparer  les  conquetes  de  la  science  de  demaiu. 


L'enquete  de  „L'Enseignement  Mathömatique"  sur  la  methode 
de  travail  des  mathömaticiens. 

Von 
H.  Fehr  aus  Grenf. 


La  cominunication  que  j'ai  Thonneur  de  toub  presenter  n'a  pas 
pour  objet  un  trarail  mathematique  proprement  dit,  mais^  par  son  bnt, 
eile  est  de  natnre  ä  interesser  Fensemble  des  math^maticiens. 

La  R^daction  de  ,^'Enseignement  Mathematique"  a  pense  qu'il  y  a 
lieu  de  saisir  l'occassion  de  ce  congres  pour  signaler  son  Enquete  sur 
la  methode  de  travail  des  mathematicieus^  et  c'est  au  nom  de  ladite 
Kedaction  que  je  toub  presente  aujourd'hui  le  Questionnaire.  Je  regrette 
que  mon  collegue  et  y^n^re  ami  M.  Laisant^  Tun  de  ceux  qui  ont  pris 
rinitiative  de  nos  congres^  n'ait  pu  venir  prendre  part  ä  nos  seances;  il 
Yous  aurait  expose^  mieux  que  je  ne  puis  le  faire^  les  grandes  lignes 
du  trayail  auquel  nous  tous  invitons  ä  coUaborer. 

Le  but  de  notre  enquete  est  de  consulter  les  mathematiciens  sur 
des  questions  relatives  ä  leur  methode  de  travail  et  de  d%ager  de 
Tensemble  des  reponses  un  certain  nombre  de  renseignements  et  de 
conseils  qui  45eront  profitables  non  seulement  aux  jeunes  mathemati- 
cienS;  mais  ä  Tenseignement  mathematique  d'une  mani^re  generale. 

C'est  ä  la  suite  d'une  proposition  de  M.  Ed.  Maillet  que  nous 
avons  examine  le  projet  d'une  pareille  enquete.  La  preparation  du 
questionnaire  ^tait  un  travail  qui;  en  raison  meme  de  son  importance^ 
meritait  d'etre  fait  avec  beaucoup  de  soin  apres  avoir  entendu  Tavis 
et  les  conseils  de  nos  lecteurs  et  de  quelques  specialistes  en  matiere  de 
Psychologie  experimentale. 

L'enquete  porte,  d'une  part^  sur  des  questions  d'ordre  psychologique 
(questions  n"^  1  a  21;  29  et  30);  d'autre  part;  sur  des  questions  relatives 
au  mode  de  vie  du  mathematicien  (n"^'  22  ä  28).  II  y  a  en  effet  in- 
teret  ä  connaitre  non  seulement  les  habitudes  de  travail  du  mathe- 
maticien, mais  aussi  ses  habitudes  d'hygiene  generale  et  d^obtenir  ainsi 


604  n.  Teil:  WiBsenschafUiche  Vorträge. 

son  avis  sur  les  moyens  qu*il  juge  le  pluB  propre  a  faciliter  le  travail 
intellectuel.  ^ 

Voici  le  texte  du  Questionnaire: 

Avant-propos.  —  II  va  de  soi  qu'il  est  loisible  ä  chacun  de  ne  r^pondre 
qiie  8ar  les  points  ä  sa  convenance  et  qii*il  ne  doit  voir  dans  notre  pens^e  ancnne 
tentative  d'indiscrätion.  Par  contre  il  ne  saurait  nons  opposer  aucan  argument 
empronte  ä  une  sorte  de  fausse  modestie.  Chacun  a  le  droit  de  diie:  „la  maniäre 
dont  je  travaille  n*a  pas  d'int^rgt  pour  les  autres/^  Mais  il  est  certain  que  la 
maniäre  dont  Vensemble  des  matb^maticiens  travaille  a  le  plus  grand  intär@t.  Et 
m§me,  de  Tin^vitable  diversit^  des  räponses  deit  sortir  an  tr^s  utile  enseignement. 

Questions  d'ordre  phsycbologiqne. 

1.  —  a)  A  quelle  ^poque,  d^apräs  vos  Souvenirs,  et  dans  quelles   circon- 
stances,  le  goüt  des  sciences  matb^matiques  s*e8t-il  empar^  de  vous? 

b)  Ce  goüt  est-il  b^r^ditaire  cbez  vous?  Avez-vous  eu  dans  votre  ascen- 
dance,  ou  y  a-t-il  parmi  les  autres  membres  de  votre  famille  (fr^res  et  soeurs, 
oncles,  Cousins,  etc.)  des  personnes  sp^eialement  douees  au  point  de  vue  mathä- 
matique?  Leur  exemple  ou  leur  influence  personnelle  ont-ils  6t6  pour  quelque 
cbose  dans  votre  inclination  du  cöt^  des  matb^matiques? 

2.  —  Quelles  sont  les  brancbes  de  la  science  matb^matique  vers  lesquelles 
vous  vous  ^tes  senti  plus  particuli^rement  attir^? 

3.  —  Etes-vous  plutöt  attir^  par  TintärSt  de  la  science  matb^matique  en 
elle-mgme,  ou  par  les  applications  de  cette  science  aux  phdnom^nes  de  la  nature? 

4.  —  Avez-vous  conserv^  un  souvenir  präcis  de  votre  mani^re  de  travailler 
lorsque  vous  poursuiviez  vos  ^tudes,  alors  que  le  but  dtait  plutöt  de  s'assimiler 
les  ricbesses  d^autrui  que  de  vous  livrer  k  des  recherches  personnelles?  Avez- 
vous  sur  ce  point  quelques  renseignements  intdressants  ä  foumir? 

6.  —  Une  fois  les  dtudes  matbdmatiques  usuelles  (correspondant  par  exemple 
au  Programme  de  la  lieence  matbdmatique  ou  de  Tagr^gation  ou  de  deux  licen- 
ces)  termindes,  dans  quel  sens  avez-vous  cm  devoir  orienter  vos  dtudes?  Avez- 
vous  d^abord  cbercbd  ä  acqudrir  une  instruction  gdndrale  trös  ^tendue  sur  plu- 
sieurs  points  de  la  science  avant  de  produire  ou  de  publier  quelque  cbose  de 
serieux?  Avez-vous  au  contraire  chercbö  ä  approfondir  d'abord  un  point  parti- 
culier  en  n*dtudiant  ä  peu  präs  que  ce  qui  dtait  indispensable  dans  ce  but;  et 
n'est-ce  qu'ensuite  que  vous  vous  etes  ätendu  peu  ä  peu?  Et  si  vous  avez  employd 
d'autres  mdthodes  pouvez-vous  les  indiquer  sommairement?  Quelle  est  celle  que 
vous  prdfdrez? 

6.  —  Avez-vous  cbercbö  a  vous  rendre  compte  de  la  genese  des  vdritös, 
ddcouvertes  par  vous,  auxquelles  vous  attacbez  le  plus  de  prix? 

7.  —  Quelle  est,  selon  vous,  la  part  du  hasard  ou  de  Tinspiration  dans  les 
döcouvertes  matbdmatiques?  Cette  part  est- eile  aussi  grande  toujours  qu'elle 
le  paraft? 

8.  —  a)  Avez-vous  remarqud  parfois  que  des  ddcouvert-es  ou  des  Solutions, 
sur  un  sujet  complätement  etranger  ä  vos  recbercbes  du  moment,  vous  aient 
apparu,  alors  qu^elles  correspondaient  ä  des  recbercbes  antdrieures  infructueuses? 

b)  Vous  arrive-t-il  de  cal euler  ou  de  rdsoudre  des  problömes  en  röve?  ou 
de  voir  surgir  toutes  pr^tes,  en  vous  reveillant  le  matin,  des  Solutions  ou  däcou- 
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yertes  soit  complätement  inattendues,  soit  vainement  ponrsuivies  la  Teille  ou  les 
jours  präc^dente? 

9.  —  Estimez-yoiiB  que  vos  principales  d^couvertes  aient  6i6  le  r^sultat  d'un 
travail  voulu,  dirigä  dans  nn  sens  prt^cis,  on  bien  se  soient  pr^sent^es  ä  votre 
esprit  spontan^ment  poiir  ainsi  dire? 

10.  —  Lorsque  vous  avez  obtenu  un  resultat  sur  un  8i\jet  que  vous  pour- 
suivez  eu  vue  de  publier  vos  rechercbes,  r^digez-vous  imm^diatement  la  partie  de 
votre  travail  correspondante?  Au  contraire,  accumulez-vous  vos  rdsultats  sous  forme 
de  simples  notes,  pour  n'aborder  la  r^daction  que  sur  un  ensemble  important? 

11.  —  D'une  mani^re  g^närale,  quelle  est  la  part  d'importance  que  vous 
attribuez  aux  lectures  en  mati^re  de  recherches  math^matiques  ?  Quels  conseils 
donneriez-vous  ä  ce  8i\jet  ä  un  jeune  math^aticien  pourvu  de  Tinstruction 
classique  habituelle? 

12.  —  Avant  d*entamer  un  travail,  cherchez-vous  tout  d'abord  k  vous  assi- 
nuler  les  travaux  qui  ont  6i6  produits  sur  le  m^me  stget? 

18.  —  Pi^förez-vous  au  contraire  laisser  ä  votre  esprit  son  enti^re  libertä, 
sauf  ä  v^rifier  ensuite,  par  des  lectures  sur  le  sujet,  la  part  qui  vous  est  person- 
nelle  dans  les  räsultats  que  vous  avez  obtenus? 

14.  —  Quand  vous  abordez  une  question  cherchez-vous  ä  studier  de  sidte 
^d'uoe  fa9on  aussi  g^ndrale  que  possible  les  problämes  plus  ou  moins  pr^cis  que 

vous  vous  posez?   Pr^f6rez-vous  babituellement  traiter  d'abord  des  cas  particuliers, 
ou  un  cas  ^tendu,  pour  gdnäraliser  ensuite  progressivement  ? 

15.  —  Faites-vous  une  distinction,»au  point  de  vue  de  la  mäthode,  entre  le 
travail  d'invention  et  celui  de  rädaction? 

16.  —  Vos  habitudes  de  travail,  depuis  vos  ^tudes  termin^es,  vous  semblent- 
elles  avoir  ät^  sensiblement  les  mdmes? 

17.  —  Dans  vos  principales  recherches,  avez- vous  poursuivi  constamment 
votre  but,  sans  discontinuit^ ,  ou  bien  avez-vous  abandonn^  le  siget  ä  certains 
moments,  pour  y  revenir  plus  tard? 

Si  vous  avez  pratiqu^  les  deux  mäthodes^  de  laquelle,  en  g^n^ral,  vous 
Stes-vous  le  mieux  trouvä? 

18.  —  Quel  est,  d'apräs  vous,  le  temps  minimum  qu'un  math<^maticien  ayant 
d*autres  occupations  joumali^res  doit  consacrer  dans  sa  joum^,  sa  semaine  et 
son  ann^e  aux  math^matiques  pour  arriver  ä  cultiver  avec  fruit  certaines  bran- 
ches  des  mdmes  mathämatiques?  Vaut-il  mieux  quand  on  a  le  choix,  d^apr^s 
vous,  travailler  tous  les  jours  un  peu:  une  heure,  par  exemple,  au  minimum? 

19.  —  a)  Quelles  sont  vos  distractions  ou  occupations  favorites,  ou  vos  goüts 
dominants,  en  dehors  de  T^tude  des  mathdmatiques ,  ou  dans  vos  moments  de 
loisir?  —  b)  Les  occupations  ou  distractions  artistiques,  litt^raires,  la  musique  et 
la  poäsie  en  particulier,  vous  semblent-elles  de  natnre  ä  d^toumer  de  Tinvention 
math^matique,  ou  bien  la  favorisent-elles,  par  le  repos  qu'elles  procurent  ä  Tesprit 
momentan^ment?  —  c)  Vous  sentez-vous  attiräs  par  les  questions  d'ordre  m^ta- 
physique,  ^thique  ou  religieux,  ou  au  contraire  celles-ci  vous  r^pugnent-elles? 

20.  —  Si  vous  avez  des  occupations  professionnelles  absorbantes,  comment 
vous  appliquez-vous  ä  les  concilier  avec  vos  travaux  personnels? 

21.  —  Quels  conseils,  en  r^sum^,  donneriez-vous:  a)  ä  un  jeune  homme 
poursuivant  ses  dtudes  mathdmatiques? 

b)  ä  un  jeune'  mathematicien,  ayant  achevä  ses  ^tudes  ordinaires,  et  d^sireux 
de  poursuivre  une  carriere  scientifique? 
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Qnestions  relatives  an  mode  de  vie  du  math^maticien. 

22.  —  Croyez-vous  utile  au  math^maticien  d'obaerver  qnelqnes  rägles  parti- 
cnli^res  dans  Thygi^ne:  regime,  henres  des  repas,  intervalles  ä  observer? 

23.  —  Quelle  dur^e  normale  quotidienne  de  somineil  voub  semble  n^cessaire? 

24.  —  Le  travail  du  mathämaticien  dans  une  journ^e  doit-il  dtre  coupe, 
Belon  vous,  par  d'autres  occupationB,  ou  par  des  exereices  physiques  proportionnt^s 
ä  Tage  et  auz  forces  de  chacun? 

25.  —  a)  Avez-vous  la  tendance  ou  Tbabitude  de  travailler  pendant  des  se- 
maines  et  des  mois  d'une  fa9on  r^guli^re,  continue,  ^gale,  ou  au  contraire  par 
bourräes  et  comme  par  ä,-coups?  —  b)  Avez-vous  des  pbases  marqu^es  d'ezcitation 
et  d'entrain,  puis  de  ddpression  et  d'incapacite  de  travail?  —  c)  Avez-vous  remar- 
qu^  si  ces  alternances  pr^sentent  une  p^riodicit^  r^guli^re,  et  dans  ce  cas,  quel 
est  approximativement  le  nombre  des  jours  de  la  phase  d^activit^  et  de  la  phase 
d'inertie?  —  d)  Les  circonstances  ambiantes  physiques  et  m^t^orologiques  (temp^- 
rature,  lumi^re  ou  obscurit^,  saisons  etc.)  ont-elles  une  influence  appr^ciable  sur 
vos  facultas  de  travail? 

26.  —  Quels  exereices  physiques  pratiquez-vous  ou  avez-vous  pratiques,  comme 
di Version  aux  travaux  intellectuels  ?    Auxquels  donnez-vous  la  pr^färence? 

27.  —  Donnez-vous  la  pr^ference  au  travail  du  matin  ou  k  celui  du  soir? 

28.  —  Les  pt^riodes  de  vacances,  si  vous  en  prenez,.  sont-elles  utilis^es  par 
vous  k  des  travaux  math^matiques  (et  dans  quelle  mesure?)  ou  bien  consacr^es 
enti^rement  ä  la  distraction  ou  au  repos? 

Observations  finales. 

1^  ü  y  aurait  naturellement  une  foule  d'autres  d^tails  qu'il  serait  utile  de 
connaitre  par  enqu§te:  29  a)  si  Ton  travaille  plus  facilement  debout,  ou  assis,  ou 
^tendu;  —  b)  a  la  planche  noire  ou  sur  le  papier;  —  c)  a  quel  point  on  est 
distrait  par  les  bmits  ext^rieurs;  —  d)  si  Ton  peut  poursuivre  un  probl^me  en 
promenade,  en  chemin  de  fer;  —  e)  de  Tinfluence  des  excitants  ou  des  calmants: 
tabac,  caf6,  alcool,  etc.,  sur  la  quantit^  et  la  qualit^  du  travail. 

Au  point  de  vue  psychologique,  il  serait  tr^s  important  de  savoir  de  quelles 
Images  internes  de  quelle  forme  de  „parole  int^rieure^^  se  servent  les  math^mati- 
ciens;  s'ils  sont  moteurs,  auditifs,  visuels  ou  mixtes,  suivant  le  sujet  dont  ils 
s'occupent  (30). 

Mais  nous  craignons  de  d^courager  le  lecteur  par  la  longueur  du  questipn- 
naire,  aussi  croyons-nous  utile  de  rappeler  que  c^octm  est  Ubre  de  laisser  de  coU 
les  questians  pour  lesguelles  ü  eprouve  queique  embarrcis  ä  r^pondre. 

2®  Si,  d'autre  part,  certains  pensaient  pouvoir  fournir  des  renseignements 
int^ressants  ne  repondant  pourtant  ä.  aucune  des  questions  precedentes,  les  prä- 
sentes lignes  les  invitent  ä  les  donner  sans  h^siter. 

3^  Si  quelques  personnes  ayant  connu  d^assez  präs  des  mathämaticiens 
disparus  aujourd'hui  ^taient  ä.  meme  de  fournir  des  indications  les  concemant  sur 
une  partie  des  questions  qui  präc^dent,  nous  leuz  demandons  instamment  de  von- 
loir  bien  le  faire.  EUes  apporteront  ainsi  une  contribution  importante  et  utile 
ä  rhistoire  de  la  science  mathematique  et  de  ses  d^veloppements. 

La  Bedaction. 
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Bien  qu'il  ait  ete  etabli  avec  beaucoup  de  soin^  le  Qiiestioimaire 
ne  manquera  pas  de  Boulever  quelques  critiques  et  quelques  objections. 
On  pourra  lui  reprocber  sa  longueur;  mais  nous  tenons  ä  rappeler  qua 
personne  n'est  tenu  ä  repondre  a  toutes  les  questions  pos^es.  Cha- 
cun  se  bomera  ä  repondre  a  Celles  pour  lesquelles  il  a  la  reponse 
toute  prete. 

D'autre  part  on  nous  dira  que  beaucoup  de  matheniaticiens  s'ab- 
stiendront  entierement  de  repondre^  parce  qu'ils  considerent  la  methode 
de  travail  comme  une  sorte  de  propriete  personnelle.  Nous  ne  croyons 
pas  cette  objection  fondee.  Ce  serait  faire  injure  aux  mathematiciens 
dignes  de  ce  titre  et  remonter  plusieurs  si^les  en  arriere^  que  d'ad- 
mettre  qu*ils  gardent  leur  methode  de  travail  comme  une  sorte  de  se- 
cret.  Nous  croyons  au  contraire  qu'en  reflechissant  ä  la  port^e  de  cette 
enquete  chacun  reconnaitra  qu'il  est  desirable  que  les  reponses  soient 
auBsi  nombreuses  que^possible  afin  que  les  r^sultats  de  Tenquete  re- 
presentent  bien  Topinion  generale  des  mathematiciens.  En  apportant 
sa  coUaboration  sous  forme  de  reponses  chacun  aocomplira  donc  un  tra- 
vail utile  ä  la  fois  ä  la  science  et  ä  Tenseignement. 

Nous  esperons  en  effet  que  cette  enquete  donnera  aussi  des  in- 
dications  utiles  ä  Tenseignement  et  fournira  ainsi  d'utiles  contributions 
non  seulement  ä  la  psychologie  du  mathematicien,  mais  aussi  ä  la  pe- 
dagogie  des  math^matiques.  Nous  entendons  ici^  il  n'est  gu^re  besoin 
d'insister^  la  pedagogie  scientifique  ou  experimentale^  teile  qu'elle  re- 
sulte  des  progres  recents  de  la  psychologie  experimentale  et  qui  se 
distingue  de  Tancienne  pedagogie  en  ce  qu'elle  est  faite^  non  pas  d'idees 
precon9ues^  mais  de  resultats  bases  sur  Tobservation  et  sur  Texperience. 
Envisagee  ä  ce  point  de  vue  la  pedagogie  des  mathematiques  est  en- 
core  presqu'entierement  ä  faire. 


über  die  Notwendigkeit  regelmäßiger  Vorlesungen  ilber 
elementare  Mathematik  an  den  Universitäten. 


Von 
P.  Stäckbl  aus  Kiel. 


Der  Unterricht  an  den  philosophischen  Fakultäten  der  deutschen 
Universitäten  ist  im  wesentlichen  so  organisiert^  als  ob  sein  Ziel 
sei,  wissenschaftliche  Forscher  heranzubilden;  daß  die  Mehrzahl  der 
Studierenden  später  an  höheren  Schulen  die  Elemente  zu  lehren  haben 
wird,  tritt  bei  ihm  scheiabar  ganz  in  den  Hintergrund.  Ohne  Zweifel 
werden  wir  dieses  System,  das  aufs  engste^  mit  der  Eigenart  der 
deutschen  Universitäten  zusammenhängt,  nicht  aufgeben  wollen,  allein 
es  läßt  sich  nicht  verkennen,  daß  es  in  der  Mathematik  für  die  höheren 
Schulen  beträchtliche  Schwierigkeiten  mit  sich  bringt,  denn  die  Elemente 
dieser  Wissenschaft  zu  lehren,  ist  eine  schwere  Kunst,  die  gelernt  sein 
will,  und  wir  dürfen  unsere  Jugend  nicht  Pfuschern  in  ihr  überliefern. 
Man  hat  daher  wiederholt  gefordert,  daß  an  den  Universitäten  be- 
sondere Vorlesungen  und  Übungen  eingerichtet  werden  sollten,  in  denen 
die  künftigen  Lehrer  der  Mathematik  eine  systematische  Ausbildung 
in  der  mathematischen  Pädagogik  erhielten.  Es  möge  dahingestellt 
bleiben,  ob  solche  pädagogische  „Übungen  am  Phantom"  den  erhofften 
Nutzen  bringen  würden.  Jedenfalls  würden  sie  den  Charakter  des 
Universitätsstudiums  vollständig  verändern.  Meines  Erachtens  sollte 
die  nur  allzukurze  Studentenzeit  der  Befriedigung  des  theoretischen 
Triebes  vorbehalten  bleiben,  ist  sie  doch  für  den  Lehrer  in  den  meisten 
Fällen  die  einzige  Zeit  seines  Lebens,  wo  er,  noch  frei  von  den 
Fesseln  des  Amtes,  sich  in  voller  Begeisterung  allem  Guten,  Schönen 
und  Wahren  widmen  darf.  Sie  schmälern  hieße  eine  reiche  Quelle  der  Be- 
rufsfreudigkeit verstopfen,  die  aus  jenen  Jahren  idealen  Strebens  ihre 
Nahrung  zieht.  Ohne  die  Wichtigkeit  der  pädagogischen  AusbUdung 
der  Lehramtskandidaten  zu  unterschätzen,  haben  es  die  philosophischen 
Fakultäten  daher  mit  Recht  abgelehnt,  Fachschulen  für  Lehrer  zu  wer- 
den; diese  Ausbildung  muß,  wie  es  bisher  mit  gutem  Erfolge  geschehen 
ist,   während  des  pädagogischen  Seminar-  und  Probejahres  stattfinden. 
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Aber^  wird  man  mir  vielleicht  einwenden,  ist  denn  das  mathe- 
matische Stadium  in  seiner  gegenwärtigen  Gestalt  geeignet,  eine  solche 
Berufsfreudigkeit  zu  erzeugen?  Zeigt  nicht  die  Erfahrung,  daß  bei 
den  Studierenden,  die  sich  so  lange  und  so  ausschließlich  mit  den 
feinsten  Untersuchungen  aus  den  höchsten  Gebieten  der  Mathematik 
beschäftigt  haben,  nicht  selten  der  wissenschaftliche  Enthusiasmus  in 
einen  wissenschaftlichen  Hochmut  umschlägt,  so  daß  sie,  um  mit 
Herrn  F.  Klein  zu  reden,  als  praktische  Lehrer  die  längst  vergessenen 
Elemente  nur  mit  Widerwillen  als  ihrer  nicht  würdig  wieder  vor- 
nehmen und,  für  ihren  Beruf  verdorben,  sich  in  selbstgefälliger  Unzu- 
friedenheit verzehren?  Und  ist  es  nicht  ebenso  bedauerlich,  daß  so 
mancher  Lehi-er  die  auf  der  Universität  erworbene  wissenschaftliche 
Ausbildung  bald  als  unnütz  über  Bord  wirft  und  mit  voller  Kraft 
dem  Lande  der  Banausen  zusteuert?  In  der  Tat  ist  es  eine  betrübende 
Erscheinung,  daß  sich  seit  mehr  als  fünfzig  Jahren  zwischen  Universitäts- 
wissenschaft und  Schulunterricht  eine  tiefe  Kluft  aufgetan  hat,  die  beiden 
Teilen  zum  Schaden  gereicht.  Denn  wenn  die  Fühlung  mit  der 
Wissenschaft  verloren  geht,  kann  sich  der  Lehrerstand,  trotz  aller 
äußeren  Anerkennung,  nicht  auf  der  von  ihm  beanspruchten  Höhe 
halten,  die  Wissenschaft  aber  leidet  nicht  nur  durch  den  Yerlust  so 
vieler  wertvoller  Mitarbeiter,  sondern  gerät  auch  in  die  Gefahr,  den 
Zusammenhang  mit  der  Wirklichkeit  ganz  zu  verlieren  und  einseitigem 
Spezialistentum  anheimzufallen. 

Glücklicherweise  hat  man  begonnen,  diese  Kluft  von  beiden  Seiten 
her  auszufüllen.  Von  Seiten  der  Schule,  indem  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  und  der  Koordinatenbegriff  in  den  Lehrplan  aufgenommen 
und  die  Behandlung  des  Funktionsbegriffes  empfohlen  worden  ist;  auch 
die  Ferienkurse  und  die  neuerdings  von  Herrn  Latrille  vorgeschlagenen 
Informationskurse  gehören  hierher.  Yon  selten  der  Universität,  indem 
den  Anwendungen  fest  überall  mehr  Raum  gegönnt  wurde.  Ein  weiterer 
Schritt  in  dieser  Richtung  würden  Vorlesungen  sein,  in  denen  die 
Elementar- Mathematik  von  einem  höheren  Standpunkte  aus  behandelt 
wird.  Solche  Vorlesungen  würden  sich  mit  Leichtigkeit  in  den  her- 
kömmlichen Unterrichtsbetrieb  eingliedern  lassen,  sie  würden  die  spätere 
pädagogische  Ausbildung  der  Lehramtskandidaten  erheblich  erleichtem, 
sie  würden  dazu  beitragen,  daß  der  Lehrer  der  Mathematik  mit  der 
Entwickelung  seiner  Wissenschaft  in  Beziehung  bleibt. 

Vorlesungen  über  Gegenstände  der  Elementar  -  Mathematik  sind 
nichts  Neues  ftir  die  Universitäten.  Um  nur  einige  Tatsachen  aus  der 
neuesten  Zeit  anzuführen,  so  hat  Herr  H.  Weber  seit  dem  Jahre  1888 
in   Marburg,    Göttingen   und   Straßburg   über   Enzyklopädie   der   Ele- 
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mentarmathematik  gelesen;  in  Straßburg  ist  ihm  neuerdings  Herr  Simon 
an  die  Seite  getreten.  Im  Anschluß  an  seine  Vorlesungen  läßt  Herr 
Weber  in  Gemeinschafk  mit  Herrn  Wellstein  eine  dreibändige  Enzy- 
klopädie der  Elementar-Mathematik  erscheinen,  von  der  bereits  der  erste 
Band,  elementare  Algebra  und  Analjsis,  vorliegt,  während  wir  von 
Herrn  Simon  einen  Artikel  über  elementare  Geometrie  im  dritten 
Bande  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  zu  er- 
warten haben.  Ferner  hat  Herr  F.  Klein  in  einer  bald  darauf  ver- 
öffentlichten Vorlesung  des  Sommersemesters  1894  dargelegt,  was  die 
moderne  Wissenschaft  über  die  Möglichkeit  elementar  >  geometrischer 
Konstruktionen  zu  sagen  weiß.  Endlich  wird  von  Herrn  F.  W.  Meyer 
in  Königsberg  seit  1898  ein  Repetitorium  der  Elementar-Mathematik 
abgehalten.  Bemerkenswert  ist  auch,  daß  die  ausländischen  Fach- 
genossen lebhaften  Anteil  an  den  Elementen  nehmen.  In  Frankreich 
haben  so  hervorragende  Forscher  wie  die  Herren  Appell,  Boutroux, 
Borel,  Hadamard,  Jules  und  Paul  Tannery  es  nicht  verschmäht, 
Lehrbücher  über  Gegenstände  aus  der  Elementar-Mathematik  zu  ver- 
fassen, und  sie  haben  sich  dieser  Aufgabe  mit  glänzendem  Geschick 
entledigt.  In  Italien  hat  die  elementare  Geometrie  durch  die  Herren 
Veronese  und  Ingrami  eine  neue,  strengere  Darstellung  erfehren; 
dazu  kommt  die  Sammlung  von  Aufsätzen  über  die  Probleme  der 
Elementargeometrie,  die  wir  Herrn  Enriques  verdanken.  In  England 
endlich,  wo  Euklids  Elemente  noch  immer  dem  elementaren  Unter- 
richte in  der  Mathematik  zugrunde  liegen,  sind  doch  Bestrebungen 
vorhanden,  die  auf  eine  Reform  hinzielen.  In  diesem  Zusammenhange 
sei  noch  erwähnt,  daß  in  Deutschland,  Frankreich  und  Italien  eine 
Reihe  von  Zeitschriften  die  elementare  Mathematik  pflegt,  an  denen 
Hochschullehrer  eifrig  mitarbeiten. 

Wenn  man  auch  unter  diesen  Umständen  annehmen  darf,  daß  der  Vor- 
schlag, Vorlesungen  über  Elementar-Mathematik  zu  einem  integrierenden 
Bestandteile  des  Programmes  der  Universitäten  zu  machen,  allgemeine  Zu- 
stimmung Anden  wird,  so  wird  freilich  seine  praktische  Durchfiihrung  an 
manchen  Orten  auf  Schwierigkeiten  stoßen.  Wo  die  Mathematik  nur  durch 
zwei  oder  gar  nur  durch  einen  Dozenten  vertreten  ist,  da  werden  sich 
allerdings  keine  neuen  Vorlesungen  einrichten  lassen.  Hoffen  wir,  daß 
die  dem  Kongresse  unterbreitete  Resolution,  wonach  dieser  den  Bestre- 
bungen der  Mathematiker,  daß  überall  die  für  den  modernen  Betrieb  der 
Mathematik  erforderlichen  Einrichtungen  getroffen  werden,  seine  wärmste 
Sympathie  ausspricht  und  den  Wunsch  äußert,  daß  die  Regierungen 
diese  Bestrebungen  unterstützen  mögen,  Annahme  finde  und  dazu  bei- 
trage, daß  so  unwürdigen  Zuständen  bald  ein  Ende  gemacht  wird. 
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Wenn  ein  junger  Mann  die  Universität  bezieht,  um  Mathematik 
zu  studieren,  so  brennt  er  darauf,  die  neuen,  lockenden  Gebiete  zu  be- 
treten, die  sich  ihm  in  der  höheren  Analjsis  und  in  der  höheren  Geo- 
metrie eröffiien.  Nimmt  man  hinzu,  daß  die  Auffassung  der  Elementar- 
Mathematik,  die  in  den  von  mir  vorgeschlagenen  Vorlesungen  zur 
Geltung  kommen  soll,  eine  gewisse  Reife  des  Urteils  voraussetzt,  die 
erst  durch  längere  Beschäftigung  mit  der  höheren  Mathematik  er- 
worben werden  kann,  so  ergibt  sich,  daß  diese  Vorlesungen  an  das 
Ende  der  Studienzeit  gehören;  man  könnte  sie  geradezu  als  einen 
Übergang  zu  der  praktischen  Tätigkeit  des  Unterrichtens  bezeichnen. 
Um  Mißverständnissen  vorzubeugen,  möchte  ich  hinzufügen,  daß  wir 
vielleicht  noch  einmal  genötigt  sein  werden,  auch  an  den  Anfang  der 
Studienzeit  gewisse  elementare  Vorlesungen  zu  stellen,  nämlich  Kurse 
in  den  Elementen  der  höheren  Mathematik  für  Studierende,  die  von  den 
humanistischen  Gymnasien  kommen;  auf  diese  Frage  einzugehen,  ist 
jedoch  wohl  noch  verfrüht. 

Die  Aufgabe  der  Vorlesungen  über  Elementar-Mathematik  muß 
vor  allem  sein,  Interesse  für  die  Elemente  zu  erwecken.  Es  liegt  in 
der  Natur  des  mathematischen  Schulunterrichtes,  daß  der  Lehrer  sich 
auf  die  Mitteilung  von  Dingen  beschränkt,  deren  wissenschaftliche 
Untersuchung  vollständig  erledigt  ist  oder  es  doch  zu  sein  scheint,  und 
daß  er  sich  bemüht,  etwas  Abgeschlossenes  zu  geben.  Hieraus  erklärt 
sich  wohl  die  Tatsache,  daß  der  Mathematiker  von  Fach  so  oft  von 
Laien  gefragt  wird,  womit  er  sich  denn  eigentlich  beschäftige;  die 
Probleme  der  Mathematik  seien  doch  einfacher  Natur  und  im  Grunde 
längst  gelöst.  Wenn  man  ihm  sagt,  daß  die  Mathematik  eine  in  der 
lebendigsten  Entwickelung  begriffene  Wissenschaft  sei,  in  der  man 
noch  Großes  leisten  könne,  so  begegnet  man  einem  ungläubigen  Staunen, 
das  sich  je  nach  der  Erziehung  des  Fragenden  in  mehr  oder  weniger 
höflicher  Form  äußert.  Aber  auch  die  Studierenden  der  Mathematik 
meinen  nicht  selten,  daß  es  sich  in  den  Elementen  um  längst  abgetane, 
fertige  Dinge  handle,  und  das  Fertige  hat  für  die  Jugend  keinen 
Reiz.  Es  müßte  daher  in  den  Vorlesungen  duich  eine  historische 
Betrachtung  nachgewiesen  werden,  daß  die  sogenannten  Elemente  gar 
nichts  Festes  sind,  daß  nicht  nur  ihre  Form,  sondern  auch  ihr  Inhalt 
im  Laufe  der  Zeit  gewaltige  Änderungen  erfahren  hat;  man  denke 
etwa  an  Euklids  Elemente  und  ein  modernes  Lehrbuch  der  Geometrie. 
Es  müßte  femer  durch  eine  meritorische  Untersuchung  gezeigt  werden, 
daß  sich  zwischen  den  Elementen  und  der  sogenannten  höheren  Mathe- 
matik gar  keine  scharfe  Grenze  ziehen  läßt,  weder  dem  Gegenstande 
noch  der  Methode  nach.     Denn  einerseits  liefei-t  die  Eleraentar-Mathe- 
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matik  bereits  Probleme^  deren  Bebandlimg  und,  wenn  sie  möglich  ist^ 
vollständige  Lösung  Hilfsmittel  der  höheren  Mathematik  erfordert, 
man  denke  an  das  Problem  der  Primzahlen,  die  Dreiteilung  des  Winkels, 
die  Quadratur  des  Kreises,  und  es  kann  in  ihr  der  Grenzbegriff  nicht 
entbehrt  werden,  der  somit  keineswegs  der  höheren  Mathematik  eigen- 
tümlich ist;  andererseits  sieht  man  sich  in  dieser  häufig  veranlaßt,  auf 
die  Elemente  zurückzugreifen  und  die  alten  Probleme  mit  neuen  Mitteln 
zu  behandeln,  man  denke  etwa  an  die  schönen  Untersuchungen  von 
Herrn  Study  über  sphärische  Trigonometrie.  Endlich  müßte  dargelegt 
werden,  welche  Schwierigkeiten  prinzipieller  Natur  gerade  in  den  scheinbar 
einfachsten  Teilen  der  Mathematik  verborgen  liegen,  so  daß  nicht  nur  das 
Ende,  sondern  auch  der  Anfang  der  Mathematik  in  Dunkel  gehüUt  ist. 

In  engem  Zusammenhange  hiermit  steht  die  zweite  Aufgabe  der 
Vorlesungen,  tiefere  Einsicht  in  die  Elemente  zu  vermitteln.  Wie 
Herr  Meyer  sehr  richtig  bemerkt  hat,  sollte  der  Lehrer  für  sich  auf 
einem  höheren  Standpunkte  stehen,  als  er  den  Schülern  gegenüber  ein- 
zunehmen genötigt  ist,  sonst  kann  er  den  Stoff  nicht  beherrschen  und 
ist  gezwungen,  da  seine  Zeit  knapp  ist,  sich  dem  Gange  zweifelhafter 
Lehrbücher  anzuvertrauen.  Die  Durchführimg  im  einzelnen  wird,  wie 
bei  jeder  akademischen  Vorlesung,  von  der  Individualität  des  Vor- 
tragenden abhängen;  immerhin  wird  es  aber  möglich  und  nützlich  sein 
einige  allgemeine  Gesichtspunkte  anzugeben.  Zwei  Momente  scheinen 
mir  gleichmäßige  Berücksichtigung  zu  verlangen:  das  spezifisch-mathe- 
matische und  das  historisch-literarische. 

Was  das  spezifisch -mathematische  Moment  betrifft,  so  kann  ich 
mich  als  auf  ein  Vorbild,  wie  der  Stoff  zu  behandeln  ist,  auf  die  ele- 
mentare Algebra  und  Analysis  von  Herrn  Weber  berufen.  Nicht  als 
ob  ich  meinte,  daß  das  ganze,  in  dem  umfangreichen  Bande  enthaltene 
Material  vorgetragen  werden  sollte  und  als  ob  die  von  Herrn  Weber 
gewählte  Anordnung  beibehalten  werden  müsse,  vielmehr  wird  es 
darauf  ankommen,  den  Hörern  eine  Übersicht  über  das  Ganze  der 
Elementar -Mathematik  zu  geben  und  sie  zu  veranlassen  und  zu  be- 
fähigen, das  Webersche  Werk  selbst  mit  Erfolg  in  die  Hand  zu  nehmen. 

Eine  unentbehrliche  Ei^änzung  der  Vorlesungen  scheinen  mir 
Übungen  zu  bilden,  in  denen  die  Lösung  von  Aufgaben  behandelt  wird. 
Es  gibt  in  den  Elementen  eine  Fülle  der  schönsten  Aufgaben,  an  die 
sich  zu  machen  jeden  reizen  muß,  der  ein  Herz  für  Mathematik  hat. 
Ein  Meister  auch  auf  diesem  Gebiete  ist  Cayley  gewesen;  es  würde 
ein  dankenswertes  Unternehmen  sein,  wenn  jemand  eine  Auswahl  der 
von  ihm  behandelten  Aufgaben  herausgeben  wollte.  Während  gegen- 
wärtig ein  großer  Teil  der  Studierenden  der  selbständigen  Lösung  solcher 
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Aufgaben  mit  kläglicher  Zaghaftigkeit  und  tappendem  Ungeschick  gegen- 
übertritt, sollten  wir  es  dahin  bringen,  daß  sie  wetteifern,  die  eleganteste 
Lösung  zu  liefem.  Auch  die  gemeinsame  Lektüre  von  Euklids  Elementen 
ist,  wie  mir  die  Erfahrung  gezeigt  hat,  ein  dankbares  Thema  bei 
solchen  Übungen.  Die  Beteiligung  an  ihnen  scheint  mir  nicht  minder 
wichtig  zu  sein  als  die  an  den  Übungen  der  mathematischen  Seminare. 

Beides:  Interesse  und  tiefere  Einsicht  wird  wesentlich  gefordert 
durch  die  Berücksichtigung  des  historisch-literarischen  Momentes.  Wer 
mathematischen  Unterricht  erteilt,  sollte  etwas  wissen  über  die  Ge- 
schichte der  Dinge,  von  denen  er  redet;  er  sollte  zum  Beispiel  dem 
Schüler  erzählen  können,  wie  die  logarithmisch-trigonometrischen  Tafeln 
entstanden  sind,  die  er  ihm  in  die  Hand  gibt.  Geschichtliche  Einsicht 
hat  aber  für  den  Lehrer  noch  höheren  Wert  Was  uns  jetzt  als 
selbstverständlich  erscheint,  ist  das  Ergebnis  langer  Entwickelungen. 
Daher  gibt  nur  das  Studium  der  Geschichte  VerstÄndnis  für  die 
Schwierigkeiten,  die  überwunden  werden  mußten,  damit  auch  nur  die 
allereinfachsten  mathematischen  Wahrheiten  errungen  wurden.  Der 
historisch  gebildete  Mathematiker  wird  deshalb  die  Nöte  des  Schülers 
begreifen  und  mitfühlen,  der  in  die  Elemente  einzudringen  sich  müht. 

So  wünschenswert  demnach  die  Einfügung  geschichtlicher  Be- 
trachtungen erscheint,  so  schwierig  war  es  doch  bis  vor  kurzem,  sich 
die  erforderlichen  Daten  zu  verschaffen.  Erfreulicherweise  steht  es 
jetzt  besser,  wo  wir  die  Notions  math^matiques  von  Herrn  Tannery 
und  die  Geschichte  der  Elementar-Mathematik  von  Herrn  Tropfke  be- 
sitzen. Auch  ist  zu  hoffen,  daß  uns  die  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  in  dieser  Beziehung  nützlich  sein  wird. 

Neben  Angaben  über  die  Geschichte  der  Mathematik  würde  ich 
Bemerkungen  über  die  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichtes  für 
angebracht  halten;  gehört  doch  auch  das  Unterrichts wesen  zu  den 
Lebensäußerungen  des  Organismus,  den  wir  Mathematik  nennen.  Es 
könnte  nichts  schaden,  wenn  dabei  gelegentlich  die  Lehrpläne  imserer 
höheren  Schulen  zur  Besprechung  gelangten,  mit  denen  sich  zu  be- 
schäftigen auch  die  Universitätsdozenten  Veranlassung  haben.  Endlich 
müßten  die  literarischen  Hilfsmittel  angegeben  werden,  die  der  Studierende 
zu  seiner  Weiterbildung  gebrauchen  soll,  wobei  vor  allem  die  im  Laufe 
dieses  Vortrages  angeführten  Veröffentlichungen  in  Betracht  kämen. 

Von  der  ausgiebigen  Berücksichtigung  des  historisch -literarischen 
Momentes  verspreche  ich  mir  noch  einen  weiteren  Vorteil,  den  ich 
nicht  unerwähnt  lassen  darf.  Daß  ein  vielbeschäftigter  Lehrer  gleich- 
zeitig mathematisch-produktiv  tätig  ist,  wird  leider  immer  schwieriger, 
denn  die  moderne  Wissenschaft  arbeitet  mit  so  verwickelten  Hilfsmitteln, 
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daß  nur  beständige  Übung  zu  schöpferischen  Leistungen  befähigt.  Da- 
gegen bietet  die  geschichtliche  Forschung  noch  weitere  Probleme^ 
deren  Lösung  von  Interesse  ist  und  an  denen  ein  jeder  arbeiten  kann, 
der  historischen  Sinn  und  allgemeine  Bildung  besitzt.  Für  solche 
geschichtliche  Forschungen,  die  die  Fühlung  mit  der  lebendigen  Wissen- 
schaft erhalten,  scheinen  mir  besonders  die  Lehrer  an  den  humanistischen 
Anstalten  berufen  zu  sein,  deren  Bildungsideal  man  wohl  als  Erziehung 
des  historischen  Sinnes  bezeichnen  darf. 

Es  ist  wohl  kaum  nötig,  ausdrücklich  hervorzuheben,  daß  es  nicht 
meine  Meinung  sein  kann,  die  in  einer  solchen  Vorlesung  über  Ele- 
mentar-Mathematik  vorgetragenen  Dinge,  also  etwa  die  Untersuchungen 
über  die  Grundlagen  der  Arithmetik  und  der  Geometrie,  sollten  un- 
mittelbare Verwendung  für  den  Unterricht  finden.  Wohl  aber  bin  ich 
überzeugt,  daß  diese  Vorlesungen  ein  gut  Teil  zur  Vertiefung  und  Be- 
reicherung des  Unterrichtes  beitragen  können,  indem  sie  sozusagen 
dessen  potentielle  Energie  steigern. 

Indem  ich  schließe,  möchte  ich  die  Ergebnisse  meiner  Betrachtungen 
in  Form  von  Thesen  zusammenfassen: 
L  Die    praktisch-pädagogische    Ausbildung    der    Lehramtskandidaten 
gehört  nicht  an  die  Universität. 
IL  Wohl  aber  ist  zu  wünschen,  daß  die  gegenwärtig  noch  bestehende  Kluft 
zwischen  Universitäts  Wissenschaft  und  Schulunterricht  ausgefüllt  werde, 
in.  Außer  Ferien-  und  Informationskursen,  an  denen  die  Universitäten 
mitzuwirken  berufen  sind,  würde  bei  dem  eigentlichen  Unterrichts- 
betriebe für  diesen  Zweck  in  Betracht  kommen: 

1.  Ausgiebige  Berücksichtigung  der  Anwendungen, 

2.  Vorlesungen,  in  denen  die  Elemente  von  einem  höheren  Stand- 
punkte aus  behandelt  werden. 

rV.  Solche  Vorlesungen  über  Elementarmathematik  würden 

1.  sich  dem  herkömmlichen  Universitätsunterrichte  mit  Leichtigkeit 
eingliedern  lassen,  und  zwar  sollten  sie  am  Schluß  der  Studienzeit 
ihre  Stelle  finden, 

2.  die  künftige  pädagogische  Ausbildung  wirksam  unterstützen, 

3.  dazu  beitragen,  daß  die  Lehrer  der  Mathematik  in  lebendiger 
Fühlung  mit  ihrer  Wissenschaft  bleiben. 

V.  Damit  dieses  Ziel  erreicht  werde,  sollen  diese  Vorlesungen 

1.  das  Interesse  für  die  Elemente  erwecken, 

2.  tiefere  Einsicht  in  sie  vermitteln,  wobei 

a)  das  spezifisch -mathematische 

b)  das  historisch-literarische  Moment 
gleichmäßige  Berücksichtigung  erfordern. 


Bemerkungen  über  den  mathematischen  Unterricht  an  den 
technischen  Hochschulen  in  Deutschland. 

Von 
B.  Fricke  ans  Braunschweig. 


Wenn  ich  mir  infolge  einer  liebenswürdigen  Aufforderung  unseres 
Herrn  Einführenden  ein  paar  Bemerkungen  über  den  mathematischen 
Unterricht  an  den  deutschen  technischen  Hochschulen  erlauben  möchte, 
so  glaube  ich  mir  betreffs  des  Umfangs  dieser  Bemerkungen  aus  yerschie- 
denen  Rücksichten  Reserve  auferlegen  zu  müssen.  Einmal  haben  wir  ja 
die  Ehre,  eine  internationale  Zusammenkunft  hier  in  Heidelberg  begrüßen 
zu  dürfen,  und  es  wird  demnach  nicht  gestattet  sein,  einen  allzu  breiten 
Raum  für  spezielle  deutsche  Fragen  zu  beanspruchen,  deren  aus- 
führlichere Diskussion  vielmehr  vor  das  Forum  unserer  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung  gehört.  Andrerseits  ist  der  mathematische 
Hochschulunterricht  in  Deutschland  seit  Mitte  der  neunziger  Jahre 
vorigen  Jahrhimderts  von  den  gesamten  an  ihm  interessierten  Kreisen  so 
ausführlich  und  lebhaft  pro  und  contra  besprochen  worden,  daß  es  heute 
nicht  wohl  möglich  ist,  mit  wesentlich  neuen  Gesichtspunkten  an  diesen 
Gegenstand  heranzutreten.  Ich  möchte  somit  meine  Aufgabe  darauf 
beschränken,  Sie  in  möglichster  Kürze  an  einige  der  markantesten  Züge 
zu  erinnern,  welche  in  der  neueren  Entwicklung  des  mathematischen 
Hochschnlunterrichts  hervorgetreten  sind. 

Ich  hatte  den  Beginn  jener  lebhaften,  den  mathematischen  Unter- 
richt kritisierenden  Strömung  auf  die  Mitte  der  neunziger  Jahre  vorigen 
Jahrhunderts  angesetzt.  Damals  war  es,  als  vor  allen  Hr.  Ried  1er  in 
Gharlottenburg  in  zahlreichen  Reden  und  Abhandlungen  die  Frage  der 
Ingienieurerziehung  behandelte,  als  er  speziell  den  mathematischen 
Unterricht  betreffend  die  Worte  aussprach:  „Es  muß  mit  dem  ein- 
seitigen, auch  die  Schulen  beherrschenden  Universitätsgeiste,  der  von 
der  Wirklichkeit  der  Dinge  ablenkt,  prinzipiell  gebrochen  werden.'^ 

Solche  Worte  fanden  an  den  verschiedensten  Stellen  lebhaften 
Widerhall,  und  da  mau  alsbald  an  den  Plan  einer  Einschränkung  des 
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mathematischen  Unterrichts  herantrat^  so  war  es  an  den  Mathematikern, 
sich  zu  sammeln,  um  gegen  die  entstandene  Strömung  ihrerseits  Stellung 
zu  nehmen.  Dies  ist  im  Herbst  1896  geschehen,  wo  die  Lehrer  der 
Mathematik  an  den  technischen  Hochschulen  zu  einer  zweitägigen  Be- 
sprechung der  schwebenden  Fragen  in  Darmstadt  zusammenkamen. 
Das  Ergebnis  dieser  Besprechungen  wurde  in  einem  Protokoll  nieder- 
gelegt, welches  späterhin  die  Zustimmung  sämtlicher  Professoren  der 
Mathematik  an  den  deutschen  technischen  Hochschulen  gewann.  Ein 
Sturm  der  Entgegnungen  wurde  entfesselt,  als  dieses  Protokoll  an  die 
Öffentlichkeit  trat.  Vor  allen  waren  es  die  Herren  Barkhausen  in 
Hannover  und  Mohr  in  Dresden,  welche  sich  durch  ausführliche  und 
sehr  beachtenswerte  Erwiderungen  hervortaten. 

Nichts  liegt  mir  femer,  als  einem  Wiederaufleben  der  damaligen 
Diskussion  das  Wort  zu  reden.  Acht  Jahre  liegen  dazwischen,  und 
wir  alle  sehen  wohl  heute  die  damalige  Lage  mit  anderen  Augen  an. 
Ich  für  mein  Teil  will  nicht  anstehen  zu  erklären,  daß  ich  nach  meiner 
heutigen  Überzeugung  das  Darmstädter  Protokoll  nach  Form  und  In- 
halt fcLr  unzweckmäßig  halte.  Ich  finde  den  Streit,  ob  die  Mathematik 
eine  HiKswissenschaft  oder  eine  Grundwissenschaft  der  Technik  genannt 
werden  soll,  öde  und  gleichgültig.  Das  aber  ist  meine  Überzeugung, 
daß  das  zentrale  Lehrgebiet  jeder  technischen  Unterrichts- 
anstalt die  „technische  Mechanik^'  ist,  und  daß  die  Mathe- 
matik insoweit  und  nur  insoweit  zum  Vortrage  kommen  muß, 
als  sie  zum  Verständnis  der  technischen  Mechanik  und  zur 
wissenschaftlichen  Fortentwicklung  derselben  erforderlich 
ist.  Ich  habe  gerne  Gelegenheit  gesucht,  mich  mit  technischen  Kollegen 
über  prinzipielle  Fragen  des  Hochschulunterrichts  zu  unterhalten,  und 
ich  habe  auf  Grundlage  der  gekennzeichneten  Auffassung  gutes  Ein- 
vernehmen erzielt. 

Eine  verständnisvolle  Führung  des  Lehramtes  der  technischen 
Mechanik  ist  für  den  Gesamtorganismus  einer  technischen  Hochschule 
von  größter  Bedeutung.  Die  technische  Hochschule  ist  in  bezug  auf 
die  Zusammensetzung  ihres  Lehrkörpers  namentlich  im  Vergleich  zur 
Universität  in  einer  bösen  Lage.  Eine  Anzahl  insonderheit  vorbereitender 
Lehrfächer  ist  mit  Dozenten  zu  besetzen,  welche  ihre  Ausbildung  an  der 
Universität  gefunden  haben.  Die  eigentlichen  technischen  Wissenschaften 
aber  werden  von  Lehrern  vertreten,  welche  an  den  Hochschulen  selber 
vorgebildet  sind,  und  welche  eben  deshalb  von  vornherein  den  Geist 
der  Anstalten,  an  denen  sie  zu  wirken  haben,  weit  besser  kennen.  Ge- 
wöhnlich aber  sind  diese  Lehrer  auch  noch  durch  die  Schule  der  tech- 
nischen Praxis  gegangen  und  haben  auf  diese  Weise  noch  in  erhöhtem 
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Maße  die  Fähigkeit  gewonnen,  die  Aasbildung  der  künftigen  Ingenieare 
in  die  rechten  Wege  zn  leiten.  Da  gibt  es  eine  klaffende  Lücke  im 
Lehrkörper  der  Hochschulen.  Und  wenn  ich  auch  der  festen  Hofihung 
bin,  daß  wir  im  Laufe  der  Zeit  für  die  Ausbildung  der  künftigen 
Lehrer  an  den  Hochschulen  einen  Weg  finden  werden,  der  diese 
Schwierigkeit  für  immer  hebt,  so  zeigt  sich  die  tiefgehende  Lücke 
heute  wohl  noch  für  jeden,  der  in  den  inneren  Organismus  einer  tech- 
nischen Hochschule  hineinsieht.  Vor  längerem  hörte  ich  einmal  hier- 
über eine  drastische  Äußerung  eines  Lehrers  der  Technik,  obwohl 
gerade  dieser  mit  einem  Mathematiker  zusammenarbeitete,  der  auf 
technische  Ideen  mehr  als  mancher  andere  einzugehen  verstand.  Er 
erzählte,  der  Mathematiker  habe  bei  einem  einzelnen  Probleme  immer 
erst  zwei  Tage  nötig  gehabt,  um  sich  überhaupt  die  technische 
Auffassung  der  Sache  zu  eigen  zu  machen.  Dann  bringe  er  sie  auf 
seine  Art  in  eine  Form;  und  nun  habe  er  selbst,  der  Techniker, 
zwei  Tage  nötig,  um  sich  zum  Verständnis  der  mathematischen  Auf- 
fassung durchzuarbeiten.  Da  denkt  man  unwillkürlich  an  Goethes 
Wort:  „Die  Mathematiker  sind  eine  Art  Franzosen:  redet  man  zu 
ihnen,  so  übersetzen  sie  es  in  ihre  Sprache,  und  dann  ist  es  alsobald  ganz 
etwas  anderes."  Ich  meine,  an  dieser  Stelle  hat  der  technische  Mecha- 
niker einen  höchst  wichtigen  Beruf,  nämlich  als  Dolmetscher  zu  wirken 
zwischen  den  Technikern  und  Mathematikern,  sie  zum  gegenseitigen 
Verständnis  und  zu  einer  ersprießlichen  Zusammenarbeit  zu  bringen. 

Wenn  ich  auch  vorhin  die  Mathematik  zur  Gehilfin  der  tech- 
nischen Mechanik  machte,  so  meine  ich  nicht,  daß  sie  dabei  schlecht 
fahren  wird.  Indem  ich  dies  Verhältnis  noch  ein  wenig  mehr  in  die 
Einzelheiten  verfolge,  finde  ich  hierbei  zugleich  Gelegenheit,  mich  noch 
über  ein  paar  weitere  Gesichtspunkte,  die  mir  wichtig  scheinen,  zu  äußern. 

In  welchem  Umfange  würde  denn  die  Mathematik,  wenn  die  aus- 
gesprochene Thesis  als  zu  Recht  bestehend  anerkannt  wird,  an  den 
technischen  Hochschulen  zum  Vortrage  gelangen?  Ich  erinnere  zu- 
nächst an  einen  Ausspruch,  der  seinei-zeit  von  technischer  Seite  gemacht 
wurde,  daß  nämlich  7io  ^^^^  technischen  Aufgaben  mit  Hilfe  der 
Elementarmathematik  lösbar  seien.  Mag  dieses  Verhältnis  auch  ein 
wenig  hoch  gegriffen  sein,  unzweifelhaft  bleibt,  daß  eine  gründliche 
Schulimg  in  der  niederen  Mathematik  eigentlich  eine  unerläßliche  Vor- 
bedingung für  das  Ergi-eifen  des  Ingenieurberufs  sein  sollte.  Aber 
ebenso  unzweifelhaft  steht  fest,  daß  die  technische  Hochschule  auch 
für  ihre  Durchschnittsstudenten  nie  die  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung  wird  entbehren  können.  Bereits  bei  den  ersten  Grund- 
lagen der  technischen  Mechanik,  weim  es  sich  z.  B.  um  Schwerpunkts- 
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bestimmungeu  oder  um  TrägheitBmomente  handelt^  ist  die  IntegptJ.- 
rechnung  unentbehrlich.  Die  Hilfsmittel  der  Differentialrechnung  müssen 
dem  wissenschaftlich  arbeitenden  Techniker  auf  Schritt  und  Tritt  zur 
Hand  sein;  er  muß  in  seiner  Weise  immer  wieder  dem  Worte  folgen, 
das  Kronecker  allerdings  nicht  ganz  richtig  Goethes  Faust  entnahm: 

,,Du  kannst  im  Großen  nichts  yerrichten 
Und  fängst  es  nun  im  Kleinen  an/^ 

So  ist  denn  auch  kaum  je  ernstlich  daran  gedacht  worden,  den  Unter- 
richt in  den  Elementen  der  höheren  Analysis  von  der  technischen 
Hochschule  zu  bannen. 

Gleichwohl  ist  gegen  diesen  Unterricht  neuestens  eine  schwere 
Gefahr  im  Anzüge,  die  ich  zu  charakterisieren  nicht  unterlassen  darf. 
Es  ist  eine  Bewegung  entstanden,  die  den  Unterricht  in  den  Elementen 
der  höheren  Analysis  an  die  Oberklasse  der  Gymnasien  und  Real- 
anstalten  zu  bringen  strebt.  Hr.  Geheimrat  Klein  hat  diesen  Stand- 
punkt mit  großer  Energie  aufgegriffen  und  neuestens  im  Kreise  der 
führenden  Techniker  sowie  bei  den  Regierungen  dafür  Propaganda 
gemacht.  Ich  will  gar  nicht  verkennen,  daß  dieser  Plan  für  den  Uni- 
versitätsunterricht seine  Vorteile  haben  mag.  Da  gibt  es  eine  Reihe 
von  Fächern,  bei  denen  die  Kenntnis  der  Elemente  der  Differential- 
und  Integralrechnung  von  Nutzen  ist.  Den  Studierenden  werden  ein- 
führende Vorlesungen  geboten.  Aber  sie  verspüren  im  Gefühle  ihrer 
jungen  akademischen  Freiheit  wenig  Lust,  diese  Vorlesungen,  die  ja 
nicht  eigentlich  zu  ihrem  Fachstudium  gehören,  bis  zu  ihrem  Ende  zu 
hören.  Da  liegt  ja  der  Wunsch  nahe,  ihnen  die  Sache  im  Schulzwange 
noch  kurz  vor  Schluß  beizubringen.  Aber  es  möchte  sehr  die  Frage 
sein,  ob  eine  solche  Maßregel  zum  Nutzen  der  Schule  ausschlägt. 
Mag  der  Schulunterricht  auch  hier  und  da  an  den  Grenzbegriff  heran- 
führen. Von  solchen  vereinzelten  Beispielen  ist  es  noch  ein  weiter 
Schritt  bis  zur  Erfassung  der  Grundbegriffe  in  allgemeiner  Gestalt  und 
bis  zum  verständnisvollen  Gebrauche  allgemeiner  Symbole;  ich  habe 
diese  Erfahrung  im  Unterrichte  immer  wieder  aufs  neue  machen  müssen. 
Mag  auch  der  alte  Süvernsche  Lehrplan,  der  jedoch  in  der  Haupt- 
sache wohl  nur  auf  dem  Papiere  gestanden  hat,  in  der  fraglichen  Rich- 
tung merkwürdig  weit  gegangen  sein;  bei  dem  heutigen  Standpunkte 
besonders  unserer  humanistischen  Gymnasien  scheint  mir  die  Über- 
nahme der  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  in  das 
Abiturientenjahr  höchst  bedenklich  zu  sein  und  wird  jedenfalls  leb- 
haften Widerspruch  erwecken.  Man  möchte  demnach  die  Frage  viel- 
leicht für  keine  sehr  akute  halten.  Indes  dürfen  wir  nicht  vergessen, 
daß  die  Preußische  Unterrichtsverwaltung  neuestens  z.  B.  in  der  Be- 
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rechtigungsfrage  sehr  radikal  und  dabei  unabhängig  von  den  übrigen 
deutschen  Bundesstaaten  vorgegangen  ist.  Wir  könnten  demnach  auch 
in  der  hier  in  Rede  stehenden  Frage  eine  Überraschung  erleben,  welche 
dann  zumal  die  norddeutschen  Kleinstaaten  in  eine  Zwangslage  ver- 
setzen würde.  Ich  meine^  daß  wir  demnach  allen  Anlaß  haben,  zu 
dieser  Frage  Stellung  zu  nehmen,  um  so  mehr  als  bei  derselben  ein 
wichtiges  Interesse  der  technischen  Hochschulen  auf  dem  Spiele  steht. 
Es  ist  gewiß  nicht  der  Zielpunkt  der  angestrebten  Neuerung,  den 
Untemcht  in  der  höheren  Analysis  an  den  technischen  Hochschulen 
zu  untergraben,  und  doch  ist  eine  höchst  gefährliche  Wirkung  nach 
dieser  Richtung  zu  befürchten.  Wir  dürfen  eben  nicht  vergessen,  daß 
der  normale  Studierende  der  Technik  die  Mathematik  doch  nur  als  ein 
notwendiges  Übel  ansieht.  Daß  ihm  die  Schule  die  Kenntnis  der  höhe- 
ren Analysis  in  solchem  Umfange  vermittelt,  wie  er  sie  zum  Verständ- 
nis der  späteren  technischen  Vorlesungen  braucht,  ist  ja  selbstverständ- 
lich ausgeschlossen.  Statt  dessen  wird  er  nun  mit  einer  Halbbildung 
zu  uns  kommen,  und  da  ist  die  große  Gefahr  nicht  zu  verkennen,  daß 
ihn  diese  Halbbildung  überhebend  und  ablehnend  gegenüber  einem 
Unterrichte  macht,  den  auszuüben  die  Pflicht  und  das  Recht  der  tech- 
nischen Hochschule  ist.  Ich  meine  in  der  Tat,  die  technischen 
Hochschulen  sollten  den  ordnungsmäßigen  Unterricht  in  den 
Elementen  der  höheren  Analysis  als  ihr  Gebiet  reklamieren 
und  sich  demnach  den  Tendenzen,  auch  nur  einen  Teil  dieses 
Unterrichts  an  die  Mittelschulen  zu  verschieben,  ablehnend 
gegenüberstellen.*) 

Ich  komme  zu  einem  weiteren  gleichfalls  höchst  wichtigen  Gegen- 
stande. Bereits  bei  den  Diskussionen  in  den  neunziger  Jahren  ist 
auch  von  technischer  Seite  immer  wieder  der  Wunsch  nach  einer  Ent- 
wicklung des  mathematischen  Unterrichts  in  die  Höhe  geäußert.  Die 
radikalste   Entgegnung   auf  das   Darmstädter   Protokoll    erschien   am 

*)  In  einer  auf  den  Vortrag  folgenden  Diskussion  wurde  erwidert,  es  sei  ein 
Irrtum,  daß  Hr.  Klein  die  von  ihm  befürwortete  Neuerung  far  alle  drei  in  Deutsch- 
land vertretenen  Gattungen  höherer  Schulen  vorgeschlagen  habe,  vielmehr  habe  er 
dieselbe  einzig  fiir  die  Realanstalten  ins  Auge  gefaßt.  Zum  mindesten  sei  dies 
der  neuerdings  von  Hm.  Klein  eingenommene  Standpunkt.  Erst  an  dieser 
Stelle  kann  ich  darauf  definitiv  mit  einem  Zitat  aus  der  „neuesten",  im  Juli  d.  J.  er- 
schienenen Schrift  Klein s  (Über  eine  zeitgemäße  Umgestaltung  des  mathematischen 
Unterrichts  an  den  höheren  Schulen,  Leipzig  und  Berlin  1904)  antworten:  „Die 
vorbereitende  Darlegung  des  Funktionsbegriffes  aber,  ich  wiederhole  es,  und  die 
erste  Einfahrung  in  die  analytische  Oeometrie  und  die  Anfönge  der  Differential- 
und  Integralrechnung  sollte  allen  Arten  höherer  Schulen  gemeinsam  sein^^ 
(p.  7  a.  a.  0.). 
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12.  November  1897  in  der  Zeitschrift  für  Architektur  und  Ingenieur- 
wesen, unterzeichnet  von  mehr  als  50  Professoren  der  Technik.  Und 
doch  lautet  die  Thesis  3  dieser  Entgegnung:  ^^Eine  besonders  weit- 
gehende Ausbildung  in  der  Mathematik  ist  nur  für  einzelne  notwendig, 
und  wird  von  diesen  am  besten  in  einem  Nachstudium  erworben.  Sie 
muß  an  den  technischen  Hochschulen  ermöglicht  werden,  muß  aber 
ganz  außerhalb  des  regelmäßigen  Studienganges  bleiben.''  Ich  stimme 
dieser  Forderung  vollständig  bei  und  wünsche  insbesondere,  daß  auch 
hier  die  Mathematik  Hand  in  Hand  mit  der  Wissenschaft  der  tech- 
nischen Mechanik  geht,  welche  im  Laufe  des  letzten  Jahrzehnts  in 
eine  Periode  glänzender  Entwicklung  eingetreten  ist. 

Hier  berühren  wir  uns  enge  mit  der  schwerwiegenden  Frage  nach 
der  wissenschaftlichen  und  unterrichtUchen  Ausgestaltung  der  all- 
gemeinen Abteilungen  der  technischen  Hochschulen.  Was  zunächst 
die  tatsächlichen  Verhältnisse  anbetrifft,  so  bestehen  erhebliche  Unter« 
schiede  an  den  verschiedenen  technischen  Hochschulen  Deutschlands. 
An  den  Hochschulen  in  Dresden  und  in  Süddeutschland  sind  die  all- 
gemeinen Abteilungen  mit  selbständigen  Lehrzielen  ausgestattet.  Die 
Heranbildung  der  Lehrer  realistischer  Fächer  an  den  Mittelschulen, 
realistischer  und  technischer  Fächer  an  den  technischen  Mittel-  und 
Hochschulen  steht  im  Zentrum  dieser  selbständigen  Lehrziele.  In 
Preußen  ist  durch  die  seit  1898  gültige  Prüfungsordnung  für  das  höhere 
Lehramt  den  künftigen  Lehrern  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaften gestattet,  drei  von  den  geforderten  sechs  Studienhalbjahren 
an  einer  technischen  Hochschule  zuzubringen.  Aber  soweit  mir  be- 
kannt wurde,  ist  von  dieser  Erlaubnis  seither  noch  kein  sehr  weit- 
gehender Gebrauch  gemacht  worden. 

Und  doch  glaube  ich,  daß  in  der  Au&ahme  und  kräftigen  Fort- 
entwicklung der  in  Dresden  und  in  Süddeutschland  bereits  bestehenden 
Einrichtungen  an  allen  deutschen  Hochschulen  der  allerwesentlichste 
Schritt  zu  einer  gedeihlichen  wissenschaftlichen  Entwicklung  der  tech- 
nischen Hochschulen  liegen  würde;  und  zwar  erstlich  für  das  Innen- 
leben der  Hochschulen  selber:  Schon  Grashof  hat  auf  der  7.  Haupt- 
versammlung des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  die  sehr  berechtigte 
Forderung  gestellt,  daß  die  technischen  Hochschulen  ihre  eigenen  künf- 
tigen Lehrer  selbst  bilden  sollen.  Nur  wenn  wir  hierzu  durch  wissen- 
schaftliche Entwicklung  nach  der  mathematisch-mechanischen  Seite  die 
Mittel  gewinnen,  wird  mit  der  Zeit  die  so  schwer  empfundene  Inhomo- 
geneität  aus  den  Lehrkörpern  der  technischen  Hochschulen  verschwinden. 

Ein  Weiteres  kommt  hinzu:  Wir  haben  seit  einer  Reihe  von 
Jahren  für  die  Oberlehrer  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften 
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die  neue  Fakultas  für  angewandte  Mathematik,  welche  die  Fächer  der 
darstellenden  Geometrie,  der  technischen  Mechanik  und  der  Geodäsie 
umfaßt.  Eine  Fülle  von  Äußerungen,  Referaten  und  Reden  hat  diese 
neue  Einrichtung  hervorgerufen  und  immer  wieder  ist  die  Schwierigkeit 
betont  worden,  daß  die  Uniyersitäten,  von  ganz  vereinzelten  Ausnahmen 
abgesehen,  zur  Zeit  gar  nicht  imstande  seien,  in  den  genannten  Ge- 
bieten eine  ausreichende  Vorbildung  zu  gewähren.  Ist  doch  sogar 
bereits  der  Vorschlag  ausgesprochen,  man  solle  der  fraglichen  Schwie- 
rigkeit halber  das  doch  so  wichtige  Fach  der  technischen  Mechanik 
überhaupt  ausschließen.*) 

Nun,  meine  Herren,  in  Deutschland  haben  wir  jetzt  zehn  tech- 
nische Hochschulen,  von  denen  jede  unmittelbar  imstande  ist,  hier  den 
Universitäten  helfend  beizuspringen.  Warum  in  falsch  verstandenem 
Eonkurrenzeifer  an  jeder  Universität  ein  kleines  Polytechnikum  grün- 
den wollen,  wenn  durch  einfaches  Hand  in  Hand  gehen  der  Universi- 
täten mit  den  allgemeinen  Abteilimgen  der  technischen  Hochschulen 
alle  Schwierigkeiten  gehoben  werden?  Sollen  wir  abwarten,  daß  der 
Verein  zur  Förderung  des  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  den 
Naturwissenschaften  noch  dringender,  als  es  bisher  schon  geschah,  die 
Forderung  stellt,  daß  sich  die  allgemeinen  Abteilungen  der  Hoch- 
schulen ihrer  Kandidaten  annehmen?  So  rufe  ich  den  Vertretern  der 
philosophischen  Fakultäten  der  Universitäten  zu:  Verzetteln  Sie 
Ihre  Unterrichtskräfte  nicht  mit  Dingen,  die  bei  der  Mehr- 
zahl der  Universitäten  doch  eine  Unvollkommenheit  bleiben 
müssen!  Schließen  Sie  sich  vielmehr  zusammen  mit  den  all- 
gemeinen Abteilungen  der  technischen  Hochschulen,  und 
suchen  Sie  denselben  nicht  ein  Unterrichtsgebiet  vorzuent- 
halten, das  naturgemäß  jenen  gebührt!  So  können  Sie  selber 
dahin  wirken,  daß  die  allgemeinen  Abteilungen  nicht  mehr 
unter  den  Fachabteilungen  stehen,  sondern  im  engen  Verein 
mit  den  Fachabteilungen,  aber  auch  mit  selbständigen  Lehr- 
zielen und  mit  einer  festen  wissenschaftlichen  Organisation 
ausgestattet  neben  dieselben  treten,  damit  sie  sich  entfalten 
können  als  wahre  philosophische  Fakultäten  der  technischen 
Hochschulen  zum  Wohle  dieser  Unterrichtsanstalten,  zum 
Gedeihen  deutscher  Wissenschaft! 


*)  Hr.  Study  hat  seinem  in  Bd.  8  des  Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathe- 
matikei-Yereinigung  im  Jahre  1900  veröffentlichten  Aufsatze  ,,Einige  Bemerkungen 
zu  der  neuen  preußischen  Prüfungsordnung*'  sieben  Thesen  angefügt.  Die  sechste 
unter  denselben  hat  folgenden  Wortlaut:  ,,Die  technische  Mechanik  i^t  nicht  in 
das  allgemeine  ünterrichtsprogramm  der  Universitäten  aufzunehmen.'^ 


L'enseignement  scientifique  aux  ecoles  professiouuelles  et  les 
„Mathematiques  de  Tingenieur". 

Von 
J.  Andrade  aus  B6san9on. 


I.   Qnels  besoins   ont   impose  ä  Besan^on  renseignement  des 
mathematiques  de  l'ingenieur? 

J*ai  cree  ä  rUniversite  de  Besanfon  Tenseignement  de  la  Chro- 
nometrie. Le  but  ici  poursuivi  est  tout  simplement  la  fusion^  la 
Penetration  reciproque  de  Tintuition  ouvriere,  de  Tintuition  technique 
et  de  rintuition  scientifique.  Ce  but  ä  atteindre  a  ete  nettement  entre- 
Yu  par  les  promoteurs  du  nouvel  enseignement;  mais  la  realisation 
meme  de  cet  enseignement  n'a  pas  verifie  toutes  les  previsions.  On 
avait  prevu  des  etudiants  horiogers  qui,  pour  la  plupart  seraient  des 
fils  d'industriels,  ou  si  Ton  prefere^  des  etudiants  patrons. 

Or,  sauf  une  exception,  nos  etudiants  horiogers  ont  ete  jusqu'ici 
des  ouvriers.  Je  m'en  rejouis  pour  l'avenir,  car  ä  cote  de  Tecole  com- 
merciale  qui  ne  voit  le  progres  que  dans  l'aveugle  imitation  de  Geneve, 
je  vois  naitre  im  petit  noyau  d'artisans  originaux^  un  noyau  de  eher- 
cheurs  qui  sauront  renouveler  l'horizon  de  leurs  idees,  et  faire  pro- 
gresser  cette  horlogerie  technique  sans  laquelle  Thorlogerie  commerciale 
elle-meme  ne  peut  viyre  longtemps. 

Le  commerce  est  le  but;  c'est  evident;  cependant  s'il  faut  en  hor- 
logerie des  capitaux,  ne  faisons  pas  fi  des  chercheurs  et  des  trouveurs; 
Tidee,  Tidee  vivante  est  eile  aussi  un  capital.  Je  me  rejouis  donc 
d'avoir  des  el^ves  ouvriers. 

Des  etudiants  ouvriers:  ce  simple  fait  a  eu  des  cons^quences  im- 
pr^vues;  je  ne  retiendrai  ici  que  Celles  qui  peuvent  interesser  la  section 
de  pedagogie  de  ce  congres.  Nos  auditeurs  ouvriers^  par  suite  d'une 
entente  encore  incomplete  entre  Tecole  d^horlogerie  et  Tuniversite, 
ne  viennent  ä  nous  qu'apres  leur  sortie  de  l'ecole  professionnelle;  üb 
viennent  suivre  a  Tuniversite  et  les  travaux  pratiques  de  r^glage  et  le 
cours  de  Chronometrie;  mais  ils  nous  arrivent  ignorant  les  connaissances 
mathematiques  les  plus  elementaires  et  les  plus  indispensables  ä  l'intel- 
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ligence  de  leur  art.  J'ai  donc  du  me  preoecuper  de  leur  donner  le 
plus  yite  et  le  plus  sürement  possible  les  rudiments  des  mathe- 
matiques  du  coutre-mutre  et  m^me  pour  quelques  points  delicats  de 
Tetude  du  reglage  les  elements  des  mathematiques  de  Ting^nieur.  Ainsi 
est  ne  ä  Besan9on,  pour  les  besoins  m^mes  de  reuseignement  regulier 
de  la  Chronometrie,  le  cours  des  „Mathematiques  de  rmg^nieur^'.  Je 
dois  ajouter  que  ce  cours  qui  s'est  impose  a  nous  comme  un  enseigne- 
ment  annexe  du  cours  de  Chronometrie,  a  attire  d'autres  auditeurs  plus 
nombreux  que  les  etudiants  horlogers,  et  en  particulier  les  ^tudiants 
de  Telectricite  industrielle. 

IL    Qu'est  ce  que^  les  ^^Math^matiques  de  ring^nieur'^? 

Ce  cours  forme  un  enseignement  extremement  elementaire,  pour- 
tant  il  n'est  pas  le  cours  Elementaire  de  nos  lycees.  A  la  fois  plus  et 
moins,  ä  coup  sür  il  est  autre.  Moins  etendu,  mais  plus  proche  des 
.applications  techniques  il  ne  s'adresse  pas  ä  des  jeunes  gens  dont  les 
loisirs  d'esprit  sont  assures  jusqu'a  la  vingt-cinqui^me  annee;  il  s'adresse 
au  contraire  ä  des  artisans  qui  ont  besoin  d'apprendre  les  mathematiques 
sur  leurs  outils.  Les  mathematiques  ainsi  etudiees  au  seuil  meme  du 
chantier,  du  laboratoire  ou  de  Tatelier  doivent  etre  enseignees  par  des 
methodes  ä  la  fois  plus  simples  et  plus  puissantes  que  ne 
Fexige  Teducation  ordinaire  de  nos  bacheliers. 

Nous  touchons  ici  ä  l'une  des  erreurs  les  plus  r^pandues  autour  de 
Tenseignement  professionnel.  On  considfere  volontiers  Fenseignement 
scientifique  des  ecoles  professionnelles  comme  une  simple  amputation 
de  Fenseignement  secondaire.  II  Importe  au  contraire  que  Fenseignement 
professionnel  garde  son  originalite  propre.  Et  en  effet,  les  eifeyes  de 
Fenseignement  professionnel,  et  plus  encore  les  el^ves  ouvriers  ont 
frequemment  une  Intuition  tres  vive  des  phenomenes  mecaniques  et 
c'est  sur  cette  intuition  naturelle  que  Fon  doit  s'appuyer  pour  illustrer 
les  notions  mathematiques  dont  ils  ont  besoin  d^s  qu'ils  veulent  etre 
plus  que  des  manoeuvres. 

Ainsi,  bien  loin  de  croire  que  Feducation  math^matique  des  artisans 
puisse  ^tre  confiee  ä  n'importe  qui,  je  suis  au  contraire  persuadE  que 
Fenseignement  yiyant  exige  par  les  artisans  finira,  un  jour  ou  Fautre, 
par  simpUfier  Fenseignement  meme  de  nos  bacheliers. 

III.   Observations  p^dagogiques  suscitees  par  Tenseignement 
des  „Mathematiques  de  ring^nieur^ 
Yoici  diverses  observations  que  j'ai  constatäes  dans  la  pratique  de 
mon  enseignement  nouveau.     Les  determinations  de  fonctions  que  Fon 
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rencontre  dans  les  problfemes  de  la  m^canique  horlog^re  ont  pu  ^tre 
parfaitement  saisies  par  mes  etudiants  oavriers  lorsque  la  question  com- 
portait  une  Interpretation  geometrique  adequate  au  probl^me.  L'nn 
des  exemples  les  plus  nets  que  j'en  puisse  donner  ici,  est  rassünilation 
complete  par  des  etudiants  ouyriers  de  la  thSorie  des  phenom^es  de 
la  Synchronisation.  Cette  th^orie  n'est  quW  jeu  pour  un  etudiant 
qui  possede  la  notion  des  equations  diff^rentielles  lineaires;  je  me 
suis  propose  de  la  rendre  plus  simple  encore  et  de  la  reduire  ä 
la  simple  geometrie  de  Fenfant.  J*y  suis  parvenu  par  Tetude  prealable 
du  mouvement  spiral  uniforme;  en  projetant  en  axes  obliques 
conyenables  ce  mouyement  qui  generalise  le  mouyement  circulaire, 
j'etablis  ainsi  d'une  maniere  intuitiye  les  prppriet^s  du  mouyement 
pendulaire  uniformement  amorti  (Archiyes  de  Genftye,  fevrier  1904). 
Soit  alors  ä  ^tudier^  ce  que  deyient  ce  mouyement^  quand  il  est  trouble 
par  une  acceleration  periodique. 

Nous  supposerons  d'abord  celle-ci  repartie  en  phases  d'intensite. 
constante^  en  nombre  fini^  une  yariation  bmsque  existant  alors  entre 
deux  phases  contigues;  soit  T  la  periode  de  cette  repartition  periodique; 
je  fais  alors  usi^e  de  la  representation  de  Cornu  qui  d^finit  ä  chaque 
instant  l'etat  de  mouyement  (position  et  yitesse)  d'un  point  mobile  sur 
une  droite  qui  passe  par  les  poles  des  diyerses  spirales  utilisees^  au 
mojen  d'un  point  de  la  spirale  qui  a  le  premier  point  pour  projection 
oblique.  Les  points  M^y  M^,  M^,  •  •  •  M^  •  •  •,  representatifs  de  T^tat 
du  mouyement  enyisage  aux  epoques: 

d^riyent^  chacun  du  precedent,  par  une  meme  transformation  de 
figure^  sayoir:  une  similitude  directe  ä  echelle  constante  et  moindre 
que  1.  Or  il  est  extremement  facile  de  montrer  que  cette  transformation 
de  figure  possede  un  point  double  P,  c'est  ä  dire  un  point  P  qui 
comcide  avec  son  transforme;  d'oü  resulte  eyidemment  que  la  trans- 
formation se  reduit  ä  une  rotation  fixe  autour  de  P,  suiyie  d'une  homothetie 
d^terminee  ayec  condensation  autour  du  meme  point  P.  Donc,  quand  n 
croit  ind^finiment^  les  points  M^  tendent  yers  P.  Chacune  des  yaleurs 
de  %  comprise  dans  un  interyaUe  fixe  d'etendue  T  fournit  ainsi  un 
poiut  P;  cet  ensemble  de  points  P  forme  une  courbe  fermfe  qui  est 
la  courbe  repr^sentatiye  du  regime  p^riodique^  ä  periode  T,  yers  lequel 
tend  asjmptotiquement  le  mouyement  reel.  Gonune  ces  resultats  sont 
completement  independants  de  la  succession  des  phases  de  constance 
de  la  force  sjnchronisante,  on  con9oit  ais^ment^  et  cela  suffit  ici^ 
que  ces  resultats  subsisteront  encore  dans  le  cas  d'une  force  continue 
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quelconque,  mais  periodique,  de  periode  T.  Teile  est  l'esquisse  de  la 
methode  g^ometrique  fort  simple  qui  permet  ä  des  etudiants  ouvriers 
de  se  rendre  compte  du  phenomene  de  la  Synchronisation,  tout  au 
moins  dans  le  cas  simple  oü  Ton  neglige  Finfluence  de  Techappement 
propre  a  l'horloge  synchronis^e.  C^est  l'approximation  de  Comu;  — 
je  Tai  completee  ailleurs. 

Je  me  suis  etendu  un  peu  snr  cet  exemple,  pour  ne  point  rester 
dans  les  vagues  gen^ralites,  mais  il  est  encore  d'autres  notions  que 
rimage  geometrique  rend  accessibles  ä  des  etudiants  artisans;  telles  sont 
les  methodes  d'approximations  successives  et  avec  elles  la  belle  methode 
d'integration  par  quadratures  repetees  en  series,'que  Ton  doit  ä  M.  Pi- 
card,  —  ces  methodes,  dis-je,  convenablement  interpr^tees  et  surtout 
utilisees  sont  facilement  assimilables.  Notons,  en  passant,  que  la  me- 
thode de  M.  Picard  est  ici  la  plus  rapide  pour  parvenir  aux  series 
enti^res  qui  representent  sinx  et  cos^;  on  peut,  dans  un  enseignement 
simplifie,  la  combiner  avec  la  methode  projective  de  Huyghens.  On  peut 
donc  nettement  affirmer  que  la  notion  des  infiniment  petits  n'offre  au- 
cune  difficult^  capable  d'arreter  nos  artisans  toutes  les  fois  qu'elle  est 
appliquee  ä  des  variables  d^jä  interessantes  pour  eux.  Mais,  en  revanche, 
tout  calcul  litteral  abstrait  les  arrete.  Resoudre  deux  ^quations 
litterales  du  P'  degr^  sera  pour  eux  bien  plus  difficile  que 
de  comprendre  le  ph^nom^ne  de  la  Synchronisation. 

Yoilä  un  fait  p^dagogique  qui  surprendra  peut-^tre;  j'en  garantis 
cependant  Texactitude  absolue.  Ce  fait,  d'ailleurs,  tient  uniquement, 
Selon  moi,  ä  ce  que  Talgebre  elementaire  est  enseignee  ä  Tecole  profes- 
sionnelle  comme  on  Tenseigne  ä  des  eleves  qui  ont  des  annees  de  Col- 
lege devant  eux.  On  leur  parle  de  monömes,  de  binömes  et  d'irra- 
tionnelles,  ce  sont  choses  qu'ils  ne  voient  point  a  Tatelier.  Au  con- 
traire  si  on  leur  montre  que  toutes  les  Operations  arithm^tiques  se 
ramenent  ä  Taddition  et  au  sectionnement,  bref  si  la  notation  litt^rale 
leur  devient  familiere  des  leurs  premiers  pas  dans  Tarithmetique  rai- 
sonnee,  et  si  aussitot  par  Timage  des  segments  on  leur  fait  concevoir 
le  calcul  des  quantit^s  continues,  leur  terreur  du  calcul  litteral 
abstrait  s'^vanouira. 

A  des  etudiants  horlogers  qui  n'ont  pas  de  culture  mathematique 
prealable,  vous  pourrez  faire  saisir  par  le  calcul  quelques-unes  des  lois 
de  la  dynamique  de  la  montre,  c'esirä-dire  du  reglage;  c'est  que  nos 
etudiants  connaissent  dejä  les  variables  qui  apparaissent  d'elles-mSmes 
dans  le  calcul,  ils  les  connaissent  et  ils  sont  desireux  de  se  rendre 
compte  de  leurs  relations;  aussi  snivront-ils  attentifs,  tout  raisonnement 
meme  long  pourvu  que  celui-ci    conserve  les   quantit^s  auxquelles  ils 
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s'mtöressent  directement.  Leur  attention  ne  lache  prise  que  ai,  par 
ce  qui  vous  parait  un  besoin  dn  calcul^  yous  introdnisez  des  quan- 
tit^s  auxiliaires.  Le  chai^ment  abstrait  de  yariables  les  deroute, 
ils  Youdraient  toucher  la  yariable  nouyelle,  aussi  bien  que  la  premiere 
qui  lenr  est  familiäre. 

Lorsque  l'^tadiant  artisan  ne  sent  pas  la  n^cessit^  de  se  remettre 
ä  r^cole  d'un  bon  maitre  d'alg^bre  on  lorsqu'il  n'en  a  pas  le  temps^  et 
s'il  veut  n^anmoins  comprendre  la  theorie  dW  ph^nom^ne  qui  Tin- 
teresse,  bref  s'il  veut  comprendre  une  loi  qui  ne  peut  etre  claire  que 
dans  la  langue  du  calcul,  le  maitre  dcYra  l'interesser  k  un  calcul  litteral 
n^cessaire  par  des  ezemples  oü  entrent  en  jeu  des  variables  familiäres, 
et  peu-a-peu  lui  faire  sentir  que  la  multiplicit^  des  ^tapes  de  ces  chan- 
gements  de  variable  peut,  le  plus  souvent^  ^tre  ^vit^  par  l'emploi  d'un 
Symbole  appropri^. 

IV.   Quelques  conclusions. 

En  r^sume,  si  le  coU^ien  a  plus  de  loisirs  et  aussi  plus  d'esprit 
d'imitation,  T^tudiant  artisan  a  sur  le  coll^gien  le  grand  avantage  de 
connaitre  les  variables  fondamentales  qui  Tinteressent;  il  les  connait^ 
soit  par  le  toucher,  soit  par  cette  intuition  motrice  dont  Herbert 
Spencer  a  saisi  toute  Timportance  psychologique;  il  emploie  pour  ainsi 
dire  des  variables  vecues  par  lui. 

Si  le  coUegien  a  une  certaine  philosophie  apparente,  officielle 
oserai-je  dire,  des  notions  scientifiques,  l'eleve  ouvrier  a  en  germe  plus 
de  Philosophie  naturelle  et  y^cue.  Et,  voilä  pourquoi  il  est  possible, 
avec  une  geometrie  dont  Finstinct  de  la  mecanique  n'est  jamais  absent, 
voila,  dis-je,  pourquoi  il  est  possible  ä  des  ^tudiants  ouvriers  de  se  faire 
une  Philosophie  naturelle  bien  superieure  a  celle  de  nos  bacheliers. 
Et  voila  aussi  pourquoi,  je  ne  crains  pas  de  souligner  ici  Vimportance 
de  ces  „Math^matiques  de  Ving&iieur^. 

Importantes,  d'abord  par  leur  but  d'utilite  imm^diate,  elles  seront 
plus  appreciees  encore  dans  Tavenir,  car  elles  finiront  bien,  un  jour 
ou  Tautre,  par  simplifier  Tenseignement  meme  des  nos  bacheliers  qui 
est  vraiment  d*une  anharmonie  exageree.  A  cette  oeuvre  de  progres 
contribuera  ainsi,  sans  le  vouloir,  cet  enseignement  des  mathematiques 
de  Ting^nieur,  s'il  sait  garder  son  originahte  propre,  jusqu'au  jour  oü 
il  reagira  sur  la  p^dagogie  math^matique  imposee  ä  nos  enfants. 


Welche  Aufgabe  hat  der  mathematische  Unterricht  auf  den 
deutschen  Schulen  und  wie  passen  die  Lehrplane   zu  dieser 

Aufgabe? 


Von 
H.  Schotten  aus  Halle  a.  8. 


1«    Die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts. 

Seit  die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  in  die  höheren  Schulen 
eingeführt  worden  ist^  hat  die  Diskussion  über  seine  eigentliche 
Aufgabe  nicht  geruht.  Es  ist  nicht  zweifelhaft^  daß  es  zunächst 
praktische  Erwägungen  waren,  die  die  Aufnahme  der  Mathematik 
unter  die  Lehrgegenstande  bewirkten.  Aber  mit  der  Zeit  trat  dieser 
Gesichtspunkt  immer  mehr  in  den  Hintergrund  und  seine  Bedeutung 
wurde  lediglich  in  formaler  Hinsicht  gewürdigt.  Man  rühmte  ihm 
^^Übuug  der  Urteüskrafk^'  nach,  ,,Gewöhnung  an  Klarheit  und  Bestimmt* 
heit  der  Begriffe",  „Eonsequenz  im  Denken",  ohne  im  geringsten  den 
Inhalt  gegenüber  der  Methode  zu  beachten;  ja  man  sprach  sich  direkt 
gegen  etwaige  praktische  Anwendungen  aus,  so  daß  in  der  Tat  die 
Form  ohne  jeden  Lihalt  erschien.  Z.  B.  lehrte  auch  Schrader  in  seiner 
Pädagogik:  „Es  handelt  sich  nicht  um  die  Weite  und  die  praktische 
Verwendbarkeit  des  mathematischen  Wissens,  sondern  um  eine  an- 
gemessene Geistesbildung  mittels  der  Mathematik.^' 

Es  war  infolgedessen  natürlich,  daß  bei  diesem  Betriebe  die 
Mathematik  und  der  mathematische  Unterricht  an  den  höheren  Schulen 
in  eine  schiefe  Stellung  gelangten,  daß  man  davon  als  Yon  einem  „geist- 
vollen Sport''  sprach,  der  „ohne  jede  Bedeutung  fQr  das  praktische 
Leben  sei'',  und  daß  ihm  in  immer  größerem  Maße  —  zum  Teil  auch 
wegen  der  schlechten  Erfolge  —  die  ursprüngliche  Sympathie  verloren 
ging.  Es  muß  allerdings  auch  zugegeben  werden,  daß  gerade  dieser 
formelle  Betrieb  nicht  immer  und  überall  die  richtigen  Straßen  wan- 
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delte,  in  öde  AußerKchkeiten  und  Auswendiglernen  von  Formeln  aus- 
artete^ in  Behandlung  von  subtilen  Übungsaufgaben  ohne  einen  anderen 
Zweck,  als  die  Überlegenheit  des  Lehrers  darzutun  und  die  Schüler 
möglichst  zurückzustoßen:  kurz  die  Mathematik  wurde  nur  getrieben 
um  ihrer  selbst  willen  ohne  jeden  Blick,  sei  es  nach  der  praktischen 
Seite  hin,  sei  es  nach  wirklicher  Ausbildung  des  Denkvermögens  oder 
der  Anschauung.  Und  wie  interessant  und  fruchtbar  läßt  sich  auch 
rein  formell  der  mathematische  Unterricht  gestalten  (z.  B.  Gesetze  resp. 
Formeln).  Dazu  kam,  daß  die  Philologen  der  Mathematik  gegenüber 
eine  fast  feindliche  Stellung  einnahmen,  wie  denn  der  Ausspruch  des 
auf  seine  Erfolge  im  klassischen  Unterrichte  stolzen  Direktors  „ich 
habe  Gott  sei  Dank  einen  schlechten  Mathematiker^^  unvergessen  bleibt. 
Nebenbei  bemerkt  soll  diese  Auffassung  durchaus  noch  nicht  überall 
überwimden  sein.  Auch  das  Diktum  von  Johannes  Schulze  y^  einer 
Zeile  Cornelius  Nepos  liegt  mehr  Bildungsstoff  als  in  der  ganzen 
Mathematik"  ist  bezeichnend  für  die  Stellung  weiter  Kreise  gegenüber 
dem  mathematischen  Unterricht;  aber  wir  brauchen  so  weit  gar  nicht 
zurückzugreifen,  erst  vor  wenigen  Jahren  ist  ein  Buch  erschienen, 
in  dem  weitläufig  auseinandergesetzt  wurde,  daß  die  Behandlung 
eines  Satzes,  wie  „die  Rose  blüht"  im  lateinischen  Unterricht  mehr 
bildende  Kraft  besitze,  als  die  gesamten  geometrischen  Konstruktions- 
aufgaben. 

Es  ist  aber  anzuerkennen,  daß  auch  andere  Urteile  ausgesprochen 
worden  sind,  z.  B.:  „Aber  selbst  die  Mathematik,  wiewohl  vorzugsweise 
für  die  Entwicklung  der  Denkkraft  ergiebig  und  nebenbei,  namentlich 
in  der  Geometrie  und  Stereometrie,  nicht  ohne  Nutzen  für  die  Klarheit 
und  Ordnung  der  Phantasie,  übt  doch  insofern  auch  eine  gemütsbildende 
Wirkung  aus,  als  die  Forderung  strenger  Abstraktion  den  Willen  der 
Zöglinge  sammelt  und  kräftigt." 

Es  ist  nur  natürlich,  daß  man  von  mathematischer  Seite  immer 
von  neuem  bestrebt  war,  für  eine  richtige  Auffassung  der  eigent- 
lichen Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  Verständnis  zu  er- 
wecken. Lange  Zeit  haben  die  Schulmathematiker  diesen  Kampf 
allein  führen  müssen,  nur  ganz  vereinzelt  fanden  sich  Universitäts- 
lehrer, die  Literesse  fiir  die  Stellung  der  Mathematik  im  Unterrichts- 
plan der  höheren  Schulen  hatten  und  dieses  Interesse  auch  be- 
tätigten. Jetzt  ist  eine  glückliche  Wendung  eingetreten,  und  es 
ist  mit  großer  Freude  zu  begrüßen,  daß  sogar  auf  dem  internatio- 
nalen Mathematiker -Kongreß  eine  pädagogische  Sektion  gebildet 
worden  ist,  die  —  wie  die  zahlreichen  Anmeldungen  von  Vorträgen 
sowohl  von  Universitätslehrern  wie  von  Schulmännern  zeigen  —  großes 
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Interesse  an  der  Sache  beweist;  eine  weitere  sehr  wichtige  Tatsache 
ist;  daB  der  mathematisch  -  naturwissenschaftliche  Unterricht  zum 
Gegenstand  der  Diskussion  auf  der  diesjährigen  Naturforscher- 
Versammlung  gemacht  werden  wird.  —  An  dem  Verdienste,  das 
Interesse  für  die  Frage  wieder  erweckt  zu  haben  ^  partizipiert  ent- 
schieden der  seit  13  Jahren  bestehende  Verein  zur  Förderung  des 
mathematischen  Unterrichts:  es  kann  aber  andererseits  nicht  ge- 
leugnet werden,  daß  die  Reformen  im  höheren  Schulwesen,  die  uns 
die  Begierungszeit  unseres  Kaisers  gebracht  hat,  auch  einen  wesent- 
lichen Anstoß  zur  Behandlung  der  pädagogischen  Fragen  auf  dem 
mathematischen  Gebiet  gegeben  haben.  Gerade  die  Erklärung  der 
Gleichwertigkeit  der  von  den  yerschiedenen  Arten  der  höheren 
Schulen  vermittelten  Bildung  hat  die  Verpflichtung  der  Bealanstalten 
ihren  Bildungsstoff  inhaltlich  und  methodisch  auszugestalten  in 
erster  Linie  hervorgerufen:  und  hier  gerade  setzen  nun  die  Bestre- 
bungen der  Interessenten  ein.  Die  Aufgabe  des  mathematischen  Unter- 
richts bedarf  durchaus  einer  bestimmten  Festsetzung  und  Um- 
grenzung, damit  die  Fehler,  die  den  früheren  Lehrplänen,  wie  auch 
den  letzten  —  wenn  auch  in  geringerem  Maße  —  anhaften,  zugunsten 
einer  gesunden  Entwicklung  des  mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  ausgemerzt  werden,  damit  nicht  wieder  ein  Ausspruch 
möglich  ist,  wie  der  Krämers:  ;,Der  neue  Lehrplan  krankt  daran,  daß 
die  Lehrstoffe,  die  in  U  I  und  0  1  hinzutreten,  so  neu  und  umfang- 
reich sind,  daß  an  eine  Vertiefung  der  Kenntnisse  und  an  eine  Fort- 
bildung zu  freudigem  Können  nicht  zu  denken  ist.'^  Nach  ihm  werden 
zu  viele  neue  mathematische  Lehrgegenstände  in  den  oberen  Klassen 
unvermittelt  angeschlossen,  die  noch  dazu  zu  schwer  sind,  so  daß  eine 
Anwendung  und  Vertiefung  ausgeschlossen  ist.  Ich  möchte  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  den  wichtigen  Unterschied  zwischen  Übungs- 
aufgaben und  Anwendungen  aufmerksam  machen;  ein  Unterschied, 
der,  wie  es  scheint,  lange  nicht  genug  beachtet  und  seiner  Bedeutung 
nach  gewürdigt  wird:  wie  denn  alle  bis  jetzt  in  Aufgabensammlungen 
vorliegenden  Reformversuche,  die  angeblich  auf  Anwendungen  hinaus- 
laufen, im  wesentlichen  nur  das  Material  der  Übungsaufgaben 
betreffen. 

Wenn  es  sich  nun  um  die  Festsetzung  der  Aufgabe  des  mathe- 
matischen Unterrichts  handelt,  so  ist  zu  bedenken,  daß  ganz  ent- 
schieden in  den  letzten  Jahrzehnten  ein  Wechsel  unseres  Bildungs- 
ideales überhaupt  sich  vollzogen  hat.  Die  Bildungsschule,  wie  sie 
früher  einzig  und  allein  durch  das  Gymnasium  repräsentiert  wurde, 
hat  jetzt  ganz  allgemein  neue  Aufgaben  zu  lösen,  und  damit  hat 
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sich  auch  die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  geändert.  Denn 
das  muß  aufs  schärfste  betont  werden^  eine  Festsetzung  der  mathema- 
tischen ünterrichtsaufgabe  darf  nicht  für  sich  allein  erfolgen,  sondern 
nur  in  Hinsicht  auf  die  Aufgabe  der  höheren  Schulen  überhaupt, 
damit  der  Fehler  vermieden  wird,  der  allen  Reformen  der  letzten  Zeit 
anhaftet.  Es  kann  so  lange  nicht  yon  einer  wirklichen  Beform  des 
höheren  Schulwesens  die  Bede  sein,  als  sie  für  sich  allein  erfolgt,  ohne 
daß  der  Zusammenhang  nach  unten  und  oben  hin,  nach  den  Vor- 
schulen und  den  Hochschulen  beachtet  wird.  Es  darf  femer  nicht 
unberücksichtigt  bleiben,  daß  zwei  mächtige  Strömungen  zur- 
zeit Einfluß  auf  die  Gestaltung  des  höheren  Schulwesens  erstreben 
und  —  wie  die  Sachen  liegen  —  beanspruchen  dürfen  und  erhalten 
müssen.  Die  eine  verdankt  ihren  Ursprung  dem  Allgemeinen  Deutschen 
Verein  für  Schulgesundheitspflege,  die  andere  den  Männern,  die  bei 
den  deutschen  Erziehungstagen  sich  zusammenfinden.*)  Die  Angriffe, 
die  von  diesen  beiden  Seiten  her  gegen  die  Gestaltung  unseres  höheren 
Schulwesens  überhaupt  gerichtet  werden:  der  Umstand,  daß  die 
bisherigen  Beformen  von  ihnen  überhaupt  nicht  als  wirkliche 
Beformen  anerkannt  werden;  schließlich  der  Grundzug  dieser  Bestre- 
bungen gegen  das  humanistische  Gymnasium  für  die  deutsche  Bil- 
dungsschule, der  in  vielen,  sehr  wichtigen  Punkten  den  jetzigen 
Bestrebungen  zur  Verbesserung  des  mathematisch -naturwissenschafir 
liehen  Unterrichts  nahe  kommt,  lassen  es  als  angezeigt  erachten,  von 
vornherein  nicht  ohne  Bücksicht  auf  sie  zu  arbeiten.  Oder  will 
man  rein  theoretisch  die  Forderungen  der  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Fakultäten  aufstellen?  Ohne  Bücksicht  auf  den  Gesamt- 
lehrplan?  Ohne  Bücksicht  auf  die  Möglichkeit  der  praktischen  Ver- 
wirklichung, gewissermaßen  als  Idealprogramm  einer  vöUigen  Umgestal- 
tung der  mathematisch- naturwissenschaftlichen  Lehrpläne?  Das  wäre 
ja  auch  ein  Standpunkt,  von  dem  aus  die  Frage  nach  der  Gestaltung 
des  mathematisch -naturwissenschaftiichen  Unterrichts  sich  behandeln 
ließe.  Ob  es  sich  empfiehlt  ihn  einzunehmen?  Die  Beantwortung  dieser 
Frage  liegt  außerhalb  des  Bahmens  dessen,  was  ich  mir  Urnen  vor- 
zutragen vorgenommen  hatte;  aber  es  ist  ofienbar,  daß  diese  Frage  von 
größter  prinzipieller  Bedeutung  ist. 

Was  nun  die  Frage  nach  der  Aufgabe  des  mathematischen  Unter- 
richts  betrifft^  so  ist  zunächst  festzulegen,  daß  sie  eine  doppelte  ist: 
eine  materielle  und  formelle.  Von  dem  vorher  gekennzeichneten 
Standpunkt,    daß   der   Mathematik   nur  eine   formale   Bedeutung   im 


*)  Blätter  für  deutsche  Eiziehmig.  —  Friedrichshagen -Berlin. 
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Lehrplan  der  höheren  Schulen  zukomme:  eine  Ansicht^  die  im  wesenlr 
liehen  auch  noch  Beidt  in  seiner  Anleitung  vertritt^  muß  man  ent> 
schieden  abgehen^  obwohl  die  sehr  wesentliche  bildende  Kraft  nach 
dieser  Richtung  hin  keineswegs  geleugnet  werden  darf  und  auch  im 
Lehrplan  zu  angemessener  Berücksichtigung  gelangen  muß.  In 
materieller  Beziehung  handelt  es  sich  in  erster  Linie  um  ein  festes, 
positives  Wissen,  eine  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  verschie- 
denen Zweige  der  Mathematik  untereinander,  wie  innerhalb  der  ein- 
zelnen wiederum  der  auf-  und  auseinander  folgenden  Sätze  und  Regeln. 
Diese  Au%abe,  die  Übermittelung  positiver  Kenntnisse  in 
systematischer  Anordnung  muß  durch  theoretische  Unter- 
weisung und  durch  Übung  gelöst  werden:  erst  auf  Grund  eines 
wohlgeordneten  und  durch  Übungsaufgaben  belebten  und  be- 
festigten Wissens  kann  an  die  Anwendungen  gegangen  werden. 
Hier  aber  tritt  ein  neues  Moment  hinzu,  der  Unterricht  wird  jetzt 
auch  in  hervorragendem  Maße  Sachunterricht:  hierin  liegt  seine 
Hauptbedeutung,  aber  auch  seine  größte  Schwierigkeit.  Ab- 
gesehen hiervon  muß  aber  gelten,  daß  wir  uns  unter  allen  Umstönden 
vor  einem  Fehler  hüten  müssen,  der  für  unser  jetziges  Schulsystem 
nicht  nur  auf  unserem  besonderen  Gebiete  charakteristisch  ist.  Die 
Pädagogik  arbeitet  gern  mit  Schlagworten,  z.  B.  das  berühmte 
„Wissen  und  Können'^;  ich  möchte  für  das,  was  ich  meine,  auch  ein 
Wort  geben:  „Hunger,  nicht  Übersättigung'^  Wir  müssen  die 
Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  höheren  Schulen  so 
gestalten,  daß  die  Schüler  mit  einem  lebhaften  Hunger  nach  mehr 
erfüllt  sind,  sich  nicht  übersättigt  und  voll  Widerwillen  von  der 
Mathematik  abwenden,  sobald  sie  der  Schule  den  Rücken  kehren. 
Nicht  in  der  Ausdehnung  auf  das  ganze  Gebiet  der  möglichen 
Anwendungen,  in  der  Pflege  darauf  zugeschnittener  Aufgaben 
darf  das  Salz  des  mathematischen  Unterrichts  gesucht  werden:  er  muß 
vielmehr  mit  Wegweisern  auf  gangbare  Pfade  versehen  sein,  ohne 
daß  es  hotwendig  erscheint,  diese  Pfade  auch  alle  zu  wandeln.  Neben- 
bei liegt  in  der  Bevorzugung  der  Anwendungen  noch  die  große  Gefahr, 
daß  ein  Gefühl  der  Beherrschung  nach  dieser  Seite  hin  erweckt  wird, 
die  in  der  Tat  sich  nicht  findet,  sich  bei  der  geringen  Stundenzahl 
nicht  finden  kann.  Der  Hinweis  auf  die  Probleme,  die  Andeu- 
tung  der  Methodenverwendung  wird  meistens  genügen:  sie  werden 
—  bei  geschickter  Behandlung  —  den  rechten  Hunger  erwecken,  der 
aber  nun  bei  dem  einzelnen  nach  seiner  Individualität  sein  Objekt  sich 
suchen  wird;  dadurch  wird  der  Zwang  vermieden:  das  Schlimmste,  der 
Todfeind  alles  wahrhaften  Interesses,  aller  freudigen  Arbeit. 
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Auf  der  diesjährigen  Yersammlang  des  Vereins  zur  Förderung  des 
mathematischen  Unterrichts  hat  Direktor  Nath-Nordhaosen  ein  Referat 
gegeben  über  die  Bildongsaufgabe  der  Mathematik  innerhalb  des  Lehr- 
plans  der  höheren  Schulen.  Er  stellte  in  These  2  die  Aufgabe  des 
mathematischen  Unterrichts  folgendermaßen  dar: 

in  materialer  Beziehung  ein  nach  der  Eigenart  der  einzelnen 
Schulorganismen  verschieden  abgegrenztes  Gebiet  des  Wissens  zu  über- 
liefern und  die  Schüler  fähig  zu  machen,  diesen  Stoff  in  selbständigem 
Können  zu  verwerten; 

in  formaler  Beziehung  sich  an  der  allgemeinen  geistigen  Aus- 
bildung der  Schüler  in  sinnlicher,  intellektueller,  ethischer  und  ästheti- 
scher Hinsicht  in  einer  ihr  eignen,  durch  andere  Lehrfächer  nicht  zu 
ersetzenden  Weise  zu  beteiligen. 

Nach  den  vorausgegangenen  Bemerkungen  wird  es  klar  geworden 
sein,  daß  diese  These  —  die  übrigens  von  der  Versammlung  einstimmig 
angenommen  wurde  —  im  wesentlichen  auch  meinen  Anschauungen 
über  die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  entspricht,  wobei 
ich  freilich  nicht  unterlassen  möchte,  wiederholt  darauf  hinzuweisen, 
daß  auch  unser  Unterrichtsfach  als  höchstes  Ziel  die  Freude  am 
Schaffen  zu  erwecken  sich  vorstellen  muß.  Aber  gerade  hier  liegen 
die  Bedingungen  für  die  Mathematik  ja  ganz  besonders  günstig:  scheint 
doch  jede  selbständige  Lösung  einer  Aufgabe  als  eine  Tat,  die  ein 
hohes  Gefühl  der  Befriedigung  erweckt. 

2.    Die  Forderungen  der  bestehenden  Lehrpläne. 

Es  ist  nun  meine  Absicht,  zu  entwickeln,  wie  die  Lehrpläne  von 
1901  dieser  Aufgabe  gegenüberstehen.  In  den  allgemeinen  Bemer- 
kungen der  Lehrpläne  wird  ausdrücklich  ausgesprochen,  daß  durch  die 
grundsätzliche  Anerkennung  der  Gleichwertigkeit  der  drei  Arten 
höherer  Lehranstalten  die  Möglichkeit  geboten  wird,  die  Eigenart 
einer  jeden  kräftiger  zu  pflegen.  Diese  Worte  deuten  darisiuf  hin, 
daß  das  Gymnasium  wieder  mehr  den  sprachlich -historischen 
Charakter  annehmen  soll,  während  die  Bealanstalten  die  mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche Seite  der  Ausbildung  für  sich  be- 
sonders in  Anspruch  nehmen  werden.  Freilich  werden  wir  da  einem 
großen  Gegensatz  begegnen:  das  Gymnasium  wird  das  Sprachlich- 
Historische  ganz  entschieden  in  den  Vordergrund  stellen  und  stellen 
können,  das  Mathematisch  -  Naturwissenschaftliche  nur  als  notwendiges 
XJbel  betreiben,  während  die  Realanstalten  die  sprachlichen  Fächer 
nicht  hinter  die  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  zurückstellen 
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können;  das  ergibt  sich  schon  aus  der  Stundenzahl  (Religion  und  die 
technischen  Fächer  sind  überall  unberücksichtigt  geblieben):  für  Sprachen 
und  Geschichte  existieren  am  Gymnasium  167  Stunden,  und  wenn  man 
die  Erdkunde  hinzunimmt,  die  auf  den  Gjnmasien  wohl  mehr  histo- 
risch-politisch als  physikalisch  betrieben  werden  wird,  176  Stunden; 
für  Mathematik  und  Naturwissenschaften  gibt  es  52  Stunden.  Das  Ver- 
hältnis ist  also  günstigsten  Falles  3,2:1,  d.  h.  ein  entschiedenes 
Übergewicht  nach  der  ersten  Seite  hin.  Bei  den  Realgymnasien  ist 
das  Verhältnis  fast  genau  2:1,  also  ebenfalls  noch  ein  entschieden 
sprachlich-historischer  Charakter  der  Schule.  Schließlich  bei 
der  Oberrealschule  annähernd  5  :  4.  Also  auch  hier  stehen  die  zeit- 
lichen Mittel  noch  nicht  einmal  gleich:  obwohl  hier  die  Erdkunde  zu 
der  zweiten  Kategorie  gerechnet  ist,  sonst  ist  das  Verhältnis  etwa  7  :  4. 
Eine  Anstalt,  auf  der  der  mathematisch-naturwissenschaftliche 
Charakter  in  einer  größeren  Stundenzahl  zum  Ausdruck  käme, 
existiert  nicht.  Alle  unsere  höheren  Lehranstalten  sind  also  in 
erster  Linie  Sprachschulen.  Das  ist  zu  bedenken,  wenn  der  Lehr- 
stoff für  die  Realanstalten  auf  unserem  Gebiete  zu  umgrenzen  ist: 
es  kann  sich  in  der  Tat  weniger  um  eine  andere  Festsetzung  der 
Grenzen,  des  Umfangs  gegenüber  dem  Gymnasium  handeln,  als  um 
eine  gründlichere,  vertiefende  Behandlung  desselben  Lehrstoffs. 
Das  sind  die  äußeren  Verhältnisse  für  unser  Lehrfach;  daß  sie  auf  den 
Reformschulen  noch  ungünstiger  sind,  sei  nur  nebenbei  bemerkt.  Aus 
den  methodischen  Bemerkungen,  die  den  neuen  Lehrplänen  yon  1901 
beigefügt  sind,  ist  besonders  zu  erwähnen,  daß  den  Schülern  ein  ein- 
gehendes Verständnis  des  Funktionsbegriffes  zu  erschließen  ist.  Hierauf 
kann  man  schon  frühzeitig  im  mathematischen  Unterricht  hinarbeiten, 
ja  propädeutische  Übungen  schon  auf  der  untersten  Stufe  zeich- 
nerisch ausführen  lassen.  Aber  hier  würde  man  entschieden  das  Ver- 
ständnis fördern,  wenn  man  den  Funktionsbegriff  auch  in  den 
übrigen  Fächern  mehr  in  den  Sprachgebrauch  einführte  resp.  ihn 
in  der  Mathematik  auch  da  verwendete,  wo  er  nicht  direkt  seiner 
selbst  wegen  als  Übungsstoff  verarbeitet  wird.  Ein  Vergleich  der 
bestehenden  Lehrpläne  von  1901  mit  den  früheren  zeigt  zwar  eine 
günstige  Tendenz  für  unsere  Fächer,  daß  aber  bei  weitem  nicht  aUe 
Wünsche  befriedigt  sind,  zeigt  eben  die  lebhafte  Bewegung  auf  diesem 
Gebiete,  neben  anderem  sind  besonders  die  Bestrebungen  nach  der  Ein- 
führung biologischen  Unterrichts  an  den  oberen  Klassen  zu  erwähnen: 
es  ist  auch  zu  konstatieren,  daß  die  Verschiedenheiten  in  den  ver- 
schiedenen Lehrplänen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  sehr  gering 
sind,  verschwindend  auf  der  unteren   und   mittleren  Stufe:   von 
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einer  wirklichen  Beform  kann  auch  hier  nicht  die  Rede  sein;  und 
dabei  wäre  vielleicht  das  Richtigste  eine  Revolution.  Yon  einem 
Einfluß  z.B.  des  Fortschritts  in  der  Wissenschaft  ^^spürest  du  kaum 
einen  Hauch^^  In  der  Tat^  die  Schüler  auch  der  Realanstalten  stehen 
der  Mathematik  der  Hochschulen  fast  fremd  gegenüber^  nicht 
einmal  die  Probleme  sind  ihnen  bekannt,  auf  die  man  doch  einen  Aus- 
blick eröffnen  sollte,  mit  einem  Hinweis  vielleicht  auch  auf  die 
Methoden  der  Lösung.  Welchen  Einfluß  hatte  seinerzeit  Hinden- 
bürg  und  seine  Schule  auf  die  Lehrpläne  ausgeübt:  ein  Einfluß, 
dessen  Spuren  noch  heute  deutlich  zu  merken  sind.  Aber  in  der  Folge 
ist  bis  heute  kein  Versuch  wieder  gemacht  worden,  von  der  Wissen- 
schaft her  einen  entscheidenden  Einfluß  auf  die  Gestaltung  der  Lehr- 
pläne zu  gewinnen. 

Betrachtet  man  die  Verteilung  des  Lehrstoffs  im  einzelnen,  so 
tritt  überall  hervor,  daß  die  formale  Bedeutung  des  mathematischen 
Unterrichts  noch  allzusehr  im  Vordergrund  steht,  daß  tatsächlich  die 
anfangs  erwähnten  Klagen  Krämers  auch  noch  jetzt  zu  Recht  be- 
stehen. Der  Einfluß  der  Lehrpläne  wird  aber  noch  durch  einen  weiteren 
Umstand  für  eine  Ausgestaltung  und  freie  Entwicklung  des 
mathematischen  Unterrichts  verderblich:  sie  sind  die  eiserne  Zucht- 
rute für  die  Revision  dieses  Unterrichts,  sei  es  auf  den  einzelnen 
Stufen,  sei  es  in  der  Reifeprüfung,  und  bewirken  ein  Arbeiten  auf 
äußerlichen  Erfolg,  auf  das,  was  sich  vorführen  läßt,  wodurch 
die  wesentliche  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  stark  be- 
nachteiligt wird.  Solange  in  der  Reifeprüfung  noch  streng  nach  den 
Lehrplänen  der  Maßstab  an  die  Leistungen  der  Schüler  angelegt 
wird,  auf  jedem  der  verschiedensten  Gebiete  unweigerlich  die  Dar- 
legung ganz  bestimmter  Einzelkenntnisse  verlangt  wird,  ist  an 
eine  freie  Ausgestaltung  unseres  Unterrichts,  besonders  auf  der 
obersten  Stufe,  nicht  zu  denken.  Mir  ist  ein  Fall  mitgeteilt  worden, 
daß  im  Abiturientenezamen  der  prüfende  Lehrer  die  Frage  stellte: 
„Worin  beruht  das  Wesen  und  der  Wert  der  analytischen  Geometrie?^' 
und  daß  er  vom  Vorsitzenden  zurechtgewiesen  wurde  mit  den  Wor- 
ten: „Lassen  Sie  das.  Fragen  Sie  Formeln!"  Ja,  meine  Herren,  wenn 
wir  als  höchstes  Ziel  vor  Augen  haben  sollen,  daß  unsere  Schüler 
eine  recht  große  Anzahl  von  Formeln  auswendig  wissen,  so  steht 
es  um  die  ethische  und  ästhetische  und  noch  manche  andere  Seite 
der  Bedeutung  des  mathematischen  Unterrichts  schlechi  Dabei  ist 
zu  bedenken,  daß  wir  —  wie  bei  all  unserem  Unterricht  —  das  Beste, 
was  wir  geben  können,  nicht  in  der  Prüfung  zeigen  können,  nämlich 
die  Einwirkung  unseres  Unterrichts  auf  den  Verstand  und  den  Charakter 
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unserer  Zöglinge.  Das  Beste  ruht  oft  und  bedarf  eines  glücklichen 
individuellen  Momentes  der  Auslösung;  dies  tritt  aber  selten  genug 
gerade  im  Examen  ein.  Ich  möchte  hier  an  die  schönen  Worte  er- 
innem^  mit  denen  der  Prorektor  der  üniyersitat  Bonn  den  Prinzen 
Eitel-Friedrich  bei  der  Exmatrikulation  begrüßt  hat.  Die  inneren  Er- 
folge —  wie  ich  sie  nennen  möchte  —  zeigen  sich  fast  durchweg  erst 
im  späteren  Leben.  Und  wie  oft  da  grelle  Unterschiede  mit  dem 
Aus&U  der  Prüfung  vorkommen,  ist  zu  bekannt,  als  daß  ich  hier 
darauf  einzugehen  nötig  hätte.  Auch  die  Aufgaben  für  die  schrift- 
liche Prüfung  würde  ich  anders  stellen,  als  es  jetzt  üblich  ist:  in 
einer  Weise,  die  sicher  ein  Urteil  über  das  Wissen  der  Abiturienten 
gewährte.  Wie  oft  kann  man  beobachten,  daß  ein  Schüler  in  der  be- 
greiflichen Aufregung  eine  Aufgabe  falsch  anfaßt,  sich  festbeißt 
und  schließlich  eine  ungenügende  Arbeit  abgibt,  obwohl  er  sonst 
immer  Gutes  geleistet  hat.  Ich  würde  daher  dafür  sein,  daß  wenig- 
stens eine  Aufgabe  allgemeinen  Charakters  gestellt  wird,  die  zu- 
gleich eine  Beurteilung  nach  anderer  Seite  hin  zuließe.  Solche  Themata 
wären  etwa  aus  der  Algebra  „Die  Gleichungen^'  oder  „Der  Zusammen- 
hang der  Wurzeln  und  Koeffizienten  einer  Gleichung^',  aus  dem  Gebiete 
der  Arithmetik  „Über  unendliche  Reihen'',  „Der  Moivresche  Lehrsatz 
und  seine  Anwendung",  aus  der  Planimetrie  „Die  Eonstruktionsaufgabe", 
„Über  die  Anwendungen  der  Ähnlichkeitslehre",  aus  der  analytischen 
Geometrie  „Die  Behandlung  der  geraden  Linie",  „Die  Entwicklung  der 
Tangenteneigenschaften  bei  einer  Kurve",  aus  der  synthetischen  „Die 
Parabel"  usf.  usf.  Aus  der  ganzen  Art  der  Darstellung  formell 
wie  inhaltlich  würde  der  geistige  Gewinn,  den  der  Betreffende  aus 
dem  mathematischen  Unterrichte  gezogen,  yiel  evidenter  erkannt  werden 
können,  als  aus  der  Behandlung  einer  einzelnen  Aufgabe,  z.  B.  einer 
kubischen  Gleichung,  zumal  da  ja  gefordert  werden  könnte,  die  all- 
gemeine  Darstellung  an  einem  bestimmten  selbst  zu  wählenden  Bei- 
spiele durchzuführen.  Neben  einer  solchen  Hauptaufgabe  dann  noch 
höchstens  eine  spezielle  Frage  resp.  ein  Exempel  oder  besser  noch 
eine  zeichnerische  Aufgabe  aus  der  darstellenden  Geometrie. 

Daß  unser  mathematischer  Unterricht  seiner  Aufgabe  nicht  überall 
gerecht  wird,  liegt  an  seiner  Schwierigkeit:  nicht  an  dem  Mai^l 
einer  besonderen  Begabung,  sondern  sehr  oft  —  das  kann  nicht 
geleugnet  werden  —  an  der  Art  der  Darbietung.  Es  ist  ja  in  dieser 
Beziehung  im  allgemeinen  sehr  viel  besser  geworden  im  Vergleich  zu 
früheren  Zeiten,  aber  eine  unablässige  Arbeit  an  der  Verbesserung 
der  Unterrichts  -  Methoden  ist  und  bleibt  eine  dringende  Forderung. 
Zum  guten  Teil  freilich  werden  diese  Bestrebungen  durch  unser  ganzes 


636  n.  Teil:  Wissenschaftliche  Vortrage. 

Schulsystem,  insbesondere  durch  die  Lehrpläne  und  ihre  Forderungen 
hintangehalten.  Um  nur  ein  Beispiel  zu  erwähnen:  In  der  Ober- 
sekunda der  Oberrealschule  soll  durcbgenommen  werden:  Arith- 
metische Reihen  und  geometrische  Reihen,  Zinseszins-  und 
Rentenrechnung.  Die  imaginären  und  komplexen  Größen.  Rezi- 
proke und  binomische,  sowie  schwierigere  quadratische  Glei- 
chungen. Die  Lehre  von  den  harmonischen  Punkten  und  Strahlen, 
Chordalen,  Ahnlichkeitspunkten  und  -Achsen  mit  Konstruk- 
tionsaufgaben. Die  Ergänzung  und  Fortführung  der  Goniometrie; 
schwierigere  Dreiecksberechnungen.  Systematische  Begrün- 
dung der  Stereometrie  und  weitere  Ausführungen  und  Anwen- 
dungen. Zur  Verfügung  stehen  höchstens  200  Stunden  im  Jahre^ 
wenn  man  den  Ausfall  einzelner  Stunden  unberücksichtigt  läßt.  Min- 
destens 20  Stunden  gehen  für  die  geforderten  schriftlichen  Arbeiten 
(Extemporalien)  verloren,  ebensoviele  werden  zur  Zurückgabe  ver- 
wendet werden  müssen.  Wo  bleibt  da  Zeit  zu  einer  gründlichen 
Vermittlung  des  überreichen  Lehrstoffs,  geschweige  denn  zu  An- 
wendungen auf  den  verschiedenen  hier  sich  darbietenden  Gebieten?  wo 
die  Möglichkeit  ethisch  und  ästhetisch  auf  die  Schüler  einzuwirken? 
Und  diese  selbst!  Sie  verlieren  bei  der  Hetze  alle  Lust  und  alle 
Freude  an  der  Arbeit.  Kaum  daß  sie  sich  in  eins  der  heterogenen 
Gebiete  eingearbeitet  haben,  daß  sie  anfangen  mit  Lust  und  Liebe 
darin  zu  arbeiten,  nachdem  ihnen  ein  volles  Verständnis  aufgegangen, 
so  wird  es  verlassen  und  ein  neues  stürmt  auf  sie  ein.  Von  einer 
wirklich  geistigen  Verarbeitung  kann  da  keine  Rede  sein:  und 
greift  man  dann  in  Prima  auf  diese  Sachen  zurück,  so  zeigt  sich  überall 
tabula  rasa;  die  Kenntnisse,  die  ja  wohl  einmal  vorhanden  waren,  sind 
dahin,  und  von  dem  Einfluß  auf  mathematisches  Denken,  auf  An- 
schauung usf.  ist  wenig  oder  nichts  zu  spüren. 

Das  ist  nur  ein  Beispiel,  das  ich  aus  den  Lehrplänen  heraus- 
gegriffen habe,  aber  es  ist  typisch  für  sie.  Was  wir  am  allerersten 
erstreben  sollten,  daß  unsere  Schüler  arbeiten  lernen,  daß  sie  gern 
und  freudig  arbeiten:  das  ist  fast  unmöglich  geworden;  an  dessen 
Stelle  tritt  das  Büffeln,  das  Einpauken.  Damit  wirken  wir  aber 
nicht  erzieherisch,  abgesehen  davon,  daß  auch  den  Lehrern  die 
Freude  am  Unterricht  auf  diese  Weise  verbittert  wird.  Welch  schäd- 
lichen Einfluß  gerade  dieser  Hetzbetrieb  auf  die  Wahrhaftigkeit 
der  Schüler  ausübt,  ist  gar  nicht  zu  sagen:  unser  Fach,  dem  gerade 
nachgerühmt  wird,  daß  es  in  besonderem  Maße  das  Gefühl  für 
Wahrheit  und  Recht  erweckt  und  befestigt,  wird   auf  diese  Weise 
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bedauerlicherweise  ebenfalls  mitwirken,  die  Achtung  vor  der  Wahrheit 
zu  untergraben.     Doch  genug  hiervon. 

Lassen  Sie  mich,  m.  h.  H.,  nur  k&rz  noch  einmal  wiederholen,  daß 
nach  meiner  Ansicht  eine  Revision  der  mathematischen  Lehrpläne 
dringend  notwendig  ist,  nebenbei  gesagt  freilich  auch  des  Schul- 
systems überhaupt;  daß  diese  Veränderungen  Hand  in  Hand  gehen 
müssen,  unter  Berücksichtigimg  einerseits  der  ebenso  notwendigen  Um- 
änderung der  Vorbereitungsschulen,  andererseits  der  von  den  Hoch- 
schulen aufzustellenden  Forderungen,  die  allerdings  nicht  nur  das  End- 
ziel des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  höheren  Lehranstalten 
ins  Auge  fassen  dürfen,  sondern  auch  die  Ausgestaltung  im  einzelnen, 
besonders  die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Gebiete  der 
Mathematik  beachten  müssen.  Auf  Grund  dieser  Gutachten  müßte 
dann  die  Schulverwaltung  von  praktischen  Schulmännern  einen  neuen 
Lehrplan  ausarbeiten  lassen,  dessen  Einführung  und  Durchführung  dann 
hoffentlich  auch  die  Klagen  über  die  große  Kluft  zwischen  Schule 
und  Universität  auf  unserem  Gebiete  verstummen  lassen  würden.  Frei- 
lich muß  ich  gestehen,  daß  ich  zweifelhaft  geworden  bin,  ob  diese 
Klage  mit  Recht  gerade  von  uns  erhoben  wird.  Denn  genau  ge- 
nommen, hat  diese  Kluft  auf  allen  Gebieten,  mit  Ausnahme  allein  der 
klassischen  Philologie  und  vielleicht  auch  der  Theologie,  bestanden  und 
besteht  noch.  Es  ist  auch  sicher,  daß,  um  diese  Kluft  zu  überbrücken, 
man  nicht  allein  die  Schule  reformieren,  sondern  daß  auch  von  der 
Hochschule  her  entgegengekommen  werden  muß.  Li  erster  Linie  ist  hier 
die  Forderung  aufzustellen,  daß  dem  späteren  Lehrer  neben  den  Grund- 
lagen der  allgemeinen  Pädagogik  auch  besondere  Fach-Unterrichts- 
methodik geboten  wird,  daneben  aber  auch  z.  B.  Vorlesungen  über 
Geschichte  der  Mathematik,  wie  des  mathematischen  Unterrichts.  Dringt 
die  Überzeugung  von  dem  Wechsel  unseres  Bildungsideales  durch, 
so  wird  allerdings  die  Schule  den  größeren  Schritt  tun  müssen,  ohne 
daß  aber  der  Fehler  begangen  werden  darf,  die  Realanstalten  zu  wirk- 
lichen Fachschulen  zu  machen.  Daß  sie  jedoch  in  irgend  einer 
Weise  —  vielleicht  nach  Art  der  französischen  Lehrpläne  —  sich  einer 
solchen  Gestaltung  etwas  mehr  nähern  als  bisher,  dürfte  wohl  in  ab- 
sehbarer Zeit  nicht  zu  umgehen  sein.  Festzuhalten  ist  dabei  immer, 
daß  der  Unterricht  an  den  höheren  Schulen  in  höherem  oder  geringe- 
rem Maße  im  wesentlichen  einen  propädeutischen  Charakter  tragt. 

Und  nxm  möchte  ich  schließen  mit  den  Worten: 

„Den   bestehenden  Mißverhältnissen    abzuhelfen    ist  Pflicht,   die 
Erfüllung  derselben   ist  aber  bedingt  durch  Einverständnis    in  Ziel 
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und   Zweck.     Die   wesentlichste   Bedingung    zur   Realisierung    einer 
Reform  ist  Einhelligkeit  der  Arbeit  auf  Schule  und  Universität/' 

y^Gelänge  es  uns,  den  Standpunkt  der  Schule  zu  erhöhen,  den 
Horizont  zu  erweitem,  den  Lehrinhalt  zu  vertiefen,  bald  müßte  man 
den  Einfluß  spüren.  Das  Bewußtsein,  der  gesamten  Wissenschaft 
gedient  zu  haben,  wird  uns  erheben.^' 

M.  H.  Diese  Worte  sind  entnommen  einer  akademischen  Festrede 
Arthur  von  Öttingens,  ,,Über  den  mathematischen  Unterricht  in 
der  Schule^',  gehalten  am  12.  Dezember  1872  in  Dorpat:  und  heute 
schreiben  wir  1904. 


über  komplexe  Zahlen;  über  den  Lehrgang  in  der 
sphärischen  Trigonometrie;  literarisch-historische  Notizen. 


Von 
M.  Simon  aus  Straßburg  i.  E. 


Dem  Wtmflche  Ihres  Einführenden  Folge  leistend^  erlaube  ich  mir 
Ihnen  einige  Bemerkungen  za  unterbreiten.  Die  erste  Bemerkung,  die 
ich  zu  machen  habe,  bezieht  sich  auf  die  Rechnung  mit  komplexen 
Zahlen,  äewöhnlich  wird  es  so  dargestellt,  daß  di/  quadratischen 
Oleichungen  zu  dieser  Erweiterung  des  Zahlbegri£Fs  führen,  dieselben 
liefern  allerdings  zuerst  komplexe  Zahlen,  aber  wenn  Ton  einem  Recht- 
eck verlangt  wird,  daß  sein  Umfang  20  und  sein  Inhalt  29  sei,  so 
zeigen  die  Zahlen  5  ±  2i  nur  an,  daß,  da  ein  solches  Rechteck  nicht 
existiert,  auch  seine  Seiten  keine  Maßzahlen  haben.  Kurz,  in  den  Pro- 
blemen 2.  Grades  liegt  nichts,  was  zur  Rechnung  mit  komplexen  Zahlen 
nötigt.  Anders  die  äleichung  3.  Grades.  Das  Problem,  von  einer 
Kugel  Ys  durch  eine  Ebene  abzuschneiden,  hat  evidente  Existenz;  nennt 

9  S 

man  r/p  =■  x,   so   erhalt   man   die    Gleichung   ar*  —  -7-^  +  -  «  0  also 

X  =  ]/~-|(l  -iY2)  +  ]/-~(l  +  i/2),  und  hier  beim   casus 

irreducibilis  wird  man  gezwungen  mit  komplexen  Zahlen  zu  rechnen. 
Es  ist  kein  Zufall,  daß  der  erste,  der  mit  komplexen  Zahlen  gerechnet 
hat,  Gardanus  war.  Die  Eonsequenz  heißt  fär  den  Lehrplan:  ent- 
weder keine  komplexen  Zahlen,  oder  im  Anschluß  an  die  Glei- 
chung 3.  Grades. 

Meine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  sphärische  Trigono- 
metrie. Zunächst  halte  ich  es  ftir  die  Schule  durchaus  nötig,  sich  auf 
sphärische  Dreiecke,  deren  Bogen  geodätische  Linien  sind,  zu  be- 
schränken und  die  Mob  ins-  bezw.  Study  sehe  Verallgemeinerung  der 
Universität  zu  überlassen  Man  gehe  dann  genau  den  Gang  der  planen 
Trigonometrie,  deren  beste  Repetitition  die  sphärische  ist.  Zunächst 
das  rechtwinkelige  Dreieck  und  dabei  der  Grundgedanke:   den  Bogen 
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durch  seinen  Sinus  unter  tunlichster  Benutzung  des  Radius  als  Längen- 
einheit zu  ersetzen.  Man  gelangt  dadurch  von  selbst  zu  dem  von  yier 
rechtwinkligen  planen  Dreiecken  begrenzten  Tetraeder^  aus  dem  man 
in  %  Stunde  die  gesamte  Trigonometrie  des  rechtwinkligen  sphä- 
rischen Dreiecks  herausholt. 

Dann  kommt,  wörtlich  wie  in  der  Planimetrie  (vgl.  Baumeister  IX, 
S.  98),  der  erste  bezw.  dritte  Eongruenzfall,  und  darauf  der  (fälschlich) 
sogenannte  zweite,  der  reziproke;  ich  will  den  Beweis  kurz  geben. 
Wenn  a,  ß  und  y  gegeben  sind,  so  zerschneide  man  das  Dreieck  durch 
Ä^=i  CF  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  und  benutze  die  beiden  For- 
meln cos  c  =  cos  a  cos  b  und  cos  a  »  sin  /3  cos  a.  Dann  ist  aus  Ä  CF 
cos  a  =  sin  (y  —  y')  cos  Ä  =  sin  y  cos  y '  cos  h  —  cos  y  sin  y'  cos  h,  und  da 
cosÄ  =  cos a/cos i^-B,  so  ist,  wenn  man  dies  für  cosA  im  ersten  Glied 
einführt,  cos  a  =  sin  }^  sin  /3  cos  a  —  cos  y  cos  ß. 

Diesen  Gang  hat  Euler  in  den  Acta  von  1779  und  der  große 
Graßmann  1865.     Diese  Formel  in  der  Form 

cos(ä  —  a)  =  008(:;r  —  ß)  co8(3r  —  y)  -|- sin (ar  — /3)  8'm{x  —  y)  C08(ä  — a) 

führt  ganz  direkt  und  genetisch  zur  Einfuhrung  der  Polarecke  bezw. 
des  Supplementardreiecks,  das  gewöhnlich  in  den  Unterricht  herein- 
schneit wie  ein  Dens  ex  machina. 

Zur  Polarisierung  möchte  ich  bemerken,  daß  die  Einführung  der 
Supplementwinkel  in  die  Formeln  zwar  unbedingt  elegant  ist,  man 
hat  nur  mechanisch  die  lateinischen  mit  den  griechischen  Buchstaben 
zu  vertauschen;  aber  gerade  wegen  des  Mechanischen  empfiehlt  sie  sich 
nicht  für  die  Schule.  Ich  spreche  hier  den  Satz  aus,  häufig  ist  das 
mathematisch  Elegantere  nicht  das  für  die  Schüler  Zweckmäßigere 
(Vgl.  Hilfswinkel,  Produktische  Umformungen  etc.).  Im  Anschluß  an 
diesen  Satz  kann  ich  die  Forderungen  Hoüels,  dieses  ebenso  bedeuten- 
den wie  in  Deutschland  unbekannten  Methodikers,  nach  einer  Tafel 
der  natürlichen  Werte  der  Funktionen  von  Minute  zu  Minute  nur 
unterstützen. 

Literarhistorisch  ist  zu  sagen,  das  die  Einführung  der  Supple- 
mentwinkel in  die  Formeln  nicht  auf  Edouard  Lucas,  auch  nicht  auf 
Graßmann  (Trigonometrie  S.  105),  sondern  auf  Kornelius  Keogh 
zurückgeht. 


Wirkung  der  wissenschaftlichen  Ergebnisse  auf  den 
Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik. 


Von 
H.  Thieme  aus  Posen. 


Der  Aufforderung  unseres  verehrten  Herrn  Vorsitzenden^  auf  diesem 
Kongreß  einen  Vortrag  über  die  Wirkung  der  Ergebnisse  der  Wissen- 
schaft auf  den  Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik  zu  halten, 
bin  ich  nur  nach  einigem  Zögern  gefolgt.  Es  ist  einem  einzelnen  nicht 
gut  möglich,  alle  die  wissenschaftlichen  Ergebnisse  zu  kennen,  die  für 
den  Unterricht  von  Bedeutung  sind,  ebensowenig  kann  er  wissen,  welche 
Wirkungen  diese  Ergebnisse  aller  Orten  bereits  gehabt  haben.  Dazu 
kommt,  daB  gerade  in  Fragen  des  Unterrichts  schon  die  Orund- 
anschauungen  der  einzelnen  Persönlichkeiten  so  verschieden  zu  sein 
pflegen,  daß  der  Versuch,  andere  für  die  eigenen  Anschauungen  zu  ge- 
winnen, wenig  Aussicht  auf  Erfolg  verspricht. 

Wenn  man  aber  die  namentlich  in  neuerer  Zeit  so  erfolgreichen 
Bestrebungen  der  Wissenschaft,  in  die  Probleme  der  elementaren 
Mathematik  Klarheit  zu  bringen,  auch  nur  einigermaßen  verfolgt  hat 
und  dann  sieht,  wie  gering,  namentlich  in  Deutschland,  der  Einfluß 
dieser  Forschungen  auf  den  praktischen  Unterrichtsbetrieb  ist,  so  fühlt 
man  sich  doch  verpflichtet,  nach  dem  Grunde  zu  fragen,  warum  die 
Schule  diese  Forschungen  nicht  für  sich  verwendet,  und  zu  untersuchen, 
wie  weit  dieses  Außerachtlassen  der  Wissenschaftlichen  Ergebnisse  not- 
wendig,  wie  weit  es  unberechtigt  ist. 

Die  Arbeit  der  Wissenschaft  für  die  elementare  Mathematik  er- 
streckt sich  nach  drei  Richtungen.  Erstens  bietet  uns  die  neuere 
Wissenschaft  eine  logisch  einwandfreie  Begründung  der  Elemente, 
zweitens  ordnen  die  neueren  Untersuchungen  große  Gebiete  der  Ele- 
mentarmathematik viel  allgemeineren  Fragen  unter  und  ermöglichen 
durch  deren  Beantwortung  eine  tiefere  Einsicht  in  den  Zusammenhang 
der  einzelnen  Begrifle  und  Sätze,  drittens  haben  neuere  Forschungen 
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die  elementare  Mathematik  mit  einer  groBen  Zahl  neuer  Sätze  be- 
reichert. 

Ehe  wir  an  die  Frage  herangehen^  ob  diese  neueren  Forschungs- 
ergebnisse in  irgend  einer  Weise  im  Unterricht  berücksichtigt  werden 
können,  müssen  wir  uns  einiger  wesentlicher  Vorbedingungen  bewußt 
werden. 

Bei  allen  Forderungen  eines  Faches  an  die  Schule  ist  Rücksicht 
zu  nehmen  auf  die  für  das  Fach  yerfügbare  Zeit  und  auf  das  Fassungs- 
Termögen  der  Schüler,  daneben  auch  auf  den  augenblicklichen  Stand 
des  Unterrichts  —  ein  plötzlicher  Umsturz  ist  eine  praktische  Unmög- 
lichkeit —  und  auf  den  Grad  der  Verbreitung,  den  die  Forschungen, 
die  Berücksichtigung  heischen,  schon  erlangt  haben. 

Was  den  ersten  Punkt  betriffl,  so  werden  wir  uns  darüber  klar 
sein  müssen,  daß  ein  Mehr  an  Zeit  der  Mathematik  zunächst  nicht  be- 
willigt werden  wird,  so  sehr  dies  auch  für  die  Humangymnasien  zu 
bedauern  ist.  Neben  den  alten  Hauptfächern  der  Gymnasien,  die  ihren 
Besitzstand  mit  Energie  und  Erfolg  verteidigen,  verlangen  neue  auf 
den  höheren  Schulen  Berücksichtigung,  so  in  erhöhtem  Maße  in  neuerer 
Zeit  die  biologischen  Fächer;  außerdem  nehmen  die  höheren  Schulen 
auch  jetzt  schon  die  Arbeitskraft  ihrer  Zöglinge  in  ausreichend  hohem 
Maße  in  Anspruch. 

Aber  mag  viel  oder  wenig  Zeit  zur  Verfügung  stehen,  so  gibt  es 
doch  eine  Forderung  von  grundsätzlicher  Bedeutung,  die  an  jeden 
Unterricht,  namentlich  aber  an  den  mathematischen  Unterricht,  zu 
stellen  ist.  Der  Lehrer  darf  den  Schülern  nichts  bringen,  filr  dessen 
Kenntnis  und  Verständnis  er  in  ihnen  kein  Bedürfnis  zu  wecken  veiv 
mag.  Eine  Hauptaufgabe  des  Lehrers  der  Mathematik  wird  es  immer 
sein  müssen,  im  Schüler  dies  Bedürfnis  hervorzurufen,  namentlich  das 
Verlangen  nach  Aufdeckung  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  der  Eigen- 
schaften, nach  ihrem  Beweise;  so  mancher  Mißerfolg  im  mathematischen 
Unterricht  erklärt  sich  aus  der  Nichtbeachtung  dieser  Vorbedingung 
eines  ersprießlichen  Unterrichts.  Wo  der  Unterricht  jenes  Bedürfiiis 
nicht  zu  wecken  in  der  Lage  ist,  muß  Verzicht  geleistet  werden. 

Dazu  kommt  ein  weiteres.  Es  genügt  nicht^  daß  die  Schüler  ver- 
stehen, was  der  Lehrer  ihnen  erklärt;  nicht  passives  Rezipieren,  son- 
dern aktive  Mitarbeit  der  Schüler  muß  bei  jedem  Unterricht  erreicht 
werden,  die  Schüler  müssen  auf  jeder  Stufe  das  freudige  Gefühl  ge- 
winnen, selbst  etwas  Neues  nicht  bloß  zu  wissen,  sondern  zu  können. 
Daher  müssen  die  freien  Übungen,  die  Aufgaben,  im  mathematischen 
Unterricht  mehr  im  Vordergrunde  stehen  als  die  gemeinsamen  Ent- 
wicklungen von  Lehrern  und  Schülern. 
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Ans  diesen  Vorbedingungen  f&r  jeden  mathematischen  Unterricht 
erklärt  sich  in  der  Hauptsache  unser  heutiges  Unterrichtsverfahren^ 
hieraus  die  Tatsache^  daß  wir  uns  jetzt  im  arithmetischen  Anfangs- 
unterricht zunächst  auf  Veranschaulichung  der  Regeln  beschränken 
und  dann  die  Regeln  möglichst  ausgibig  zum  Lösen  von  Aufgaben 
verwenden,  hieraus  auch,  daß  wir  in  der  Geometrie  im  Anfangs- 
unterricht so  manche  Eigenschaften  der  Figuren  ohne  Beweis  als  richtig 
annehmen. 

Trotzdem  bin  ich  der  Ansicht,  daß  in  unserem  Unterricht  die  Er- 
gebnisse der  neueren  wissenschafUichen  Forschungen  in  weit  höherem 
Maße  Berücksichtigung  finden  können  als  bisher,  ohne  daß  die  Schüler 
mehr  belastet  werden  als  jetzt,  daß  im  besonderen  so  manche  logischen 
Mängel,  die  dem  jetzigen  Unterriebt  noch  anhaften,  beseitigt  werden 
müssen.  Nach  dieser  Richtung  sollte  uns,  wenn  den  vorher  von  mir 
angegebenen  Vorbedingungen  des  Unterrichts  genügt  ist,  als  ideales 
Ziel  gelten,  was  Graßmann  in  der  Vorrede  seiner  Arithmetik  aus- 
spricht Er  sagt:  „Daß  auch  schon  für  den  ersten  wissenschaftlichen 
Unterricht  die  möglichst  strengste  Methode  vor  jeder  anderen  den  Vor- 
zug verdiene,  werden  wohl  wenige  bestreiten.  Namentlich  wird  jeder 
Pädagog  einen  folgerichtigen  Beweis  einem  in  Trugschlüssen  fort- 
schreitenden oder  sich  im  Zirkel  bewegenden  vorziehen,  ja  es  wird  für 
ihn  eine  moralische  Unmöglichkeit  sein,  mit  Bewußtsein  einen  Beweis 
der  letztem  Art  den  Schülern  vorzutragen  und  sie  gewissermaßen 
hinters  Licht  zu  führen.^'  „Scheinbeweise  öffnen  der  Oberflächlichkeit 
Tor  und  Tür."  „Die  Mathematik  in  ihrer  strengsten  Form,  in  ihrer  un- 
erbittlichen Eonsequenz  ist  allein  imstande,  den  Schüler  vor  der  modi- 
schen Herrschaft  der  geistreichen  Phrase  zu  bewahren." 

Doch  wenden  wir  uns  jetzt  dem  einzelnen  zu. 

Der  mathematische  Unterricht  gliedert  sich  in  Arithmetik  und 
Algebra  einei-seits  und  die  geometrischen  Disziplinen  andererseits. 

Eine  logisch  strenge  Begründung  der  Arithmetik  besitzen  wir 
noch  nicht  lange.  Graßmann  konnte  in  seiner  1861  erschienenen 
Arithmetik  sich  rühmen,  die  erste  einwandfreie  Entwicklung  der  arith- 
metischen Lehren  zu  geben.  Seit  Graßmann  ist  auf  exakte  Begrün- 
dung der  Arithmetik  von  seiten  der  hervorragendsten  Mathematiker 
viel  Sorgfalt  verwandt  worden.  Die  Vorlesungen  von  Weierstraß, 
die  Schriften  von  Hankel,  Schroeder,  Stolz  u.  a.,  die  Arbeiten  von 
G.  Cantor,  Dedekind,  Peano  u.  a  über  die  Natur  der  Zahlen  haben 
die  richtigen  Anschauungen  über  die  Grundlegung  der  Arithmetik  in 
weitere  und  weitere  Kreise  getragen.  In  wenig  umfangreichen  Werken, 
der  theoretischen  Arithmetik  von  Stolz  und  Gm  einer  und  der  Enzyklo- 
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pädie  der  Elementar-Mathematik  tou  Weber  und  Wellsteiii;  wird  der 
jetzige  Stand  der  Wissenschaft  jedem  leicht  zugänglich  gemacht. 

Im  praktischen  Schulunterricht  sowie  in  den  arithmetischen  Lehr- 
und  Übungsbüchern  der  Schule  ist  dieser  neuere  Stand  der  Wissen- 
schaft noch  lange  nicht  zu  der  Geltung  gelangt,  die  er  verdient.  D$t 
finden   wir  z.  B.  immer  wieder  die   Gleichungen   (—  a)(—  fc)  =  +  afr> 

a"""  =  -n ,  a  -\-hi  ^c  +  di,  wenn  a  =  c  und  h  =  d  ist,   nicht,  wie  es 

sein  sollte,  als  Definitionen,  sondern  als  zu  beweisende  Lehrsätze  be- 
handelt. Die  einfache  Forderung,  daß  man  jeden  Begriff  und  jeden 
Lehrsatz  auf  seinen  Geltungsbereich  zu  untersuchen  hat,  daß  man  sie 
über  diesen  Geltungsbereich  hinaus  nicht  verwenden  darf,  findet  noch 
lange  nicht  allgemeine  Beachtung.  Die  Begriffe  gleich,  größer,  kleiner, 
die  Begriffe  des  Addierens»  Multiplizierens,  Potenzierens,  die  zunächst 
nur  für  absolute  Zahlen  definiert  sind,  werden  auf  negative,  gebrochene, 
irrationale,  imaginäre  und  komplexe  Zahlen  angewandt,  ohne  die  Be- 
rechtigung hierzu  irgendwie  zu  untersuchen. 

Allerdings  können  wir  uns  im  Anfangsunterricht  nicht  auf  lang- 
atmige logische  Erörterungen  einlassen;  wir  würden  dadurch  die  Schüler 
nur  abschrecken  und  das  bekannte  Vorurteil  von  der  besonderen  Be- 
fähigung fördern.  Wir  müssen  uns  anfangs  mit  einer  anschaulichen 
Ableitung  der  Gesetze  begnügen.  Lidessen  müssen  wir  uns  dabei  auch 
der  Grenzen  des  Yeranschaulichungsmittels  bewußt  bleiben;  jeder  Ver- 
gleich hinkt.  Die  Veranschaulichung  der  positiven  und  negativen 
Zahlen  durch  Vermögen  und  Schulden  führt  bekanntlich  zu  dem  Satze, 
an  dem  jeder  Tertianer  Anstoß  nimmt,  daß  „Schulden  mal  Schulden 
Vermögen  gibt'*.  Um  solchen  Fehlem  vorzubeugen,  ist  von  vorn- 
herein, auch  auf  der  Unterstufe,  zu  betonen,  daß  alle  direkten  B>ech- 
nungen  für  jede  neue  Zahlenart  neu  zu  erklären  sind;  dann  gibt  es  ein 
solches  Paradoxon  nicht. 

Auf  der  Oberstufe  maß  mehr  geschehen.  Hier  muß  den  Schülern 
bei  Gelegenheit  der  irrationalen  und  komplexen  Zahlen,  auf  die  be- 
sondere Sorgfalt  zu  verwenden  ist,  der  ganze  Aufbau  des  Systems  der 
arithmetischen  Begriffe  und  Operationen  im  Zusammenhange  vorgeführt 
werden.  Weniger  von  Bedeutung  ist,  welche  Definition  der  irrationalen 
Zahlen  dabei  zugrunde  gelegt  wird,  ob  die  von  Weierstraß,  Dede- 
kind  oder  G.  Gantor. 

Recht  mangelhaft  im  Unterricht  ist  noch  die  Behandlung  der  un- 
endlichen Reihen.  Daß  sie  zum  Abschluß  der  Lehren  der  elementaren 
Arithmetik  gehören,  wird  sich  wohl  nicht  bestreiten  lassen.  Der 
Schüler    arbeitet   jahrelang    mit    Logarithmen   und    trigonometrischen 
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Funktionen^  benutzt  dauernd  die  Logarithmentafeln.  Da  ist  es  doch 
wünschenswert,  daB  er  einen  möglichst  klaren  Einblick  in  die  Eigen- 
schaften dieser  Funktionen  erluQt^  daß  er  auch  erfährt^  wie  man  die 
benutzten  Tafeln  herstellen  kann. 

Wie  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  ohne  Differential-  und 
Integralrechnung  streng  zu  begründen  ist,  hat  Weber  in  der  Enzyklo- 
pädie der  Elementar-Mathematik  gezeigt.  Ob  die  Schule  die  Entwick- 
lungen Webers  für  den  Unterricht  yerwenden  soll^  oder  ob  sie  den  in 
neuerer  Zeit  namentlich  von  F.  Klein  empfohlenen  Weg  gehen  und  die 
Differential-  und  Integralrechnung  in  den  Unterricht  aufuehmen 
soU^  das  ist  eine  Frage^  über  die  man  sich  in  Fachkreisen  in  der  nächsten 
Zeit  klar  werden  muß.  Aus  mannigfachen  Gründen,  namentlich  um 
den  für  alle  Verhältnisse  des  Lebens  so  wichtigen  Funktionsbegriff 
im  Unterricht  gebührend  zur  Klarheit  und  Geltung  bringen  zu  können, 
würde  ich  mich  für  den  letzteren  Weg  entscheiden. 

Die  Aufiiahme  anderweitiger  neuer  Forschimgsergebnisse  in  den 
Unterricht,  etwa  der  Lehre  von  den  Determinanten  oder  der  Lehre  von 
den  Invarianten  und  Kovarianten,  scheint  mir  dagegen  nicht  erforder- 
lich; ein  Hinweis  auf  die  Bedeutung  dieser  Lehren  kann  gelegentlich  er- 
folgen und  wird  bei  dem  einen  oder  anderen  Schüler  anregend  wirken. 

Mehr  Schwierigkeiten  als  der  arithmetische  Unterricht  bietet  der 
geometrische.  Bekanntlich  haben  wir  von  Euklid  einen  Lehrgang 
der  Geometrie  von  außerordentlich  hoher  Vollkommenheit  überkommen. 
Ebenso  bekannt  ist,  daß  der  Lehrgang  Euklids  kein  Königsweg  ist, 
daß  die  Unterrichtsergebnisse  in  der  Geometrie  lange  Zeit  mangelhafte 
waren.  Man  hat  deshalb  den  Lehrgang  den  verschiedenartigsten  Um- 
gestaltungen unterworfen.  Man  fand,  daß  es  den  Schülern  vielfach  an 
Anschauungen  fehle,  und  schuf  deshalb  die  propädeutische  Anschauungs- 
lehre, in  der  man  wie  im  arithmetischen  Anfangsunterricht  zunächst 
alle  Beweise  wegließ.  Das,  was  man  in  dieser  Propädeutik  lehrte, 
faßten  die  Schüler  leicht.  Aber  man  täuschte  sich  sehr,  wenn  man 
damit  die  sachlichen  Schwierigkeiten  überwunden  glaubte.  Diese  zeigten 
sich  sofort  wieder,  sobald  man  von  den  Schülern  Beweise  und  selb- 
ständiges Lösen  von  Aufgaben  verlangte. 

Man  suchte  sich  über  die  Schwierigkeiten  hinwegzuhelfen  durch 
Änderung  der  Beweise.  Leider  sind  diese  Änderungen  mehrfach  nur 
Verschlechterungen  des  Lehrgangs,  die  neuen  Beweise,  wie  z.  B.  der 
in  neuerer  Zeit  wunderbarerweise  so  vielfach  empfohlene  Thibautsche 
Beweis  des  Parallelenaxioms,  Scheinbeweise.  Gegen  solche  Beweise 
muß  im  Interesse  der  logischen  Ausbildung  der  Schüler  Protest  ein- 
gelegt werden. 
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In  dem  jetzt  üblichen  Lehrgänge  der  Geometrie  sind  fehlerhaft 
vielfach  die  Definitionen  der  GmndbegrifPe^  mangelhaft  die  Auswahl  der 
benutzten  Grundsätze;  mangelhaft;  so  mancher  Beweis^  namentlich  auch 
die  Behandlung  der  irrationalen  Zahlen  in  der  Geometrie. 

In  allen  diesen  Dingen  ist  durch  die  neueren  Forschungen  über 
die  Grrundlagen  der  Geometrie  yöUige  IQarheit  geschaffen  worden.  Eine 
ganze  Reihe  der  gebräuchlichen  Fehler  läßt  sich  vermeiden,  ohne  die 
Schüler  mehr  zu  belasten  als  bei  dem  bisherigen  Verfahren. 

Um  den  Unterricht  überhaupt  beginnen  zu  können,  werden  wir  die 
Schüler  zunächst  anschaulich  mit  Körpern,  Flächen  und  Linien  und  mit 
einzelnen  ihrer  Eigenschaften  bekannt  machen,  werden  aber  nicht  Defi- 
nitionen von  Linie  und  Fläche  geben.  Die  neuere  Analysis  lehrt  uns, 
daß  allgemeine  Definitionen  von  Linie  und  Fläche  unmöglich  sind. 
Ebenso  werden  wir  auf  die  Definition  der  Geraden  verzichten  müssen. 
Da  wir  die  Linie  nicht  definieren  können,  können  wir  auch  die  Gerade 
nicht  unter  diesen  Begriff  subsumieren.  Die  Begriffe  der  Entfernung 
und  der  Richtung  setzen  den  Begriff  der  Geraden  schon  voraus.  Neben- 
bei braucht  eine  Linie  an  und  für  sich  weder  eine  Länge  noch  eine 
Richtung  zu  haben.  Daß  es  zwischen  zwei  Punkten  eine  kürzeste  Ent- 
fernung gibt,  ist  von  vornherein  durchaus  nicht  gewiß,  und  in  einer 
Geraden  gibt  es  bekanntlich  zwei  Richtungen. 

Die  Eigenschaften  der  Ebene  lassen  sich,  wie  Peano  und  Yero- 
nese  gezeigt  haben,  unter  Voraussetzung  gewisser  Postulate  aus  denen 
der  Geraden  ableiten.  Für  den  Anfangsunterricht  aber  sind  diese 
wissenschaftlich  außerordentlich  wertvollen  Entwicklungen  schwer  ver- 
wendbar. Im  Anfangsunterricht  werden  wir  einfach  als  Grundsatz 
voraussetzen  müssen,  daß  man  in  der  Ebene  von  jedem  Punkte  zu 
jedem  andern  eine  Gerade  ziehen  kann. 

Schwierigkeiten  macht  im  Anfangsunterricht  femer  der  Begriff 
des  Winkels.  Es  gibt  keine  Definition  des  Winkels,  auf  Grund  deren 
sich  alle  seine  Eigenschaften  ableiten  ließen.  Um  mit  Winkeln  ope- 
rieren zu  können,  muß  man  für  zwei  Winkel  die  Bedeutung  der  Be- 
griffe gleich,  größer,  kleiner^  der  Summe  und  der  Differenz  festlegen. 
Das  muß  unabhängig  davon  geschehen,  ob  man  den  Winkel  als  ein 
Gebilde,  das  aus  zwei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  besteht, 
als  Richtungsunterschied,  als  Größe  der  Drehung,  als  Maß  der  Drehung, 
als  Grrenzwert  eines  Kreissektors  bei  unendlich  wachsendem  Radius 
oder  als  Teil  der  Ebene  definiert.  Logisch  ist  diejenige  Definition  die 
beste,  bei  der  so  wenig  andere  Begriffe  benutzt  werden  wie  möglich; 
das  ist  bei  der  ersten  der  genannten  Definitionen  der  Fall.  Im  Inter- 
esse der  Anschaulichkeit  wird  man  sich  im  propädeutischen  Unterricht 
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nicht  80  knapp  fassen  wollen;  wenn  man  da  etwa  den  Winkel  als 
Drehnngsgröße  oder  als  Teil  der  Ebene  einführen  will^  so  ist  dagegen 
nicht  viel  zu  sagen,  man  muß  sich  aber  bewußt  bleiben,  daß  logisch 
damit  nichts  gewonnen  ist. 

Von  besonderer  Bedeutung  für  den  Unterricht  ist  die  Stellung, 
die  den  Grundsätzen  anzuweisen  ist.  Was  zu  einer  wissenschaftlichen 
Begründung  der  Geometrie  gehört,  wissen  wir  aus  den  Arbeiten  von 
Pasch,  Veronese,  Peano  und  Hilbert.  Eine  derartig  genaue  Be- 
gründung der  Lehren  ist  aber  für  unsere  Schüler  nicht  verwendbar. 

Die  Zahl  der  Grundsätze,  die  man  zur  exakten  Begründung  braucht, 
ist  so  groß,  daß  der  Anfänger  sie  schwer  überschauen  kann.  Die  Ent- 
wicklungen sind  dabei  zunächst  so  abstrakt  und  schreiten  so  langsam 
vorwärts,  daß  ein  Anfänger  ihnen  keinen  Geschmack  abgewinnen  kann. 

Im  Anfangsunterricht  werden  wir  von  den  Grundsätzen  nur  die 
von  Hilbert  so  bezeichneten  Axiome  der  Verknüpfung  und  das 
Parallelenaxiom  ausdrücklich  als  solche  hinstellen.  Von  den  Axiomen 
der  Anordnung,  der  Kongruenz  und  der  Stetigkeit  werden  wir  wie 
bisher  zimächst  Gebrauch  machen,  ohne  sie  besonders  aufzuführen. 
Auf  der  Oberstufe,  bei  Gelegenheit  des  stereometrischen  Unterrichts, 
werden  wir  auf  die  Notwendigkeit  dieser  Axiome  hinweisen.  Ein  voll- 
siändig  durchgeführtes  exaktes  System  der  Lehren  der  Geometrie  ist 
auch  auf  der  Oberstufe  nicht  möglich;  die  verfügbare  Unterrichtszeit 
ist  für  näherliegende  Dinge  notwendig. 

Von  Wichtigkeit  für  die  Elementargeometrie  sind  weiter  die  For- 
schungen von  Schur,  Hilbert  u.  a.  über  die  Lehren  vom  Flächen- 
inhalt und  von  den  Proportionen.  Die  Lehre  von  den  Proportionen 
(das  Rechnen  mit  Strecken)  kann  unabhängig  vom  Begriff  der  Zahl 
und  unabhängig  vom  Archimedischen  Postulat  begründet  werden,  ebenso 
die  Lehre  von  der  Inhaltsgleichheit.  Zur  Lehre  von  der  Flächengleich- 
heit ist  das  Archimedische  Postulat  erforderlich.  Wir  wandeln  in  der 
Lehre  von  den  Proportionen  in  der  Hauptsache  auf  den  Bahnen 
Legendres,  der  dies  Gebiet  arithmetisiert  hat.  Mit  den  irrationalen 
Zahlen  benutzen  wir  hier  ein  Hilfsmittel,  das  mehr  enthält,  als  erforder- 
lich ist^  das  also  die  Art  der  Abhängigkeit  der  Lehren  voneinander  nicht 
klar  hervortreten  läßt. 

Wer  zum  erstenmal  die  schöne  Darstellung  der  Lehren  von  den 
Proportionen  und  vom  Flächeninhalt  bei  Hilbert  liest,  wird  sich 
leicht  versucht  fühlen,  sie  in  den  Unterricht  zu  übertragen.  Bei 
näherem  Zusehen  wird  man  aber  wohl  davon  Abstand  nehmen  und 
bei  dem  alten  Verfahren  bleiben  trotz  seiner  Mängel.  Die  irrationalen 
Zahlen  können  wir  schließlich  in  der  Geometrie  doch  nicht  vermeiden. 
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und  wir  freuen  uns^  in  ilinen  ein  Hilfsmittel  zu  besitzen^  durch  welches 
wir  im  Unterricht  weite  Oebieie  gleichmäßig  bewältigen  können. 

Einem  Flächenstück  ^  wie  im  Unterricht  Brauch,  eine  bestimmte 
Größe  zuzuschreiben,  hat  man  zunächt  kein  Recht;  man  weiß  nicht^  ob 
dasselbe  Flächenstück,  in  verschiedener  Weise  als  Summe  aufgefaßt^ 
stets  dieselbe  Größe  gibt.  Es  wird  aber  schwer  sein,  im  Anfänger 
Zweifei  an  dieser  Tatsache  hervorzurufen  und  die  Notwendigkeit  des 
hier  erforderlichen  Axioms  verständlich  zu  machen.  Ebenso  wird  der 
Schüler  im  Addieren  und  Subtrahieren  von  Flächenstücken  kein  Er- 
schleichen von  geometrischen  Wahrheiten  sehen.  Also  wird  man  wohl 
auch  hier  von  Änderungen  absehen  können. 

Im  Zusammenhange  mit  diesen  Fragen  steht  die  Frage  der  all- 
gemeinen Größensätze.  Für  die  Arithmetik,  für  Zahlen,  sind  diese 
Sätze  keine  Grundsätze,  sondern  beweisbare,  rein  analytische  Wahr- 
heiten. Für  die  Geometrie  geben  sie  ein  bequemes  Mittel,  die  Begriffe 
gleich,  größer,  kleiner,  Summe,  Differenz  auf  die  geometrischen  Größen: 
Strecke,  Winkel,  Bogen,  Fläche,  YolumeU;  Verhältnis  anzuwenden. 

Bei  Voraussetzung  des  Archimedischen  Grundsatzes  und  des  Grenz- 
begriffs sind  die  allgemeinen  Größensätze  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
entbehrlich.  Das  Verständnis  hierfür  wird  den  Schülern  der  Oberstufe 
bei  der  Behandlung  der  irrationalen  Zahlen  in  der  Geometrie  wohl  er- 
öffiiet  werden  können.  Es  ist  bei  dieser  Gelegenheit  der  Nachweis  zu 
führen,  daß  unter  Voraussetzung  jener  Postulate  jeder  Länge,  jedem 
Winkel,  jeder  Fläche,  jedem  Körper  für  ein  gegebenes  Maß  eine  ratio- 
nale oder  irrationale  Maßzahl  zugeordnet  werden  kann,  daß  sich  das 
Operieren  mit  den  geometrischen  Größen  auf  das  Operieren  mit  Zahlen 
zurückführen  läßt.  Dabei  kann  dann  erwähnt  werden,  daß  damit  die 
allgemeinen  Größensätze  beweisbare  Sätze  werden. 

Auf  der  Unterstufe  bleiben  diese  Sätze  für  den  Unterricht  unent- 
behrlich. Der  Schüler  braucht  zunächst,  wenn  er  irgendwie  selbsiÄndig 
werden  soll,  für  seine  Beweise  ein  leicht  übersehbares  Schema,  und  ein 
solches  Schema  liefern  ihm  die  allgemeinen  Größensätze. 

Von  Bedeutung  für  den  Unterricht  sind  natürlich  auch  in  der 
Geometrie  nicht  nur  die  Forschungen,  die  auf  eine  schärfere  Begründung 
der  Elemente  abzielen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  hier  die  Lehren  der  projektiven 
Geometrie.  Wir  wissen  seit  Steiner  und  Staudt,  daß  die  Methoden 
der  synthetischen  Geometrie  uns  einen  viel  tieferen  Einblick  in  die 
gegenseitige  Abhängigkeit  der  geometrischen  Eigenschaften  gewähren 
als  die  altererbten  Verfahrungsweisen  Euklids,  wir  wissen,  daß  die  in 
den  Elementen   behandelten  Eigenschaften   der  Kongruenz,  Gleichheit 
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und  Ähnlichkeit  sich  den  viel  allgemeineren  Eigenschaften  der  Eolli- 
nearität  unterordnen.  In  Berücksichtigung  dieser  Tatsachen  haben 
Hubert  Müller^  Henri ci  und  Treutlein  sehr  wertvolle  Lehrbücher 
geschaffen ;  die  von  den  Orundbegriffen  der  projektiven  Geometrie  aus 
das  ganze  Gebäude  der  elementaren  Geometrie  organisch  aufbauen. 
Eine  weitergehende  Verbreitung  haben  diese  Lehrgange  trotz  ihrer 
Vorzüge  nicht  gewonnen.  Es  liegt  doch  wohl  daran,  daß  der  Anfänger 
für  allgemeine  Begriffe  kein  Interesse  besitzt,  daß  sein  Interesse  leichter 
für  spezielle  Eigenschaften  geschlossener  Figuren ,  die  er  selbst  her- 
stellen kann,  zu  gewinnen  ist.  Fruchtbar  gemacht  werden  für  den 
Unterricht  können  und  müssen  die  Ergebnisse  der  projektiven  Geometrie 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  aber  doch;  es  ist  auf  der  Oberstufe  die 
Unterordnung  der  einzelnen  besonderen  Begriffe  (Kongruenz,  Gleichheit, 
Ähnlichkeit,  Affinität)  unter  den  der  Kollinearität  nachzuweisen.  Frucht- 
bar zu  machen  ist  diese  Erkenntnis  auch  für  das  Aufgabenlösen,  zur 
Ableitung  allgemeinerer  Lösungsmethoden,  wie  uns  das  Petersen  muster- 
gültig in  seinen  „Methoden  und  Theorien"  gezeigt  hat. 

Werfen  wir  noch  kurz  einen  Blick  auf  die  Forschungsergebnisse, 
die  den  Bestand  der  Lehren  der  Elementargeometrie  an  Zahl  vermehrt 
haben.  Zu  erwähnen  ist  da  zunächst  die  Ausbildung  der  Geometrie 
des  Dreiecks  durch  die  Lehren  von  dem  Gre besehen  Punkt  und  all 
dem,  was  sich  in  neuerer  Zeit  daran  geschlossen  hat.  Dahin  gehört 
auch  die  in  der  Gegenwart  so  erfolgreich  gepflegte  Geometrographie. 
Alle  diese  Dinge  haben  ihren  Wert  und  bieten  mannigfaltiges  Inter- 
esse dar.  Im  Unterricht  wird  ihrer  nur  gelegentlich  gedacht  werden 
können;  zu  tieferem  Eingehen  fehlt  es  an  Zeit.  Die  Schule  soll  keine 
Spezialisten  ausbilden,  sie  soll  den  Schülern  in  der  Mathematik  eins  der 
Hilfsmittel  an  die  Hand  geben,  die  der  Menschengeist  sich  geschaffen 
hat,  die  Außenwelt  zu  verstehen  und  zu  beherrschen. 

Ich  bin  am  Schluß  meiner  Betrachtungen.  Welches  ist  nun  das 
Ergebnis? 

Die  neueren  wissenschaftlichen  Forschungen,  welche  die  Elementar- 
Mathematik  zum  Gegenstande  haben,  sind  allerdings  für  die  Schule  von 
großem  Wert.  Jeder  Schulmathematiker  soUte  Werke  wie  die  theo- 
retische Arithmetik  von  Stolz  und  Gmeiner,  die  Enzyklopädie  der 
Elementar -Mathematik  von  Weber  und  Wellstein,  die  neuere  Geo- 
metrie^von  Pasch,  die  Grundlagen  der  Geometrie  von  Hilbert,  die 
Elemente  von  Veronese  und  die  Elemente  von  Ingrami  kennen. 
Vor  allem  sollten  die  Verfasser  von  Schulbüchern  jene  Werke  kennen, 
ebenso  die  Verfasser  von  Abhandlungen  über  die  mathematischen 
Ghrundbegriffe,  ehe  sie  an  die  eigene  Arbeit  gehen. 


650  11.  Teil:  Wissenschaftliche  Vorträge. 

Im  Anschluß  an  jene  hervorragenden  Werke  ist  dahin  zu  streben^ 
daß  aus  der  Schulliteratur  und  aus  dem  Unterricht  die  fehlerhaften 
Definitionen  und  die  Scheinbeweise  verschwinden.  Die  logische  Durch- 
bildung ihrer  Zöglinge  wird  immer  eine  Hauptaufgabe  jeder  höheren 
Schule  bleiben. 

Spannen  wir  aber  in  der  Forderung  nach  strengerer  Begrün- 
dung der  Lehren  des  Elementarunterrichts^  namentlich  auf  der  Unter- 
stufe^ den  Bogen  nicht  zu  straff.  Der  Geist  der  Schüler  soll  zu  reger 
Betätigung  geweckt  werden;  das  ist  nur  möglich,  wenn  wix  ihm 
Nahrung  geben^  die  dem  jeweiligen  Stande  seiner  Ausbildung  ent- 
spricht. 

Sorgen  wir  dafür,  daß  unsere  Zöglinge  die  Schule  mit  dem  Be- 
wußtsein verlassen,  iu  keinem  Punkte  der  Wissenschaft  fertig  zu  sein, 
mit  der  Überzeugung,  daß  in  jedem  Punkte  ein  tieferes  Eindringen  in 
den  Stoff  notwendig  ist,  als  auf  der  Schule  möglich  war. 


über  den  mathematischen  Unterricht  in  Bulgarien. 

Von 

A.  y.  SouREK  aus  Sofia. 

t 

Da  das  hochlöbliche  bulgarische  Unterrichtsministerium  zum  ersten- 
mal den  Internationalen  Mathematiker-EongreB  beschickt  und  da  von 
dem  bulgarischen  Unterrichtswesen,  besonders  aber  von  der  Hochschule 
sehr  wenig  bekannt  ist,  so  finde  ich  es  zweckmäßig,  die  hoch- 
geehrten Herren  Fachgenossen  mit  dem  Stande  der  Mathematik  in 
Bulgarien  überhaupt  und  an  den  bulgarischen  Schulen  besonders  be- 
kannt zu  machen. 

Ich  halte  dieses  mein  Vorhaben  auch  deshalb  für  wichtig,  weil 
Bulgarien  einer  der  jüngsten  Staaten  und  die  Hochschule  eine  der 
jüngsten  auf  diesem  Kongresse  yertretenen  UniTersitaten  ist.  Jeder 
Neuling,  wenn  er  in  eine  so  ehrwürdige  Versammlung  eintreten  will, 
muß  sich  zuerst  vorstellen,  um  aufgenommen  zu  werden.  Auch  anderer- 
seits halte  ich  es  für  meine  Pflicht,  weü  viele  unserer  Jünglinge  auf 
den  auswärtigen  Hochschulen  aufgenommen  wurden,  ohne  daß  man 
ihnen  besondere  Schwierigkeiten  in  den  Weg  gelegt  hätte. 

* 

Die  Entwicklung  der  Mathematik  in  Bulgarien  fallt  erst  in  die 
neueste  Zeit. 

Es  ist  nicht  möglich,  zu  bestimmen,  auf  welcher  Stufe  sich  die 
Mathematik  vor  der  Befreiung  der  Bulgaren  vom  türkischen  Joche 
befand. 

In  der  alten  bulgarischen  Literaturgeschichte  geschieht  der  Mathe- 
matik keine  Erwähnung,  kein  altes  Manuskript  enthält  etwas  von  diesem 
Gegenstande. 

Aus  der  „Goldenen  Zeit^'  des  bulgarischen  Gar  Simeon  ist  auch 
nichts  zurückgeblieben  und  nach  der  Unterjochung  Bulgariens  durch 
die  Türken  war  es  nicht  denkbar,  irgend  eine  Schrift  in  bulgarischer 
Sprache  zu  veröffentlichen. 
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Es  gab  bis  zum  Jahre  1839,  wo  die  türkisclie  Regierung  dem 
Archimandrit  Theodosis  eine  Buchdruckerei  in  Salonichi  bewilligte, 
welche  aber  bald  darauf  abbrannte,  weder  Buchdruckereien,  noch 
ein  Publikum,  welches  Bücher  kaufen  konnte  und  durfte.  Mit  großen 
Schwierigkeiten  war  es  auch  verbunden,  Schriftarten  anzuscha£Fen  und 
sie  über  die  Grenze  nach  Bulgarien  zu  bringen,  da  es  in  diesem  Lande 
keine  Schriftgießereien  gab.  Es  gab  damals  weder  Setzer,  noch  Kor- 
rektoren, die  Zensur  war  sehr  streng,  jeder  Schriftsteller  wurde  als 
Feind  der  Regierung  —  als  „Comita"  betrachtet;  man  yerfolgte,  quälte 
und  bewachte  ihn  streng,  wenn  er  die  türkische  Regierung  nur  irgend 
wie  erwähnt  hatte.  So  erzahlt  z.  B.  der  bulgarische  Teubner  —  Christo 
Danov  — ,  daß  es  ihm  nicht  möglich  war,  im  Jahre  1876  eine  Arith- 
metik, die  Ton  Christo  Botev,  einem  bulgarischen  Revolutionär,  über- 
setzt wurde,  im  Druck  erscheinen  zu  lassen,  bevor  er  verschiedene  darin 
enthaltene  Aufgaben,  wie  z.  B.:  wieviel  Okas  „pilav^^  (Reis)  man  im 
Sultanspalais  verbraucht,  wieviel  Gehalt  dem  Sultan  per  Tag  zufallt, 
wieviel  Türken  auf  einen  Bulgaren  auf  der  Balkanhalbinsel  kommen, 
ausgelassen  hatte,  denn  auf  Grund  ähnlicher  Aufgaben  wäre  seine  — 
ihm  bewilligte  —  Buchhandlung  jedenfalls  geschlossen  und  er  ein- 
gekerkert worden. 

Ebenso  schwierig  war  es,  Bücher  unter  dem  Volke  zu  verbreiten. 
Der  erwähnte  Buchhändler  Christo  Danov  trug  öfter  selbst  die 
Bücher  im  Sacke  über  den  Balkan. 

Die  ersten  bulgarischen  mathematischen  Bücher  erschienen  nicht 
im  Lande  selbst,  sondern  in  Rußland,  Serbien,  Österreich,  Rumänien, 
auch  einige  in  Eonstantinopel  und  kurz  vor  dem  Kriege  auch  in 
Rustschuk.  Die  erste  Arithmetik  von  Christaki  Pavloviö  erschien 
in  Belgrad  im  Jahre  1833  auf  112  Seiten  8®  mit  2  Tafeln;  die 
erste  Algebra  von  Vaklidov,  160  Seiten  stark,  im  Jahre  1859  in 
Eonstantinopel  und  die  erste  Geometrie  von  V.  Gruev,  72  Seiten  8* 
mit  78  Figuren,  bei  L.  Sommer  in  Wien  im  Jahre  1867.  —  Bis  zum 
Befreiungskriege  vom  Jahre  1877  erschienen  —  wie  Herr  N.  Nacev 
in  seinem  „Bibliograficesky  pregled"  vom  Jahre  1889  behauptet  — 
im  ganzen  28  Lehrbücher  übör  Arithmetik  mit  2  Aufgabensammlungen, 
2  A^ebras  und  3  Geometrien. 

Alle  die  genannten  Schriften  waren  praktischen  Charakters  und 
hatten  die  Bestimmung,  dem  Schüler  solche  Kenntnisse  beizubringen, 
die  ihm  im  praktischen  Leben  Nutzen  bringen  könnten;  in  der  Arith- 
metik besonders  legte  man  Gewicht  auf  die  vier  arithmetischen  Grund- 
operationen,  gemeine  und  Dezimalbrüche,  Verhältnisse  und  Proportionen, 
Regeldetri,    Prozentrechnungen   usw.    —     Wie    Christo   Danov    be- 
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hauptet^  kannte  man  vor  50  Jahren  in  Bulgarien  nur  Addieren  und 
Subtrahieren.  Vom  Multiplizieren  und  Dividieren  hatten  dazumal  nur 
die  gelehrten  türkischen  Kadi  (Richter)  einen  Begriff.  Der  Buhm  eines 
solchen  Gelehrten  verbreitete  sich  in  seinem  ganzen  Wirkungskreise 
und  jeder  bemühte  sich^  die  Bekanntschaft  eines  so  berühmten  Mannes 
zu  machen. 

Bis  zum  Jahre  1877  gab  es  verhältnismäßig  sehr  wenig  Schulen. 
Der  Pope  (Priester)  war  gewöhnlich  auch  Lehrer  und  unterrichtete 
die  Kinder  in  den  kirchlichen  Räumen,  oder  es  gab  einen  Daskal  (Lehrer)^ 
der  außer  dem  Unterrichte  noch  verschiedene  Handwerke  betrieb,  Bitt- 
gesuche schrieb  usw.  Nur  in  größeren  Städten  gab  es  besser  ein- 
gerichtete Schulen  von  2  oder  3  Klassen.  Midhat-Pascha  gestattete 
der  Stadt  Oabrovo  sogar  ein  Oymnasium  und  Philippopel  ein 
Seminar.  Die  Statistik  aus  dem  Jahre  1878 — 79  verzeichnet  1027 
Knaben-  und  Gl  Mädchenschulen. 

Nach  dem  Befreiungskriege  begannen  die  Russen  Mittelschulen  in 
Bulgarien  zu  gründen  und  widmeten  vielen  davon,  wie  z.  B.  Slivno 
und  Lom~Palanka,  große  Geldbeträge  zu  ihrer  Erhaltung.  Es  war 
ein  freudiger  Blick  auf  dieses  Treiben.  Aus  Böhmen,  Kroatien  und 
Rußland  wurden  Lehrer  berufen,  damit  verschiedene  Lehrgegenstände 
in  den  neu  eröffneten  Mittelschulen  vorgetragen  werden  könnten.  Auf 
ziemlich  hoher  Stufe  standen  damals  die  Realgymnasien  von  Philip- 
popel,  Slivno,  Gabrovo  und  Sofia. 

Außerdem  wurden  Lehrerbildungsanstalten  gegründet  und  diejenigen, 
die  solche  Anstalten  absolvierten,  bemühten  sich  im  Volke  Kultur  zu 
verbreiten.  Auf  allen  oben  genannten  Anstalten  wurde  auch  Mathe- 
matik gepflegt,  in  Südbulgarien  hauptsächlich  in  dem  Maße  und  nach 
dem  Muster  wie  in  Österreich. 

Die  besten  der  von  diesen  Anstalten  entlassenen  Schüler  wurden  da- 
selbst als  Lehrer  für  untere  Klassen  angestellt,  wo  sie  bis  zum  heutigen 
Tage  gewissenhaft  zur  vollkommenen  Zufriedenheit  der  Regierung  ihre 
Pflicht  erfüllen. 

Wie  sich  das  Schulwesen  damals  in  Bulgarien  entwickelte,  ist 
daraus  ersichtlich,  daß  im  Jahre  1880 — 81  im  Fürstentum  sich  ein  klas- 
sisches Gymnasium  mitö  Klassen,  7  Lehrern  und  228  Schülern,  außer- 
dem ö  Realschulen  (Oabrovo,  Lom-Palanka,  Kistendel,  Rustschuk 
und  Widdin)  befauden;  außerdem  gab  es  drei  Pädagogien  in  Dupnitza, 
Sylistra  und  Belogradcik,  ein  Priesterseminar  in  Leskovec,  ein 
Mädchenpädagogium  in  Sumen  und  zwei  Mädchengjmnasien  in  Sofia 
und  Tirnowo.     Diese  Anstalten  hatten  meistens  nur  vier  Klassen.     In 
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Südbulgarien^  d.  h.  Ost-Rumelien^  gab  es  bloß  zwei  Gymnasien  in  Pbilip- 
popel  und  SliynO;  zwei  Mädcbengymnasien  in  Philippopel  und 
Stara-Zagora  und  eine  Lehrerbildungsanstalt  im  schönen  Eazanlik. 
Die  Regierung  unterhielt  380  Stipendiaten  im  Lande  und  34  Stipen- 
diaten im  Auslande  und  erteilte  28  Unterstützungen  den  im  Auslande 
studierenden  Bulgaren. 

Wie  in  diesen  Zeiten  die  Mathematik  gepflegt  wurde^  beweist  der 
Umstand,  daB  vom  Jahre  1877  bis  1887  die  mathematische  Literatur 
um  19  Lehrbücher  über  Arithmetik,  7  arithmetische  Au^abensamm- 
lungen,  3  Algebras,  10  Gbometrien  (Planimetrie  und  Stereometrie), 
1  Logarithmentafel,  2  Trigonometrien  und  1  analytische  Geometrie 
mehr  ausweist. 

Obzwar  von  damals  bis  zum  heutigen  Tage  der  Lehrplan  in  den 
genannten  Schulen  einigemal  geändert  wurde,  so  haben  diese  Ver- 
änderungen den  mathematischen  Unterricht  nicht  fählbar  berührt.  Der 
neueste  Lehrplan  für  Enabengymnasien  vom  1.  September  1903  erweist: 
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Dieser  Lehrplan  unterscheidet  sich  von  den  früheren  dadurch,  daß 
das  geometrische  Zeichnen  in  der  I.  und  IV.  Klasse  weggelassen  ist 
und  die  darstellende  Geometrie  nur  6  Stimden  wöchentlich  vorgetragen 
wird,  wogegen  früher  diesem  Gegenstande  9  Stunden  gewidmet  wurden. 

Was  den  Unterrichtsplan  anbelangt,  so  wird  für  einzelne  Klassen 
folgendes  zum  Durcharbeiten  vorgeschrieben. 


I.   Arithmetik: 

I.  Klasse:  Numeration  (Rechnen  und  Messen,  dekadische  und 
metrische  Systeme,  römische  und  altslawische  Ziflfern). 

U.  Klasse:  Eigenschaften  und  die  vier  Grundoperatioiien  mit  den 
gewöhnlichen  Brüchen.     Die  Verwandlung  der  gewöhnlichen  Brüche  in 
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Dezimalbrüche  und  umgekehrt.     Periodische  Bräche.     Die  vier  Gh-uud- 
rechnuDgsarten  mit  den  mehmamig  benannten  Zahlen. 

UI.  Klasse:  Benützung  der  Buchstaben  und  Klammem  bei  den 
yier  Orundrechnungsarten;  Begriff  einer  allgemeinen  Zahl  und  Bedeu- 
tung derselben.  Proportionalität;  Verhältnisse  und  Proportionen.  Auf- 
gaben über  einfache  und  zusanunengesetzte  Regeldetri^  über  Prozent- 
rechnungen^ Rabatt-  und  Diskontrechnungen,  Terminzahlungen,  Teilungs- 
und AUigationsrechnungen.  Zweite  und  dritte  Potenz  einer  Zahl  und 
das  Ausziehen  der  zweiten  und  dritten  Wurzel  aus  dekadischen  Zahlen. 
Einfache  Buchführung  imd  die  einfachsten  kaufinännischen  Rechnungsarten. 

IL   Algebra. 

IV.  Klasse:  Erste  vier  Grundrechnungsarten  mit  rational-absoluten 
allgemeinen  Zahlen.  Teilbarkeit  der  Zahlen.  Zahlensysteme.  Verhält- 
nisse und  Proportionen.  Positive  und  negative  Zahlen;  die  vier  Grund- 
operationen mit  denselben.  Gleichungen  und  Ungleichungen  mit  einer 
Unbekannten  vom  I.  Grade. 

V.  Klasse:  Gleichungen  vom  I.  Grade  mit  zwei  und  mehreren 
Unbekannten.  Unbestimmte  Gleichungen.  Potenzen  und  Wurzeln.  Quadra- 
tische Gleichungen  mit  einer  Unbekannten.  Gleichungen,  die  sich  auf 
quadratische  zurückführen  lassen.  Quadratische  Gleichungen  mit  zwei 
unbekannten  Größen. 

VI.  Klasse:  Begriff  der  Logarithmen;  allgemeine  Eigenschaften 
derselben.  Logarithmentafeln  mit  Anwendungen.  Exponentialgleichungen. 
Arithmetische  und  geometrische  Progressionen  mit  Anwendungen.  Be- 
griff vom  Maximum  und  Minimum  mit  einfachsten  Aufgaben. 

VII.  Klasse:  Kombinationslehre.  Binomialsatz  für  ganze  und 
positive  Exponenten.  Eigenschaften  der  Binomialkoeffizienten.  Grund- 
begriffe der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

IIL   Geometrie. 

IL  Klasse:  Grundbegriffe  der  Geometrie  und  anschauliche  Er- 
klärung elementarer  Körperformen:  Würfel,  Prisma,  Pyramide,  Zylinder, 
Kegel  und  Kugel.  Erläutenmg  der  wichtigsten  ebenen  geometrischen 
Gebilde  und  ihrer  charakteristischen  Merkmale  auf  dem  Wege  der  An- 
schauung. Kongruenz.  Begriff  des  Flächeninhaltes.  Flächenberechnung 
vom  Quadrate,  Rechtecke,  Parallelog^ramm,  Dreieck  usw. 

Übungen  im  Gebrauche  der  Reißinstrumente.  Konstruktionszeichnen 
im  Anschluß  an  den  behandelten  Lehrstoff  und  unter  Berücksichtigung 
einfacher  ornamentaler  Formen  und  Vorh^en. 
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III.  Klasse:  Ähnlichkeit  der  Figuren;  Situationszeichnen.  Ghrund- 
lehren  der  Stereometrie.  Bestimmung  der  Oherfläche  und  des  Raum- 
inhaltes der  elementaren  Eörperformen. 

IV.  Klasse.  Planimetrie:  Die  geometrischen  Gbnndgebilde. 
Parallelentheorie.  Kongruenz  und  Ähnlichkeit  der  ebenen  Figuren.  Lehr- 
sätze^ Aufgaben  und  Konstruktionen^  die  sich  durch  elementare  Eigen- 
schaften der  Figuren,  durch  Kongruenz  und  Ähnlichkeit  erklären  lassen. 

y.  Klasse.  Planimetrie:  Flächengleichheit^  Flächenyerwandlung 
und  Teilung;  Flächenberechnung.  Dreieckstransversalen.  Harmonische 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel;  Ahnlichheitspunkte  und  Strahlen. 
Potenz  eines  Punktes  in  bezug  auf  einen  Kreis.  Kreisbüschel.  Ghor- 
dalen.    Polare  und  Pol. 

VI.  Klasse,  a)  Trigonometrie:  Qoniometrische  Funktionen  im 
rechtwinkligen  Dreiecke.  Auflösung  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Auf- 
lösung des  gleichschenkligen  Dreiecks  und  regulärer  Polygone.  Er- 
weiterung der  goniometrischen  Funktionen.  Hauptsätze  zur  Auflösung 
schiefwinkliger  Dreiecke.     Einfache  goniometrische  Gleichungen. 

b)  Stereometrie:  Die  wichtigsten  Sätze  über  gegenseitige  Lage 
der  Geraden  und  Ebenen  im  Räume.  Grundeigenschaften  der  körper- 
lichen Ecke  überhaupt  und  der  Polarecke  im  besonderen.  Einteilung 
und  Eigenschaften  der  Körper.  Kongruenz  und  Symmetrie^  Ähnlichkeit 
und  Zentralähnlichkeit  der  Körper.  Oberfläche  und  Rauminhalt  des 
Prismas^  der  Pyramide  imd  des  Pyramidenstutzes.  Oberfläche  und 
Rauminhalt  des  Zylinders^  des  Kegels  und  des  Kegelstumpfes^  sowie 
der  Kugel  und  ihrer  einfach  begrenzten  Teile. 

VU.  Klasse.  Analytische  Geometrie:  Analytische  Behandlung 
der  Geraden,  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte  mit  Zugrundlegung  des 
rechtwinkligen  Koordinatensystems. 

IV.   Darstellende  Geometrie. 

V.  Klasse:  Wichtigste  Lehrsätze  über  die  Lagenbeziehungen 
zwischen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  im  Räume.  Darstellung  der 
Punkte,  der  Geraden  und  der  Ebenen.  Einübung  der  Fundamentalauf- 
gaben der  darstellenden  Geometrie. 

VI.  Klasse:  Projektionen  der  ebenen  Figuren  und  Bestimmung 
ihrer  Schlagschatten.  Die  Ellipse  als  Orthogonalprojektion  des  Kreises. 
Eigenschaften  der  Ellipse. 

Vn.  Klasse:  Darstellung  von  Prismen,  Pyramiden,  Zylinder,  Kegel 
und  Kugel;  ihre  ebenen  Schnitte.  Parallelbeleuchtung  derselben  Körper. 
Leichtere  Fälle  yon  Durchdringungen  dieser  Körper. 
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Im  klassischen  Gymnasium  wird  Algebra  nach  demselben  Plan  vor- 
getragen^ aber  mit  weniger  Anwendangen.  Was  aber  die  Geometrie 
anbelangt;  so  finden  einige  Abweichungen  statt^  und  zwar  wird  in  der 
VI.  Klasse  in  der  Trigonometrie  nur  das  rechtwinklige  und  gleichschenklige 
Dreieck  und  die  Auflösung  regulärer  Polygone  behandelt.  In  der  Septima 
wird  die  analytische  Geometrie  nicht  vorgetragen^  sondern  nur  Trigono- 
metrie, besonders  das  schiefwinklige  Dreieck. 

Nach  demselben  Lehrplane  trägt  man  die  Mathematik  in  der 
Militärschule,  der  sogenannten  „Junkerschule"  vor.  Bei  den  Vorträgen 
über  darstellende  Geometrie  berücksichtigt  man  mehr  die  Anwendungen 
dieses  Gegenstandes  auf  Fortifikationsarbeiten  und  andere  Militärzwecke. 

Außer  in  den  Gymnasien  wird  die  Mathematik  auch  in  den  Mädchen- 
schulen vorgetragen;  diese  Schulen  werden  „Mädchengymnasien"  ge- 
nannt und  enthalten  sieben  Klassen.  In  den  ersten  fünf  Klassen  lernen 
die  Mädchen: 


I 

n 

m  IV 

V 

Arithmetik  . . 

8 

3 

3 

Algebra 

3 

3 

Oeometrie . . . 

2 

2 

Physik 

2 

2 

2 

In  der  V.  Klasse  legen  sie  eine  Prüfung,  die  sogenannte  ,yÄ.bgangs- 
prüfung"  ab,  wonach  sie  dann  entweder  in  den  allgemeinen  Fortbil- 
dungskurs oder  in  die  pädagogische  Abteilung  des  Mädchengymna- 
siums eintreten  können.  Jede  dieser  zwei  Abteilungen  dauert  zwei  Jahre. 
In  dem  Fortbildungskurse  werden  der  Mathematik  5  +  4  =  9  Stunden 
und  der  Physik  und  Chemie  3  +  5  =  8  Stunden  wöchentlich  gewidmet. 

In  der  VI.  Klasse  wird  folgendes  vorgetragen: 

1.  Algebra:  Potenzen  und  Wurzelgrößen  mit  ganzen  und  ge- 
brochenen, positiven  und  negativen  Exponenten.  Rationale  und  irra- 
tionale Gh*ößen.  Bildung  der  zweiten  und  dritten  Potenz  zusammen- 
gesetzter Ausdrücke  und  dekadischer  Zahlen,  sowie  Ausziehen  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzel  aus  denselben.  Begriff  der  imaginären  und 
komplexen  Zahlen  mit  graphischer  Darstellung.  Quadratische  Glei- 
chungen mit  einer  Unbekannten.  Gleichungen,  welche  sich  wie  qua- 
dratische behandeln  lassen.  Quadratische  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten.  Logarithmen.  Eigenschaften  der  Logarithmen,  sowie 
Logarithmentafeln  mit  deren  Anwendungen. 

2.  Aus  der  Geometrie  wird  zuerst  Planimetrie  mit  Konstruktionen 
behandelt,  dann  ausführlich  ebene  Trigonometrie,  ja  sogar  mit  An- 
wendung auf  praktische  Geometrie. 

Verh.  d.  in.  Internat.  Matbem.-Kongr.  HeidelberK  1904.  42 
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In  der  VII.  Klasse  werden  Progressionen  und  Zinseszinsen,  Renten, 
Amortisation  mit  Anwendungen  vorgetragen.  Dann  wiederholt  man 
die  Stereometrie,  die  in  der  V.  Klasse  gelehrt  wurde,  und  nimmt  hinzu 
ausführlich  sphärische  Trigonometrie  und  zwar:  Hauptformeln  des 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks,  Sinus-,  Kosinussatz,  Gaußsche 
Gleichungen  und  Nepersche  Analogien,  Formeln  für  den  sphärischen 
Exzeß  und  die  Dreiecksfläche  mit  Anwendung  auf  Stereometrie.  Die 
analytische  Geometrie  wird  hier  nicht  vorgetragen. 

In  der  pädagogischen  Abteilung  des  Mädchengymnasiums  wird 
Mathematik  nicht  vorgetragen.  Dagegen  aber  in  den  Lehrerbildungs- 
anstalten Bulgariens  werden 


der  Mathematik 
der  PhyBik 


I.  Kurs 


n.  Kurs     in.  Kurs 


IV.  Kurs 


ZuBammen 


10 
6 


Stunden  gewidmet  und  zwar  wird  Algebra,  Planimetrie  und  Stereometrie 
gelehrt.  Aus  der  Algebra  werden  außer  Potenzen  und  Wurzeln  auch 
Logarithmen  mit  Anwendungen  auf  Zinseszinsen,  Rentenrechnungen 
und  quadratische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  gelehrt. 


Der  Mangel  an  Lehrern  im  allgemeinen  und  solchen  mit  solider 
mathematischer  Bildung  im  besonderen  war  bald  nach  dem  Befreiungs- 
kriege sehr  fühlbar.  Deshalb  gab  schon  am  5.  Mai  1887  der  damalige 
ünterrichtsminister  Theodor  Ivancov*)  den  Erlaß:  bei  dem  Gymnasium 
in  Sofia  eine  YIII.  pädagogische  Klasse  zu  eröffiien.  In  dieser  Zeit 
jedoch  fand  ein  Ministerwechsel  statt  und  sein  Nachfolger  Dr.  Comakov 
benannte  noch  am  23.  Juni  1887  diese  VIII.  Klasse  „eine  höhere 
pädagogische  Klasse^^  Am  2.  September  desselben  Jahres  erließ  der 
neue  Unterrichtsminister  Zivkov  ein  Zirkular,  mittels  dessen  beim 
höheren  pädagogischen  Kurs  eine  historisch -pädagogische  Abteilung 
eröffnet  wurde.  Um  diesem  Kurse  Hörer  zu  verschaffen,  gründete  er 
Stipendien  zu  720  Frs.  jährlich. 

Dieser  pädagogische  Kurs  wurde  aber  durch  eine  neue  Verordnung 
vom  18.  Dezember  1888  vöUig  vom  Gymnasium  getrennt  und  begann 
am  1.  Januar  1889  unter  dem  Namen:  „Vysso  ucilistS"  (Hochschule) 
seine  Funktion.  Noch  in  demselben  Schuljahre  1888 — 1889  wurde  ein 
physiko-mathematischer  Kurs  eröffiiet  mit  4  Professoren  derMathe- 


•)  Siehe:  Dr.  A.  Theodorov;  „Ot6et  za  Vyflseto  u^iliatg  v.  Sofia  za 
1902—1903". 
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matik^  Physik  und  Chemie  (ohne  Naturgeschichte)  und  34  Hörern. 
Dieser  Kurs  wurde  für  drei  Jahre  bestimmt.  Am  Ende  des  Schul- 
jahres 1891 — 1892  absolyierten  diesen  Kurs  die  ersten  23  Hörer,  unter 
ihnen  44  Mathematiker.  Im  Jahre  1892 — 1893  wurde  noch  eine  juridische 
Abteilung  bei  der  Hochschule  mit  7  Professoren  und  67  Studenten 
eingeführt. 

Am  20.  Dezember  1894  erschien  durch  einen  fürstlichen  Ukaz 
(ErlaB)  das  ,,Oesetz  für  die  Hochschule^  deren  Abteilungen  Fakultäten 
benannt  sind,  und  wonach  die  einer  Hochschule  gebührende  Einrichtung 
und  Ordnung  eingeführt  wird.  Im  Jahre  1896 — 1897  wurde  durch 
eine  Ergänzung  zur  früheren  Verordnung  die  innere  Autonomie  der 
Hochschule,  die  Freiheit  des  Studiums,  sowie  die  vierjährige  Dauer  des 
Lehrkurses  eingeführt.  Bis  zu  Ende  des  Schuljahres  1904  absolvierten 
die  physiko-mathematische  Fakultät  im  ganzen  244  Hörer,  darunter 
Mathematiker  wie  folgt: 


Schuljahr: 

Mathematiker: 

Schuljahr: 

Mathematiker: 

1891—1892 

14 

'  1897—1898 

9 

1892—1898 

8 

i;  1898—1899 

3 

1893—1894 

6 

';  1899—1900 

11 

1894—1896 

9 

i,  1900—1901 

6 

1896—1896 

9 

i    1901—1902 

15 

1896—1897 

8 

1    1902—1908 

5 

und  im  Schuljahre  1904 — 1905  weitere  14  Hörer,  im  ganzen  während 
13  Jahren  117  Mathematiker. 

Am  5.  Juli  1897  hat  der  verstorbene  Evlogi  Georgiev  der 
Hochschule  außer  einem  großen  Bauplatze  noch  6  Millionen  Frs.  ver- 
macht, um  die  technischen  Wissenschaften  an  der  Hochschule  zu  fordern. 
Am  23.  Januar  1904  erschien  durch  den  jetzigen  tätigen  Minister 
Dr.  Sismanov  ein  neues  Gesetz,  zufolge  dessen  die  bulgarische  „Hoch- 
schule" vom  1.  Oktober  1904  an  „Universität"  benannt  wird. 

Das  neue  Gesetz  bestimmt  für  die  physiko-mathematische  Fakultät 
folgende  Lehrstühle: 

1.  für  Grundlagen  der  höheren  Mathematik, 

2.  „    höhere  Analysis, 

3.  „    Geometrie, 

4.  „    Experimental-Physik, 

5.  „    mathematische  Physik  und  analytische  Mechanik, 

6.  „    Astronomie, 

7.  „    praktische  Geometrie, 

8.  „    anorganische  und  analytische  Chemie, 

42» 
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9.  für  organische  und  theoretische  Chemie, 

10.  „  Technologie  und  Agrikulturchemie, 

11.  „  Industrialphysik, 

12.  ,,  mechanische  Technologie, 

13.  „  Zoologie  und  Embryologie, 

14.  „  vergleichende  Anatomie  und  Histologie, 

15.  „  Botanik, 

16.  „  Geologie  und  Paläontologie, 

17.  „  Mineralogie  und  Petrographie. 

Diese  „physiko-mathematische  Fakultät^  besteht: 

1.  aus  einer  Abteilung  für  Mathematik  und  Physik, 

2.  „       „  „  „    Chemie, 

3.  „       „  „  „    Naturgeschichte. 

Auf  der  ganzen  Fakultät  tragen:    10  ordentliche  Professoren,  3  außer- 
ordentliche, 2  Dozenten  mit  3  Assistenten  vor.     Die  Mathematik  selbst 
wird  Ton  3  ordentlichen  und  1  außerordentlichen  Professor  Torgetragen. 
Der  Studienplan  für  Mathematiker  und  Physiker  ist  folgender: 

a)   Vorlesungen: 


Üb 
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1.  Gmndlagen  der  höh.  Mathemat. 

mit  der  höheren  Algebra  I. 

2.  Höhere  Analysis  I 

3.  Höhere  Analysis  IT  

4.  Höhere  Algebra  II 

5.  Zahlentheorie 

&  Analytische  Geometrie  I 

7.  Analytische  Geometrie  II 

8.  Projektive  Geometrie 

9.  Darstellende  Geometrie 

10.  Höhere  Geometrie 

11.  Analytische  Mechanik 

Mathematische  Physik 

Ezper.  Physik 

Meteorologie 

sphärische       und 

praktische 

theoretische 

Astrophysik 


12. 
13. 
14. 


16.  Astronomie 


Semester: 


I     n 


4    I    4 


m 


IV      V 


[3 


VI 


vn 


vni 


3J 

2 

2 
3 
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b)   Praktische  Übungen: 


Aus 


Grondlagen  der  höh.  Mathematik. 

Analytische  Geometrie  I 

Analytische  Geometrie  II 

Eonstraktive  Übungen  aus  der 
Geometrie  der  Lage 

Konstruktive  Übungen  aus  der  dar- 
stellenden Geometrie 

Exper.  Physik \ 

Meteorologie J 


Semester: 


I       II 


in 


IV  I   V     VI 


VU 


vm 


Dieser  Studienplan  erheischt  einige  Erklärungen,  damit  sichtbar 
werde,  in  welchem  Maße  die  genannten  mathematischen  Gegenstönde 
vorgetragen  werden. 

Unter  ,,Grundlagen  der  höheren  Mathematik^'  versteht  man: 
irrationale  Zahlen,  Grenzen,  unendliche  Folgen  und  Reihen,  unendliche 
Produkte  xmd  Kettenbrüche,  Determinantenlehre,  Theorie  der  komplexen 
Zahlen,  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (höhere  Algebra  I.  Teil), 
Differential-  und  Integralrechnung,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen, geometrische  Anwendxmgen. 

Vorlesungen  über  „höhere  Analysis"  bestehen  aus: 

1.  Höhere  Algebra   (11.  Teil,  Theorie   der   linearen  Substitutionen), 
Zahlentheorie, 

2.  Vielfache   Integrale,   Differentialgleichungen,    Variationsrechnung, 

3.  Punktionsrechnung. 

Die  Lehrkanzel  „der  Geometrie'^  enthält  Vorlesungen: 

1.  über  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 

2.  über  Geometrie  der  Lage  (projekt.  Geometrie), 

3.  über  darstellende  Geometrie, 

4.  über  höhere  Geometrie  und  Methodik  der  Geometrie. 

Was  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  anbelangt,  so  wird 
sie  während  zwei  Jahren  vorgetragen.  Außer  dem  Punkte,  der  Geraden 
und  dem  Kreise  mit  den  geometrischen  Örtem  werden  besonders  Linien 
zweiter  Ordnung  ausführlich  im  orthogonalen,  klinogonalen  und  Polar- 
koordinatensystem behandelt.  Es  wird  ein  besonderes  Gewicht  auf 
Tangenten,  Polaren,  Asymptoten,  konjugierte  Durchmesser,  Hauptdnrch- 
messer,  auf  die  Transformation  der  Gleichung  einer  zentralen  Kurve 
der  n.  Ordnung  auf  die  Achsen,  und  einer  nichtzentralen  Kurve  auf  den 
Hauptdurchmesser  und  die  Scheiteltangente  gel^  und  dann  einzeln  die 


662  U.  Teil:  WiBsenflchafUiche  Vortrage. 

Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  besprochen.  Außerdem  werden  die  Hörer 
mit  einigen  höheren  Euryen,  wie  z.  B.  mit  dem  Descartes'schen  Blatt, 
der  kubischen  und  semikubischen  Parabel,  kubischen  Hyperbel,  Zis- 
soide,  Strophoide,  dann  mit  den  Gassinischen  Linien  besonders  mit  der 
Lemniskate  und  den  Kai-tesianischen  Kurven,  sowie  mit  den  Eonchoiden 
z.  B.  von  Nicomed,  der  Pascalschen  Spirale  und  Eardioide,  ebenso  mit 
den  biquadratischen  Parabeln: 

y*  =  a'rr,  y*  =  aa:*    und    y  =  a  -\-bx  +  cx^  +  da:*  +  ea^ 

bekannt  gemacht.  Außerdem  werden  auch  einige  transzendente  Linien 
wie  die  drei  Arten  von  Zykloiden,  Epi-  und  Hypozykloiden,  besonders 
Astroide,  und  die  Evolvente  des  Ereises,  sowie  trigonometrische  Linien 

und  trigonometrische  Spiralen,  ebenso  die  Exponentialkurven  y^be^  und 
die  reziproke  Exponentiale,  die  Eettenlinie  und  die  Spiralen  (archimedische, 
hyperbolische  und  logarithmische)  bezüglich  ihrer  Anwendungen  auf 
das  graphische  Rechnen  besprochen.  Es  werden  dabei  nicht  nur  die 
Eurven  ordentlich  konstruiert,  sondern  auch  ihr  Lauf,  Tangenten  und 
Normalen,  Erümmung  und  besondere  Punkte  studiert.  Außer  den  ana- 
lytischen Mitteln  benützt  man  dabei  auch  mit  Vorteil,  wo  es  geht,  die 
kinematische  Geometrie,  deren  Grundlagen  auch  vorgetragen  werden. 

Auch  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  wird  ziemlich  aus- 
führlich studiert.  Zuerst  werden  die  Hörer  mit  dem  Orthogonal- 
Eoordinatensystem,  dann  mit  dem  Polarkoordinatensystem  und  ihrem 
Zusammenhange  bekannt  gemacht.  Es  wird  zuerst  die  Lage  eines 
Punktes  in  verschiedenen  Oktanten,  die  gegenseitige  Lage  zweier  Punkte, 
ihre  Distanz,  wie  auch  die  Winkel,  welche  ihre  Verbindungslinie  mit 
den  Achsen  und  Eoordinatenebenen  bilden,  ermittelt.  Darauf  wird 
die  Lage  irgend  eines  Punktes  durch  das  einfache  Verhältnis  bestimmt 
und  angewendet,  sowie  die  Projektionen  eines  Dreiecks  auf  die  Grund- 
ebenen und  ihr  Zusammenhang  besprochen.  Durch  Elimination  des 
Parameters  k  wird  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  zwei  Punkte 
geht,  gefunden,  daim  durch  Projektionen  ausgedrückt,  die  gegenseitige 
Lage  von  zwei  Geraden,  sowie  ihr  Winkel  besprochen,  und  die  Paralle- 
lität und  Perpendikularität  besonders  erwähnt  und  angewendet. 

Die  Ebene  wird  als  geometrischer  Ort  eines  Punktes,  der  gleiche 
Entfernungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  hat,  aufgefaßt,  ihre  all- 
gemeine. Normal-,  Parameterform  ermittelt  und  die  besonderen  Lagen 
gegen  die  Grundebenen  erklärt.  Dann  werden  die  gegenseitigen  Lagen 
von  Punkt  und  Ebene,  von  Geraden  und  Ebenen,  besonders  der  Durch- 
schnitt einer  Geraden  mit  der  Ebene,  Ebene  durch  die  Gerade,  Auf- 
gaben über  diese  Lagenverhältnisse   besprochen.     Dann  geht   man  zu 
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zwei  Ebenen  über,  man  ermittelt  zuerst  die  Durchschnittslinie,  zeigt 
wann  zwei  Ebenen  parallel  sind.  'Was  die  metrischen  Relationen  der 
Grundelemente  anbelangt^  so  wird  zuerst  das  Perpendikel  vom  Punkte 
zur  Ebene  geführt,  die  orthogonale  Projektion  eines  Punktes  und  einer 
Geraden  auf  eine  Ebene  bestimmt,  die  Entfernung  eines  Punktes  von 
einer  Ebene  ermittelt  und  dann  die  Winkel:  1.  einer  Geraden  mit  einer 
Ebene,  2.  zweier  Ebenen  besprochen  und  bei  den  Ebenen,  die  gegen- 
seitig senkrecht  sind,  angewendet.  Diese  gegenseitigen  Lagen  werden 
mit  einer  Reihe  Aufgaben,  worin  besonders  die  Achse  zweier  wind- 
schiefen Geraden  erwähnt  wird,  geschlossen.  Überall,  wo  nur  möglich, 
benätzt  man  die  Plückerschen  Abkürzungen.  Nach  diesen  Aufgaben 
bestimmt  man  das  Volumen  eines  Tetraeders  durch  die  Koordinaten 
seiner  Eckpunkte,  durch  die  Längen  seiner  Kanten  und  durch  seine 
Seitenflächen.  Dann  wird  die  Projektion  einer  Strecke,  eines  gebrochenen 
Linienzuges  auf  eine  Achse  gebildet  und  zur  Bestimmung  der  Ent- 
fernung zweier  Punkte  in  einem  schiefwinkligen  Koordinatensystem 
benützt.  Danach  werden  die  verschiedenen  Transformationen,  besonders 
die  Eulersche,  erklärt  und  die  Kugel  ausführlich  studiert. 

Dann  werden  die  verschiedenen  Flächen  wie:  Zylinder,  Kegel, 
Rotationsflächen,  windschiefe  Flächen  (besonders  Konoide)  besprochen, 
ihre  allgemeinen  Gleichungen,  sowie  ebenen  Schnitte  ermittelt.  Nachher 
werden  die  Flächen  vom  11.  Grade  ausführlich  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Kreisschnitte  studiert.  Nach  allem  diesen  werden  die  Hörer  mit 
der  Schraubenlinie,  sowie  mit  den  Raumkurven,  ihren  Tangenten,  Osku- 
lationsebenen.  Normalebenen,  Hauptnormalen,  Binormalen,  ebenso  mit 
der  Flexion  und  Torsion  bekannt  gemacht.  Endlich  werden  die  Flächen 
im  allgemeinen  behandelt  und  ihre  Krümmung  besonders  studiert.  Man 
vereinigt  hier  die  analytische  Geometrie  mit  der  DijBferentialgeometrie. 

Bei  den  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie  und  Ge- 
ometrie der  Lage  werden  stets  zwei  Jahr^nge  vereinigt. 

Die  Vorlesungen  über  darstellende  Geometrie  behandeln:  die 
drei  Gmndoperationen  der  darstellenden  Geometrie  (Determination, 
Projektion  und  Konstruktion  der  Grundelemente)  überhaupt  und  in 
zentraler,  schiefer,  kotierter  und  axonometrischer  Projektion  insbesondere. 
Es  wird  hauptsächlich  das  Projizieren  auf  eine  Ebene  mit  Vorteil  be- 
nützt und  auf  den  Zusammenhang  aller  Projektionsarten  ein  großes 
Gewicht  gelegt.  Außerdem  wird  auch  Perspektive  (freie  und  Theatral- 
perspektive),  hauptsächlich  aber  die  Mongesche  Projektion  mit  ihrer 
Anwendung  auf  metrische  Relationen  und  Konstruktionsaufgaben  be- 
handelt. Nachher  wird  das  Dreikant  und  die  Polyeder,  sowie  die 
Flächen  11.  Grades  konstruiert,  besonders  aber  die  Raumkurven  (Schrau- 


664  n.  Teil:  Wissenscliaftliche  Vorträge. 

benlinie^  geodätische  Linien  des  Kegels)  studiert  und  die  abwickelbaren 
Flächen,  die  zehn  Arten  der  windschiefen  Flächen,  wie  es  für  Lehramts- 
kandidaten nötig  ist,  behandelt.  Außerdem  wird  überall  auf  Beleuchtungs- 
konstruktionen Rücksicht  genommen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Lehrstoff  der  projektiven  Geometrie 
zu  besprechen. 

Es  werden  zuerst  die  Grundelemente  erklärt,  ihre  Inzidenz  und 
Dualität  berührt,  dann  die  Perspektivität  und  Projektivität,  die  kon- 
lokale Lage,  besonders  die  involutorische  zweier  projektiver  Grundgebilde 
L  Stufe  behandelt.  Es  werden  ausführlich  die  Erzeugnisse  zweier  gleich- 
artiger projektiver  Grundgebilde  L  Stufe  und  zwar:  Kegelschnitte,  Kegel 
und  windschiefe  Flächen  vorgetragen.  Es  wird  ein  besonderes  Gewicht 
auf  die  KoUineation  und  Reziprozität  im  ebenen  Felde  und  Bündel 
gelegt. 

Die  höhere  Geometrie,  die  außer  dem  allgemeinen  Koordinaten- 
begriff das  Hauptsächlichste  aus  der  Transformationslehre  berührt, 
analytische  Mechanik  und  Astronomie  werden  auch  ausführlich 
behandelt.  Die  Vorlesungen  über  den  letztgenannten  Gegenstand  werden 
durch  praktische  Übungen  am  gut  eingerichteten  Observatorium  er^nzt. 


Jeder  Hörer  der  Hochschule  ist  verpflichtet,  alle  im  Lehrplane 
bezeichneten  Vorlesungen  zu  besuchen.  Die  Hörer  der  Physik  müssen 
außerdem  noch  den  Vorlesungen  über  analytische  Chemie,  sowie  den 
praktischen  Übungen  im  Laboratorium  wahrend  zweier  Semester  bei- 
wohnen, werden  aber  dafür  von  den  konstruktiven  Übungen  aus  der 
darstellenden  Geometrie  befreit. 

Die  Mathematiker  sind  verpflichtet  während  drei,  und  die  Physiker 
während  sieben  Semester  an  den  praktischen  Übungen  im  physikalischen 
Institute  teilzunehmen. 

Die  Hörer  müssen  alle  praktischen  Übungen  in  den  Seminarien 
sowie  in  den  Laboratorien  nachweisen;  im  entgegengesetzten  Falle  wird 
ihnen  das  Semester  nicht  gerechnet. 

Alle  zwei  Jahre  werden  die  Hörer  einer  Prüfung  unterzogen.  Bei 
der  L  Staatsprüfung  verlangt  man  Kenntnis: 

1.  der  Grundlagen  der  höheren  Mathematik, 

2.  der  analytischen  Geometrie  und 

3.  der  Experimentalphysik  und  Meteorologie. 
Die  zweite  Staatsprüfung  besteht  aus: 

1.   höherer  Analysis, 

2    analytischer  Mechanik, 
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3.  Astronomie, 

4.  höherer,  projektiver  und  darstellender  Geometrie  und 

5.  mathematischer  Physik. 

Jeder  Kandidat  ist  gezwungen,  in  der  höheren  Analysis  und  noch 
zwei  anderen  Gegenstanden,  die  er  sich  unter  den  oben  angeführten 
wählt,  Prüfung  abzulegen.  Die  Lehramtskandidaten  der  darstellenden 
Geometrie  müssen  zu  ihren  Prüfungen  die  höhere  Geometrie  mit  der 
projektiven  und  darstellenden  Geometrie  wählen,  diejenigen  dagegen, 
welche  die  Physik  wählen,  brauchen  in  den  letztgenannten  Gegen- 
ständen keine  Prüfung  abzulegen. 

Nach  vollendetem  Studium  und  zweijähriger  Lehrtätigkeit  muB 
nach  den  neuen  Verordnungen  ein  jeder  Lehramtskandidat  noch  eine 
strenge  Staatsprüfung  ablegen. 

Außer  den  Vorträgen  hilft  beim  Studium  der  Mathematik  auch 
eine  verhältnismäßig  reiche  Bibliothek  und  Lesehalle,  wo  die  besten 
mathematischen  Zeitschriften  und  Enzyklopädien  zur  Benützung  auf- 
gestellt sind.  Zum  besseren  Verständnis  des  Gegenstandes  dient  eine 
Sammlung  mathematischer  Modelle,  welche  aus: 

133  Modellen  für  darstellende  Geometrie, 

185         „  „    höhere  Geometrie, 

50         „  „    Geometrie  überhaupt, 

187  verschiedenen  anderen  Hilfsmitteln 
besteht,  im  Werte  von  6414,81  Pres. 

Die  photographischen  Aufiiahmen  dieser  Sammlungen  sind  in  der 
Eongreßausstellung  zu  sehen.  Auf  einer  dieser  Photographien  sind  jene 
Modelle  und  Hilfsmittel  zusammengestellt,  welche  vom  Referenten  selbst 
herrühren  und  welche  auf  den  Ausstellungen  in  Antwerpen  und  Philip- 
popel prämiiert  wurden. 

Um  der  Hochschule  ein  wissenschaftlich  gebildetes  Personal  zu 
verschafPen,  werden  die  talentierten  Absolventen  ins  Ausland  geschickt, 
um  dort  die  Vorlesungen  der  berühmtesten  Professoren  zu  hören  und 
sich  in  den  einzelnen  Fächern  der  Mathematik  zu  spezialisieren. 

Als  Mittel  zur  Verbreitung  der  mathematischen  Wissenschaften  in 
Bulgarien  dient  auch  der  im  Jahre  1896  gegründete  Verein:  „Physiko- 
mathmatiöesko  druzestvo". 

Der  Zweck  dieses  Vereines  ist: 

1.  Den  Mitgliedern  zur  Vervollkommnung  behilflich  zu  sein  und 
sie  zu  selbständiger  Tätigkeit  anzueifem. 

2.  Die  Entwicklung  der  mathematischen  Literatur  zu  fordern. 
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3.  Verschiedene  Fragen,  die  den  mathematischen  Unterricht  be- 
treffen, aufzustellen  und  zu  beurteilen,  und  Mittel  zu  finden, 
welche  zur  Verbesserung  des  allgemeinen  Unterrichts  nötig  sind. 

4.  Eine  allgemeine  Terminologie  festzustellen. 

5.  Verschiedene,  hauptsächlich  aber  bulgarische  Lehrbücher  und 
Abhandlungen  einer  ernsten  Kritik  zu  unterwerfen. 

6.  Moralisch  und  materiell  für  die  Ausgabe  und  Verbreitung  selb- 
ständiger wissenschaftlicher  Werke,  Abhandlungen  und  guter 
Lehrbücher  behilflich  zu  sein. 

Damit  der  Verein  seinen  Zweck  erreiche,  werden  alle  14  Tage 
Vorträge  und  Referate  gehalten  und  verschiedene  wissenschaftliche  und 
pädagogische  Fragen  gelöst. 

Der  Verein  besitzt  seine  eigene  Bibliothek,  bezieht  viele  Zeit- 
schriften, hat  im  Jahre  1901  „Godisnik*'  (45  S.),  herausgegeben  und 
in  der  letzten  Zeit  redigiert  er  auch  seine  eigene  Zeitschrift:  „Spisanie 
na  physiko-mathematicesko  druzestvo  vav  Sofia",  deren  Haupt- 
zweck darin  besteht,  die  Methodik  der  mathematischen  Wissenschaften 
in  Bulgarien  im  allgemeinen  zu  pflegen. 

„Knizovno  Druzestvo"  —  eine  Art  bulgarische  Akademie  der 
Wissenschaften  —  hat  für  die  Verbreitung  der  Mathematik  in  Bulgarien 
sehr  wenig  getan.  Li  der  Literatur  ist  außer  den  Lehrbüchern  bis 
jetzt  nicht  viel  geleistet  worden.  Hauptsächlich  fehlen  die  Mittel  und 
Verleger  zur  Ausgabe  größerer  Werke,  besonders  der  Vorlesungen. 

HofiFentlich  werden  wir  bei  einem  der  späteren  Kongresse  in  dieser 
Hinsicht  so  glücklich  sein,  einen  besseren  Erfolg  konstatieren  und  die 
bis  dahin  voraussichtlich  bereicherte  bulgarische  mathematische  Literatur 
in  der  Kongi*eßausstellung  vorlegen  zu  können. 


über  das  Wesen  mathematischer  Beweise.*) 

Von 
F.  Meter  aus  Königsberg  i.  P. 


Das  Folgende  soll  nichts  weniger  als  eine  Studie  zur  Kantphilologie 
sein.  Der  Verfasser  will  nur  einige  Anregungen  geben,  von  denen  er 
hofft,  dafi  sie  audere,  denen  mehr  Muße  und  Geschick  zu  Qebote  steht, 
weiter  verfolgen  mögen;  irgend  eine  Erschöpfung  des  Themas  erscheint 
an  sich  ausgeschlossen.  In  kurzer  Zeit  wird  der  erste  Band  der  „En- 
cyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften"**)  abgeschlossen  vor- 
liegen. Er  schildert  in  historisch-kritischer  Entwicklung  die  Fort- 
schritte, die  das  19.  Jahrhundert  in  der  Arithmetik,  Algebra,  Zahlen- 
theorie, sowie  auf  einigen  angrenzenden  Gebieten  gezeitigt  hat.  Der 
Herausgeber  sagt  daselbst  in  seiner  Vorrede  (S.  XXVI):  „Möge  die 
Encyklopädie,  die  die  mathematischen  Erfindungen  eines  Jahrhunderts 
in  historischer  Entwicklung  vorführt,  auch  das  erkenntnistheoretische 
Studium  der  grundlegenden  Frage,  was  in  der  Mathematik  denn  eigent- 
lich als  „neu"  zu  gelten  habe,  beleben I  Besteht  das  Neue  in  einer 
durch  innere  Anschauung  gewonnenen  Vermehrung  und  Vertiefung 
eines  Besitzstandes  aprioristischer  Erkenntnisse  oder  kommt  es  nur 
zurück  auf  eine  andere  Gruppierung  vorhandener  Erfahrungstatsachen?" 
In  der  Tat,  wenn  mau  bedenkt,  daß  daselbst  auf  einem  Räume  von 
wenig  über  1100  Seiten  in  knapper  Form  von  neuen  fruchtbaren  Ideen, 

*)  Diesei  Aufsatz  erschien  zuerst  u.  d.  Titel  „Kant  und  das  Wesen  des 
Neuen  in  der  Mathematik"  in  dem  Werke  „Zur  Erinnerung  an  Immanuel  Kant". 
Herausgegeben  von  der  üniyersität  Königsberg  i.  Pr.  Halle  1904.  Als  der  Verf. 
seinerzeit  das  Thema  einreichte,  trug  er  sich  mit  der  Absicht,  die  Entwicklungen 
des  Textes  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  mathematischen  Beweise  weiter 
auszufuhren,  wurde  jedoch  durch  andere  Arbeiten  daran  verhindert.  Indessen  ist 
auf  Wunsch  der  Redaktion  der  obige  Titel  ungeändert  geblieben. 

**)  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften.  Bd.  I,  herausg.  von 
W.  Fr.  Meyer.  Leipzig,  B.  6.  Teubner,  1904.  [Dieser  Band  ist  inzwischen,  im 
August  1904,  erschienen.] 
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Methoden  und  Sätzen  berichtet  wird^  so  wird  man  von  selbst  zn  der 
Frage  gedraigt^  wie  denn  die  unterscheidenden  begrifflichen  und  an- 
schaulichen Merkmale  des  ;,Neuen''  gegenüber  dem  ^Alten^'  festzulegen 
seien.  Kants  Lehre  über  die  erkenntnistheoretische  Stellung  der  mathe- 
matischen Wahrheiten,  daß  es  „reine  Erkenntnisse  a  priori"  seien,  darf 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden;  auf  die  yielfachen  Versuche,  diese 
Lehre  zu  stützen  oder  aber  sie  zu  verwerfen,  sei  hier  nur  hingewiesen. 

Wenn  wir  im  folgenden  die  Kant  sehe  Aprioritat  als  Grundlage 
adoptieren,  und  unsere  Entwicklungen  sich  danach  zwanglos  in  das 
Kant  sehe  System  einfügen  lassen,  so  werden  diese  Entwicklungen 
doch  nicht  unbedingt  daran  gebunden  sein;  sie  würden  auch  bestehen 
bleiben  können,  wenn  man  von  mehr  oder  weniger  empiristischen  Er- 
kenntnisquellen ausginge. 

Kant  nimmt  die  grundlegenden  mathematischen  Begriffe  und 
Operationen  als  ein  xmabhangig  von  der  Erfahrung  gegebenes  geistiges 
Besitztum  an  —  es  ist  in  diesem  Sinne  beachtenswert,  daß  die  von 
ihm  angezogenen  Beispiele  elementarsten  Charakters  sind  — ,  und  denkt 
sich  alle  weiteren  Sätze,  soweit  es  sich  nur  um  den  Beweis  ihrer 
Existenz  handelt,  als  durch  rein  logische  Schlüsse  daraus  abgeleitet, 
und  so  jenes  ursprüngliche  Besitztum  immer  mehr  vertieft  und  ab- 
gerundet. Wie  und  in  welcher  Reihenfolge  derartige  Schlüsse  zu 
ziehen  sind,  um  zu  vorgesteckten  Zielen  zu  gelangen,  wie  der  For- 
scher dabei  schöpferisch,  konstruktiv  zu  verfahren  hat,  liegt  für 
Kant  auf  einem  gänzlich  anderen  Gebiete;  er  postuliert  zu  dem  Behuf 
einen  Akt  der  „Synthese^  einer  Art  innerer  Anschammg,  auf  Grund 
deren  erst  beispielsweise  die  Inhalte  der  beiden  Begriffe  7  +  5  ^ind  12 
als  gleichwertig  erkannt  werden.  Im  übrigen  aber  erscheint  Kant  die  in 
Rede  stehende  Frage  vom  Standpunkte  seines  vielumfassenden  Systems 
aus  als  eine  akzessorische;  es  ist  ihm  weniger  eine  allgemeine  philo- 
sophische Frage,  denn  eine  spezifisch-mathematische  Fachfrage.  Es 
sei  gestattet,  in  dieser  Richtung  eine  Bemerkung  allgemeiner  Natur 
über  das  Verhältnis  der  Philosophie  zu  den  Einzelwissenschaften  ein- 
zuschalten. Die  Philosophie  sieht  es  als  ihre  Aufgabe  an,  aUgemein 
verbindliche  Normen  des  Denkens  überhaupt  au&ustellen  und  diese  auf 
die  obersten,  allgemeinsten  Erscheinungen  des  geistigen  Lebens  anzu- 
wenden; jene  Normen  sollen  dann  jeder  einzelwissenschaftlichen  Unter- 
suchung zugrunde  liegen,  jene  allgemeinsten  Erscheinungen  mögen  sich 
in  jeder  Wissenschaft,  je  nach  deren  Charakter  und  deren  Bedürfnissen 
einerseits  spezifizieren,  andererseits  weiter  ausgestalten. 

Nun  ist  es  aber  eine  wohlbekannte  Tatsache,  daß  innerhalb  des 
Rahmens  jeder  fortschreitenden  Einzelwissenschaft  „allgemeine'^  Begriffe 
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und  üntersuehungsmethoden  einer  fortlaufenden  Verschiebung,  einer 
bald  stetigen  bald  unstetigen  Kompression  und  Dilatation  unterworfen 
sind,  daß  sie  sich  selbst  mit  immer  reicherem  Inhalte  erfüllen,  unfrucht- 
bare Keime  abstoßen,  andere  in  sich  aufnehmen.  Dieses  selbstkorrigie- 
rende Verfahren  geschieht  in  solchem  Umfange,  daß  oft  ein  ursprüng- 
lich festgelegter  Begriff  später  kaum  noch  wiederzuerkennen  ist,  so 
sehr  hat  er  sich  den  veränderten  Daseinsbediagungen  anpassen  müssen. 

Eines  der  instruktivsten  Beispiele  dieser  Art  ist  der  Begriff  der 
ZahL  Zu  dem  ursprünglichen  Begriff  der  natürlichen  Zahl  trat  der 
der  negativen,  der  gebrochenen,  der  algebraischen,  der  irrationalen  Zahl. 
Diesen  Zahlen  als  reellen  traten  weiterhin  als  die  umfassenderen  die 
gewöhnlichen  und  höheren  komplexen  Zahlen  gegenüber,  und  über  alle 
diese  erhebt  sich  die  Schöpfung  der  transfiniten  Zahlen  (s.  u.  S.  678)- 
Die  Berechtigung,  diese  sämtlichen  Gedankengebilde,  so  verschieden  sie 
zunächst  erscheinen,  dem  Zahlbegriff  unterzuordnen,  geht  daraus  her- 
vor, daß  sie  im  wesentlichen  den  nämlichen  logischen  Verknüpfungs- 
gesetzen gehorchen.  So  weichen  der  Gang  der  allgemeinen  Philosophie 
und  der  Gang  innerhalb  der  einzelnen  „Fachphilosophie"  nicht  un- 
wesentlich voneinander  ab.  Der  Phüosoph  wird  stets  wieder  zu  den- 
selben grundlegenden  Fragen  der  als  Ganzes  aufgefaßten  Erscheinungs- 
welt zurückgeführt;  in  der  Einzelwissenschaft  sieht  der  Forscher  aus 
der  glücklichen  Lösung  eines  besonderen  Problems  eine  Reihe  neuer, 
ungelöster  entspringen.  Wenn  das  Bild  gestattet  ist:  so  oft  der  Philo- 
soph glaubt,  seiner  Hydra  einen  Kopf  abgehauen  zu  haben,  derselbe 
Kopf  wächst  sofort  wieder;  dem  Einzelforscher  dagegen  erwachsen  an 
Stelle  des  einen  abgetrennten  Kopfes  zehn  solche  von  anderer  Be- 
schaffenheit. 

Und  doch  wäre  eine  gegenseitige  Unterstützung  sehr  heilsam;  je 
mehr  im  Einzelnen  durchgebildete  Fachphilosophen  entwickelt  würden, 
um  so  mehr  würde  auch  der  Phüosoph  %ax  i%o%'r{v  genötigt  werden, 
seinen  zu  allgemein  gestellten  Aufgaben  eine  gewisse  Beschränkung 
aufzuerlegen,  in  dieser  Beschränkui^  würde  er  dafür  zu  präziseren 
Lösungen  gelangen. 

Um  nunmehr  unsere  eigentliche  Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen, 
denken  wir  uns  für  den  Augenblick  einen  gewissen  Besitzstand  grund- 
legender mathematischer  Begriffe ,  Sätze  und  Methoden  als  vorhanden, 
gleichgültig  woher  er  stamme,  und  fragen,  wie  sich  dieser  Besitzstand 
vermehren  läßt.  Wir  wünschen,  ganz  im  Sinne  Kants,  zu  zeigen,  daß 
die  gedachte  Vermehrung,  entgegen  dem  äußeren  Anscheine,  keine 
materielle,  sondern  nur  eine  formale  ist,  daß  die  Erweiterung  mathe- 
matischer Erkenntnisse  nur  in  einer  anderen  Anordnung,   Gruppierung, 
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Zusammenstellung,  Trennung  und  Verbindung  bereits  vorhandener 
bestellt. 

Um  diese  Auffassung  zunächst  an  einem  einfachen  Bilde  aus  dem 
gewöhnlichen  Leben  zu  erläutern:  Jedermann  weiß,  daß  ein  und  das- 
selbe Zimmer  mit  ein  und  demselben  Mobiliar  je  nach  der  Aufstellung 
und  Verteilung  des  letzteren  dem  Beschauer  einen  ganz  anderen,  einen 
„neuen"  Eindruck  bietet,  daß  man  sogar  auch  leicht  einen  gewollten 
Eindruck,  einen  bestimmten  „Stil"  durch  passende  Anordnung  hervor- 
rufen kann.  Nicht  anders  ist  es  in  der  Mathematik:  durch  bloße  Um- 
ordnung  von  Teilen  wird  der  Eindruck  von  Neuem,  von  Fortschritten 
erzeugt.  Einer  der  inneren  Gründe  dieser  befremdenden  Erscheinung 
liegt  in  dem  eigentümlichen  Verhältnis  zwischen  Anschauungs-  und 
Schließungsvermögen.  Dies  Verhältnis  ist  ein  zwiefaches.  Auf  der 
einen  Seite  erklimmt  der  Verstand  mühsam  Stufe  um  Stufe,  bis  er 
zum  letzten,  den  Beweis  eines  Satzes  krönenden  Schlüsse  gelangt;  ist 
dieser  Anstieg  aber  einmal  vollendet,  so  vermag  die  innere  Anschau- 
ung*), wie  vom  Gipfel  einer  Höhe,  den  ganzen  zurückgelegten  Weg 
mit  einem  Blick  zu  umspannen. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  unser  Anschauungsvermögen,  namentlich 
in  der  Geometrie,  ein  überaus  beschränktes,  ja  geradezu  dürftiges**), 
sobald  ihm  eine  größere  Anzahl  verschiedenartig  verknüpfter  Elemente 
unvermittelt  gegenübertritt,  während  das  Schließungsvermögen,  trotz 
seiner  Langsamkeit,  geradezu  als  ein  unbegrenztes  fungiert.  Dazu  tritt 
ein  in  der  Mathematik  spezifisch  ausgebildetes  Moment,  das  Verfahren 
der  vollständigen  Induktion  (des  Schlusses  von  n  auf  n  +  1).  So 
unzweifelhaft  dies  Verfahren  wegen  seiner  Sicherheit  der  Mathematik 
unschätzbare  Dienste  geleistet  hat  und  noch  leisten  wird***),  es  leidet 
doch  wieder  an  einem  erheblichen  Mangel;  statt  das  innere  Gewebe  der 
leitenden  Gedankenfäden  aufzudecken,  umhüllt  es  dasselbe  vielmehr  wie 
mit  einem  Schleier;  oder  um  lieber  das  oben  gebrauchte  Bild  weiter 
auszuführen:  man  läßt  sich  von  einem  Führer  einen  steilen  Berg  her- 
aufziehen, und  behält  sich  nur  vor,  den  letzten  obersten  kleinen  Gipfel 


*)  Wenn  anders  der  Beweis  gewissen  Anforderungen  genügt,  s.  n.  S.  681,  683. 
**)  Das  ist  einer  der  Hauptgründe,  weshalb  bei  der  modernen  Festlegung  der 
Grundlagen  der  Geometrie  von  einem  System  durch  gewisse  Axiome  verknüpfter 
Begriffe  ausgegangen  wird,  mit  denen  dann  nach  festen  Yorschriften  geradezu 
wie  mit  Größen  gerechnet  wird.  S.  D.  Hubert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Fest- 
schrift zur  Enthüllung  des  Gauß-Weber-Denkmals,  Leipzig,  2.  Aufl.,  19031 
K.  Th.  Yahlen,  Abstrakte  Geometrie,  Leipzig  1904.  (Wird  demnächst  erscheinen.) 
•**)  Vgl.  H.  Poincard,  Wissenschaft  und  Hypothese.  Deutsch  von  F.  und 
L.  Lindemann,  Leipzig  1904. 
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selbst  zu  ersteigen.  Gerade  die  vollständige  Induktion  ist  es,  die  oft 
zu  einem  neuen,  unerwarteten  Ergebnis  führt,  wie  man  erkennt,  wenn 
es  gelingt,  einen  direkten,  allmählich  zum  Ziele  führenden  Beweis  zu 
finden;  dann  entpuppt  sich  das  scheinbar  Neue  als  eine  Aneinander- 
reihung selbstverständlicher  Tatsachen. 

Da  eine  systematische  Ausführung  unseres  Hauptgedankens  über 
die  Entstehung  des  Neuen  in  Anbetracht  der  grenzenlosen  Ausdehnung 
des  Gebietes  unmöglich  erscheint,  müssen  wir  uns  bescheiden,  eine 
Reihe  mathematischer  Typen  vorzuführen,  und  diese  wiederum  durch 
geeignete  Beispiele  zu  kennzeichnen,  deren  Verständnis  keinen  zu 
großen*)  Aufwand  mathematischer  Vorkenntnisse  erfordert. 

Am  deutlichsten,  weil  am  unmittelbarsten,  ist  die  fragliche  Er- 
scheinung in  der  elementaren  Kombinatorik  ausgeprägt.  Wer  zuerst 
den  Satz  aufstellte  und  bewies,  daß  die  Anzahl  der  Vertauschungen 
von  n  Dingen  gleich  1  x  2  x  3  •  •  •  n  ist  —  eine  Zahl,  die  bei  größeren 
Werten  von  n  eine  solche  Höhe  erreicht,  daß  sie  bei  dem  Laien  ein 
ungekünsteltes,  verwirrendes  Erstaunen  erwecken  muß  —  glaubte  ge- 
wißy  einen  großen,  wahrhaft  neuen  Satz  entdeckt  zu  haben.  Und  doch 
ist  das  Ergebnis  nur  eine  Aneinanderreihung  einiger  Trivialitäten.  Daß 
zwei  Dinge  zwei  Anordnungen  zulassen,  sieht  ein  Kind  ein,  desgleichen, 
daß  von  drei  Dingen  jedes  einmal  an  eine  bestimmte  (erste)  Stelle  ge- 
bracht werden  kann;  dies,  mit  dem  Vorigen  verbunden,  lehrt,  daß  die 
Anordnungen  von  drei  Dingen  sich  in  drei  Gruppen  zu  je  zwei  ver- 
teilen, daß  also  ihre  Anzahl  2x3  ist.  Von  vier  Dingen  kann  wiederum 
jedes  einmal  eine  erste  Stelle  einnehmen,  während  die  drei  übrigen 
jeweils  ihren  2x3  Anordnungen  unterworfen  werden  können;  mithin 
gruppieren  sich  die  Anordnungen  von  vier  Dingen  in  vier  Klassen  von 
je  2  X  3,  ihre  Gesamtanzahl  ist  also  2x3x4.  So  ist  klar,  daß  bei 
jedem  neu  hinzutretenden  Element  bei  der  Anzahl  der  vorher  möglichen 
Anordnungen  die  das  Element  angebende  Kardinalzahl  als  weiterer 
Faktor  figurieren  muß.  Die  vollständige  Induktion  ist  hier  nicht  ein- 
mal erforderlich  und  dient  nur  zur  bündigen  Zusammenfassung  der 
skizzierten  Tätigkeiten.  Wer  wäre  aber  imstande,  etwa  von  den 
3628800  Arten,  wie  10  Personen  an  einem  Tische  ihre  Plätze  wechseln 
können,  eine  deutliche  Vorstellung  zu  besitzen? 

Ganz   ähnlich  verhält   es   sich    mit   einem   zweiten  grundlegenden 

'i 
*)  Die  meisten  Leser  werden  freilich  umgekehrt  der  Meinung  sein,  daß  dieser 
Aufwand  ein  viel  zu  großer  sei.    Indessen  läßt  sich  etwa  aus  bloßen  elementaren 
Sätzen  über  das  Dreieck  die  Tiefe  der  neueren  mathematischen  Begriffe  nicht  ent- 
nehmen. 
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Satze  der  Kombinatorik,  daß  man,  weim  n^  Dinge  einer  ersten  Gruppe 
gegeben  sind,  n^  Dinge  einer  zweiten,  •  •  •,  n^  Dinge  einer  i*®°  Gruppe, 
genau  auf  n^xn^  -  -  -xn^  Arten  je  ein  Ding  der  ersten  Gruppe  mit 
je  einem  der  zweiten,  •  •  •,  mit  je  einem  der  f*®"*  Gruppe  zusammen- 
stellen kann,  wenn  auf  die  Anordnung  dieser  Zusammenstellungen  keine 
Rücksicht  genommen  wird.  Usf.  Als  zweiter  Typus  der  in  R«de 
stellenden  Erscheinungen  diene  der  berühmte  Pjthagoräische  Satz 
des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Die  meisten  Leser  werden  sich  mit  einem 
gewissen  Unbehagen  der  künstlichen  Figur  erinnern,  mittels  derer  im 
Schulunterricht  der  fragliche  Satz  herausdemonstriert  wurde,  und  würden 
wohl  schwerlich  imstande  sein,  trotz  aller  Anstrengungen  jene  Figur 
sich  wieder  herzustellen.  An  die  richtige  systematische  Stelle  ge- 
bracht, hat  der  Satz  nur  das  eine  Eigentümliche  an  sich,  daß  er  zwei 
Tatsachen  von  großer  Einfachheit  so  miteinander  vereinigt,  daß  ein 
unwesentliches  Moment  entfernt  wird. 

Der  grundlegende  Satz,  daß  bei  zwei  ähnlichen  Dreiecken  (i.  e. 
solchen  mit  bezw.  gleichen  Winkeln)  die  Seitenlängen  des  einen  sich 
verhalten,  wie  die  des  anderen,  kann  und  soll  gleich  im  Anfange  der 
Lehre  vom  Dreieck  abgeleitet  werden  und  mag  hier  als  vorhanden  an- 
gesehen werden.  Liegt  nun  ein  beliebiges  Dreieck  ABC  vor,  so  ist 
mit  ihm  implizite  auch  jede  Strecke  AD  mitgegeben,  die  eine  Ecke 
A  mit  irgend  einem  Punkte  D  der  Gegenseite  BC  verbindet.  Unter 
diesen  unbegrenzt  vielen  Möglichkeiten  gibt  es  oflFenbar  sicher  eine,  so 
daß  das  Teildreieck  ABB  mit  dem  ganzen  Dreieck  ABC  ähnlich 
wird.  Verlangt  man  aber,  um  ein  gleichmäßigeres,  ein  symmetri- 
sches Ergebnis  zu  erzielen,  daß  auch  das  zweite  Teildreieck  ACD 
dem  ganzen  Dreieck  ähnlich  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  daß  alle 
drei  Dreiecke  ABC,  ABB,  ACB  einander  ähnlich  werden,  so  ist  das 
wiederum  nur  so  mögUch,  daß  AI)  eine  Höhe  des  Dreiecks  ABC, 
und  überdies  der  Winkel  desselben  bei  A  ein  rechter  ist. 

Bezeichnet  man  dann,  wie  üblich,  die  Längen  der  Seiten  des  nun- 
mehr als  rechtwinklig  vorausgesetzten  Dreiecks  ABC  mit  a,  h,  c, 
die  Abschnitte,  in  die  die  Hypotenuse  a  durch  die  Höhe  AB  =  h  zer- 
legt wird,  mit  p,  q,  so  ist  die  Ähnlichkeit  je  eines  Teildreiecks  mit 
dem  ganzen  Dreieck  gleichwertig  mit  den  Aussagen  V=^ap,  c^  =  aq, 
die  zusammen  wiederum  für  das  rechtwinklige  Dreieck  charakteri- 
stisch sind.  Um  die  unwesentlichen,  weil  erst  in  zweiter  Linie  auf- 
tretenden Stücke  p,  q  zu  entfernen,  hat  man  nur  jene  beiden  Rela- 
tionen zu  addieren;  das  Resultat  fc^  +  c*  =»  a(|)  +  g)  =  a*  ist  der 
Pythagoräische  Satz,  der  also  wiederum  für  das  rechtwinklige  Dreieck 
charakteristisch  ist. 
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Würde  man  nur  auf  die  Ähnlichkeit  der  beiden  Teildreiecke 
achten,  so  ergäbe  sich  die  andere  fundamentale  Aussage  V »  pq^  die 
abermals  für  das  rechtwinklige  Dreieck  charakteristisch  ist,  mit  dem 
Pythi^oraischen  Satze  inhaltlich  völlig  gleichwertig  erscheint^  und 
formal  nur  dadurch  von  ihm  abweicht,  daß  sie  ,^eue"  Elemente,  die 
Höhe  h  und  die  Abschnitte  p,  q  der  Hypotenuse  enthalt. 

Vom  Pythagoräischen  Satze  zum  Aufbau  der  elementaren  Tri- 
gonometrie sind  nur  wenige  Schritte  erforderlich. 

Um  den  Pythagoräischen  Satz  in  eine  Form  zu  kleiden,  die  von 
dem  zufaUig  gewählten  Längenmaßstab  unabhängig  ist,  führt  man  die 
Verhältnisse  der  Seiten  a,  h,  c  als  {selbständige  Bildungen  ein;  man 
nennt  sie  die  (sechs)  trigonometrischen  Funktionen  eines  der  beiden 
spitzen  Winkel  des  Dreiecks.  Der  Pyth&^oräische  Satz  zeigt  un- 
mittelbar, wie  diese  sechs  Funktionen  durch  die  einfachste  Rechnung 
auf  irgend  eine  von  ihnen  zurückgeführt  werden  können.  Um  in- 
dessen dem  Auge  eine  wohlgefällige  Form*)  darzubieten,  führt  man 
jene  Reduktion  nur  selten  durch,  sondern  behält  drei  (oder  vier)  jener 
Funktionen  (sinus,  cosinus,  tangens  resp.  cotangens)  gleichzeitig  bei. 
Hierdurch  erklärt  sich  der  Reichtum  der  trigonometrischen  Beziehungen; 
man  opfert  der  schönen  Form  die  Einfachheit,  die  Einheit 
des  Inhalts.  Wir  kommen  auf  dieses  bedeutsame  Moment  noch 
weiterhin  zurück. 

Ein  beliebiges  Dreieck  wird  durch  eine  Höhe  in  zwei  recht- 
winklige Tieildreiecke  zerlegt;  sobald  man  daher  auf  diese  die  trigono- 
metrischen Beziehungen  anwendet,  und  diese  wiederum  so  vereinigt, 
daß  unwesentliche,  d.  h.  für  eine  jeweilige  „Auflösung*'  des  Drei- 
ecks nicht  in  Betracht  kommende,  Stücke  entfernt  („eliminiert**) 
werden,  gruppiert  sich  der  Stoff  zu  immer  anderen  Gestalten.  Trotz- 
dem ist  dieser  Reichtum  nur  ein  scheinbarer,  wesentlich  durch  die 
vielfachen  eigenartigen  Benennungen  hervorgerufener;  es  ist  stets  nur 
die  Variation  des  einen  Themas,  daß  man  von  einem  Punkte  auf  eine 
Gerade  nur  ein  einziges  Lot  fäUen  kann.  So  oft  es  sich  hierbei  darum 
handelt,  aus  drei  unabhängigen  Stücken  (Seiten  und  Winkeln)  des  Drei- 
ecks ein  viertes  zu  bestimmen,  ist  die  Anzahl  der  Gruppierungsmöglich- 
keiten eine  eng  begrenzte  und  leicht  übersehbare**);    sobald  man  da- 


*)  Hierbei  ist  freilich  auch  noch  das  praktische  Bedürfnis,  das  den 
Logarithmentafeln  für  Zahlen  und  trigonometrische  Funktionen  liechuung  tragen 
muß,  maßgebend;  wir  beschränken  uns  aber  im  Texte  auf  die  „reine"  Mathe- 
matik. Auf  einer  höheren  Stufe  ist  es  gerade  wesentlich,  die  verschiedenen  tri- 
gonometrischen Funktionen  voneinander  getrennt  zu  halten. 

**)  Von  der  selbständigen  Einfuhrung  weiterer  Dreieckselemente,  wie  Höhen, 

Yerh.  d.  TU.  loteruat.  Mathem.-Konffr.  Heidelberg  1904.  43 
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gegen  versucht,  eine  Relation  zwischen  fünf,  oder  gar  sechs  Stücken 
des  Dreiecks  zu  konstruieren,  ist  die  Anzahl  der  Möglichkeiten  natur- 
gemäß eine  unbegrenzte,  und  es  ist  dem  subjektiven  Geschmacke 
des  Forschers  der  weiteste  Spielraum  gelassen.  Er  wird  z.  B.  Wert 
darauf  legen,  daß  gewisse  Elemente  mir  linear  in  den  Formeln  auf- 
treten, usw. 

Für  die  Erkenntnis  des  Wertes  der  Trigonometrie  des  Dreiecks 
erscheint  es  aber  durchaus  notwendig,  festzustellen  (wie  das  der  Ver- 
fasser in  einer  früheren  Arbeit*)  entwickelt  hat),  wie  sich  allein  aus 
drei  unabhängigen  Grundformeln  durch  reine  Rechenprozesse,  sozu- 
sagen mittels  einer  Rechenmaschine,  alle  etwaigen  übrigen  herleiten 
lassen.  Das  Entsprechende  gilt  für  den  Aufbau  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie, der  Polygonometrie  usw. 

Wir  gehen  zu  anderen  Typen  über.  Hier  wird  ein  weiteres,  eben- 
falls der  Mathematik  spezifisch  angehöriges  Hilfsmoment  in  den  Vorder- 
grund treten,  das  ist  die  merkwürdige  Rolle,  die  Identitäten  bei  der 
Entstehung  „neuer^'  Sätze  spielen. 

Ein  instruktives  Beispiel  aus  der  elementaren  Planimetrie  wird 
durch  den  Ptolemäischen  Satz  geliefert,  der  vielleicht  manchem 
Leser  als  ein  besonderes  Euriosum  im  Gedächtnis  geblieben  ist.  Der 
Satz  sagt  aus,  daß  in  einem  Ereisviereck  die  Summe  der  Produkte  je 
zweier  Gegenseiten  gleich  dem  Produkte  der  Diagonalen  ist.  Führt 
man  die  Winkel  97^,  tp^,  973,  (p^  ein,  die  die  nach  den  Ecken  des  Vier- 
ecks laufenden  Radien  mit  irgend  einer  festen  AnfangsrichlTUng  bilden, 

und  setzt  tg  ^  =  ^»(*  =*  1?  2,  3,  4),  so  lehrt  eine  Rechnung  von  wenigen 

Zeilen,  daß  der  in  Rede  stehende  Satz  nur  ein  geometrischer  Aus- 
druck**) für  die  Existenz  der  evidenten  Identität  ist: 

(A,  -  A,)(A,  -  A,)  +  {X,-  X,)(A,  -  ;,)  +  (A,  -  AJ  (A,  -  A.)  =  0. 

Die  Bedeutung  des  Satzes  für  die  Ereislehre  erhellt  dann  hinterher 
wieder  daraus,  daß  er  für  den  Ereis  charakteristisch  ist;  vier  Punkte 
der  Ebene  liegen  dann  und  nur  dann  auf  einem  Ereise,  wenn  für  sie 
die  Ptolemäische  Eigenschaft  zutrifft. 

Die  Umkehrung   dieser  Erscheinung  fährt   sofort  zu  einem  um- 


seiten-  und  Winkelhalbierende  Transversalen,  ein-  und  umbeschriebene  Kreise  usw., 
soll  hier  ganz  abgesehen  werden. 

•)  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  1^  (1899), 
S.  147—154. 

••)  Näheres  siehe  in  der  Ahhandlung  des  Verfassers  im  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik,  (8)  7  (1904),  S.  1— lö. 
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fassenderen  Standpunkt.  So  oft  man  vier  Größen  Aj,  Aj,  Aj,  A^  durch 
vier  gleichberechtigte  geometrische  Objekte  (Bilder)  deutet^  die  nur 
noch  der  Bedingung  zu  genügen  haben,  daß  auch  den  (sechs)  DiflPe- 
renzen  A^  —  A^^  eine  selbständige  geometrische  Bedeutung  zukommt,  ge- 
langt man  zu  einem  „neuen"  geometrischen  Satze;  alle  diese  Sätze  sind 
jedoch  nur  yerschiedene  Anschauungsmanifestationen  einer  einzigen 
Erkenntnisquelle.  So  gewinnt  man  u.  a.  die  die  Theorie  des  Doppel- 
yerhältnisses  beherrschende  Fundamentalrelation,  femer  die  die  Theorie 
der  Geraden  im  Räume  beherrschende  ,,Linienkoordinatenidentität";  usw. 

Der  Gehalt  derartiger  Identitöten  für  die  Erkenntnis  und  Her- 
leitung geometrischer  Wahrheiten  wird  ein  ungleich  fruchtbarerer,  wenn 
in  ihnen  noch  ein  willkürlicher  Parameter  zur  Verfügung  steht. 

Zur  Erläuterung  möge  ein  Typus  von  Sätzen  dienen,  deren  be- 
kanntester Repräsentant  der  Pascalsche  Satz  für  Kegelschnitte  ist. 
Anstatt  von  vornherein  sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  ins  Auge 
zu  fassen,  gehe  man  zunächst  von  sechs  beliebigen  Punkten  Ä^, 
Ä^,  ' '  '  A^  einer  Ebene  aus,  die  man  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 
Strecken  verbinde.  Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  des  Sechsecks 
liefern  drei  Schnittpunkte  S^,  S^,  S^.  Mittels  geeigneter  Koordinaten 
läßt  sich  dann  auf  ganz  einfachem  Wege  eine  Identität  A^B  auf- 
stellen. Hier  bedeuten  A  und  B  gewisse  rechnerische  Ausdrücke,  mit 
der  besonderen  Eigenschaft,  daß,  wenn  A  den  speziellen  Wert  der  Ein- 
heit annimmt,  die  sechs  Punkte  A^,  A^y  •  *  •  -^6  *^^  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  andererseits,  wenn  B  gleich  der  Einheit  wird,  die  drei 
Punkte  Sj,  Sg,  S^  ein  und  derselben  Geraden  angehören.  Damit  er- 
scheint der  Pascalsche  Satz  nebst  seiner  Umkehrung'als  der 
unmittelbare  geometrische  Ausdruck  der  Identität  A^B, 

Mit  demselben  Rechte  hätte  maü  aber  dem  Ausdrucke  A  irgend 
einen  Zahlwert  c  beilegen  können,  womit  ihn  gleichzeitig  der  Ausdruck 
B  erhält;  je  nach  dem  betreffenden  Werte  des  „Parameters"  c 
gruppiert  sich  das  Sechseck  nach  anderer  Vorschrift.  Das 
Prinzip  ist  also  offenbar  dies,  daß  man  den  Pascal  sehen  Satz  als  eine 
Spezialerscheinung  innerhalb  einer  unbegrenzten  Klasse  in  gewisser 
Einsicht  gleichartiger  Erscheinungen  auffaßt,  die  alle  in  der  Identität 
AB  wurzeln.  Der  Grund  aber,  weshalb  man  gerade  dem  Pascal- 
schen  Satze  eine  so  hervorragende  Bedeutung  beimißt,  ist  ein  doppelter. 
Einmal  beanspruchen  die  Kegelschnitte,  ganz,  abgesehen  von  deren  viel 
seitiger  Verwendung  in  Mechanik,  Technik  usw.,  in  der  Systematik  der 
geometrischen  Gebilde  der  Ebene  ihren  Platz  mit  an  erster  Stelle,  da 
sich  ihre  Theorie  unmittelbar  über  der  der  Geraden  erhebt.  Sodann 
kommt  dem  Pascalschen  Satze   innerhalb    der  Kegelschnittslehre    eine 

4.H* 
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zentrale  Stellung  zu,  da  sich  aus  ihm  allein  alle  anderen  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  ableiten  lassen.  Das  oben  entwickelte  Prinzip  ist 
indessen  einer  weitgehenden  Verallgemeinerung  fähig.  Gerade  so,  wie 
man  ein  Sechseck  in  drei  Punktepaare  gruppieren  kann,  die  auf  den 
Seiten  eines  Dreiecks  liegen,  kann  man  auf  den  letzteren  drei  Gruppen 
von  n  Punkten  (w  =  2,  3,  •  •  •)  annehmen,  entsprechend  im  Baume  auf 
den  sechs  Kanten  eines  Tetraeders,  resp.  auf  den  vier  Kanten  eines 
windschiefen  Vierecks,  sechs  resp.  vier  Gruppen  von  je  n  Punkten, 
usf;  stets  existiert  eine  der  obigen  Identität  Ä^B  analoge  mit 
analogen  Schlüssen  (für  Kurven,  Flächen  n* '  Ordnung,  usf.),  und  die 
unbegrenzte  Reihe  dieser  Identitäten  läßt  sich  wiederum  einem  einzigen 
Typus  unterordnen,  der  sie  alle  umfaßt. 

Von  diesem  Gruppierungsstandpunkt  aus  erföhrt  der  Pas- 
calsche  Satz  eine  ganz  andere  Bedeutung,  als  bei  der  gewöhnlichen 
Auffassung;  er  bildet  nur  die  erste  Stufe  einer  nach  viel- 
facher Richtung  hin  beliebig  ausdehnbaren  „Pascalschen  Geo- 
metrie".*) 

Derartiger  tiefgreifender  Typen  lassen  sich  in  der  Geometrie  noch 
manche  aufbauen;  es  sei  etwa  an  die  Theorie  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen erinnert,  femer  an  die,  eine  ungeahnte  Fülle  von  geome- 
trischen Eigenschaften  einschließende  Figur  des  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  ein-  resp.  umbeschriebenen  Tetraeders,  weiter  an  die  Lehre 
von  den  Ausartungen  eines  Gebildes  zweiter  Ordnung,  u.  a.  m. 

Leider  steht  zurzeit  eine  in  dieser  Richtung  systematisch  fort- 
schreitende Behandlung  der  Geometrie  noch  aus;  danach  wäre  jeder 
Satz  einer  gewissen  Identität  unterzuordnen,  woraus  sein  erkenntnis- 
theoretischer Inhalt  als  einzelnes  Glied  einer  unendlichen  Kette  gleich- 
berechtigter Sätze  unmittelbar  entspränge. 

Es  gibt  manche  Mathematiker,  die  eine  derartige  Entwicklung  der 
Geometrie  mit  einer  gewissen  Herablassung  als  eine  „formale^*  kenn- 
zeichnen; ohne  es  zu  wollen,  sprechen  sie  damit  eine  nicht  geringe  An- 
erkennung aus,  da  sich  gerade  auf  diesem  Wege  eine  ungekünstelte 
Einordnung  der  geometrischen  Wahrheiten  in  das  System  der  Kani- 
sehen  Erkenntnistheorie  vollziehen  läßt. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  einem  grundlegenden  Typus  aus  der  Arith- 
metik und  Analysis  über,  zu  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  (all- 
gemeiner, von  Grenzwerten  überhaupt).  Die  bekanntesten  Beispiele 
sind  ja  jedem  geläufig;   es  sind  die  in  kleineren  oder  größeren  Tafeln 


*)  Siehe  die  Abhandlung  des  Verfassers,  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung, Bd.  9j  (1901),  S.  91—99. 
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vereinigten  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen;  diese  Logarithmen 
brechen  aber^  wie  wohl  kaum  zu  bemerken  nötig  ist^  nicht  etwa  an 
der  betreffenden  Stelle  ab,  sondern  sind  unbegrenzt  fortsetzbare  Dezi- 
malbrüche. Eine  für  die  Theorie  der  irrationalen  Größen  bessere  Dar- 
stellung wird  allerdings  durch  die  Kettenbrüche  geliefert;  jeder  un- 
begrenzte (regelmäßige)  Kettenbruch  besitzt  als  Wert  eine  bestimmte 
irrationale  Zahl  und  umgekehrt;  oder  mit  anderen  Worten,  jede  Irra- 
tionalzahl ist  äquivalent  einer  bestimmten  unbegrenzt  fortsetzbaren 
Reihe  natürlicher  Zahlen,  aber  auch  umgekehrt  repräsentiert  jede  noch 
so  willkürliche,  unbegrenzt  fortsetzbar  gedachte  Anordnung  natür- 
licher Zahlen  (wobei  beliebige  Wiederholungen  gestattet  sind)  eine  be- 
stimmte Irrationalität.  Man  kann  sich  aber  auch  eine  andere,  besonders 
für  Anwendungen  geeignetere  Auffassung  bilden.  Danach  drückt  jeder 
Satz  über  Irrationalzahlen  eine  gewisse  endliche  Relation  zwischen  ge- 
wöhnlichen Brüchen  aus,  nur  daß  diese  Relation  nicht  genau,  sondern 
bloß  angenähert  gilt.  Man  ist  aber  imstande,  diese  Beziehung  zwi- 
schen Brüchen  in  unbegrenzt  viele  Formen  zu  kleiden,  für  jede  Form 
den  Fehler,  d.  i.  die  Abweichung  von  der  Genauigkeit,  in  gewisse 
Grenzen  einzuschließen.  Unsere  Anschauung  ist  indessen  nicht  fähig, 
mit  einer  derartigen  Menge  im  wesentlichen  gleichwertiger  Sätze  gleich- 
zeitig zu  operieren.  Man  begnügt  sich  daher  mit  einem  Repräsen- 
tanten, den  man  so  wählt,  daß  man  sich  den  Fehler  bereits  unter 
eine  Genauigkeitsgrenze  von  genügender  Kleinheit  herabgedrückt  denkt. 
Wenn  man  daher  von  der  Gleichheit  zwischen  Irrationalitäten  spricht, 
so  ist  das  nur  als  eine  sprachliche  Abkürzung,  eine  Art  Steno- 
graphie zu  verstehen,  indem  man  auf  die  Angabe  des  Fehlers,  als 
etwas  Unwesentlichem,  verzichtet.  Man  nimmt  gewisse  TeUe  für  das 
Ganze,  und  gibt  doch  diesen  Teilen  Benennungen,  die  den  Eindruck 
des  Ganzen,  und  damit  von  etwas  Neuem,  hervorrufen.  Ein  Planet 
bewegt  sich  in  einer  Ellipse,  wenn  man  von  den  verhältnismäßig  ge- 
ringfügigen Störungen  durch  andere  Himmelskörper  absieht. 

Wenn  man  nun  aber  den  Begriff  der  Gleichheit,  auf  dem  doch 
das  Rechnen  mit  Irrationalitäten  in  letzter  Linie  beruht,  schärfer  ins 
Auge  faßt,  so  erkennt  man  wieder  die  Unterordnung  unter  unser  all- 
gemeines Gruppierungsprinzip.  Nach  der  üblichen  Auffassung  definiert 
man  zwei  Größen  als  gleich,  wenn  ihre  Differenz  den  Wert  (ge- 
nauer Grenzwert)  Null  besitzt.  In  vielen  Gebieten  der  Analysis  ist 
es  aber  zweckmäßiger,  unter  zwei  gleichen  Größen  solche  zu  verstehen, 
deren  Quotient  den  Wert  Eins  hat.  Offenbar  kommt  diese  zweite 
Definition  auf  die  erste  zurück,  wenn  man,  statt  mit  den  Größen  selbst, 
mit   ihren   Logarithmen    operiert.      Dieser   Gedanke    läßt    sich    ver- 
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allgemeinem.  Es  sei  f{x)  eine,  wenn  auch  an  gewisse  Beschränkungen 
gebundene,  willkürliche  Funktion  einer  variabeln  Größe  X'^  man  erhalt 
dann  den  allgemeineren  Begriff  der  Gleichheit  zweier  Größen  o,  h 
durch  die  Festsetzung  f{a)  «  fQ)),  Der  Analysis  stehen  die  Hilfsmittel 
zu  Gebote,  wenn  es  erforderlich  erscheint,  den  allgemeineren  Begriff  auf 
den  ursprünglichen  speziellsten  (a  =  i)  zurückzuführen,  d.  h.  die  Diffe- 
renz f{a)  —  f(Jb)  mit  der  Differenz  a  —  6  zu  vergleichen.  Aber  gerade 
durch  die  Beibehaltung  einer  solchen  Funktion  f\x)  gruppieren  sich 
die  Sätze  über  Irrationalitäten,  vom  Standpunkte  der  Erkenntnistheorie 
aus,  nach  dem  spezielleren  oder  allgemeineren  Charakter  der  Funktion 
f{x),  Oder  anders  ausgedrückt,  je  nach  Auswahl  der  Funktion  f{x) 
nimmt  ein  und  derselbe  Satz  eine  unbegrenzte  Reihe  von  stets  neu 
erscheinenden  Einkleidungen  an. 

Auf  einen  letzten  Typus  von  Erscheinungen,  der  einer  der  neuesten 
Schöpfungen  der  Mathematik  angehört,  können  wir  seiner  subtilen 
Natur  halber  nur  kurz  hindeuten,  trotzdem  gerade  er  eine  der  schönsten 
Besi^tigungen  unserer  Gesamtanschauungen  ergibt.  Es  sind  das  die 
G.  Cantorschen  transfiniten  Zahlen.*)  Nach  der  einfachsten  Er- 
klärung sind  die  transfiniten  (oder  überendlichen)  Zahlen  nichts  anderes, 
als  die  verschiedenen  denkbaren  Anordnungen  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe. Die  Berechtigung,  diese  Anordnungen  als  wirkliche,  wenn  auch 
völlig  andere  „Zahlen'^  anzusprechen,  entspringt  der  Möglichkeit,  ein- 
mal bestimmte,  logisch  unanfechtbare  Erzeugungsprinzipien  für  sie 
zu  bilden,  andererseits  sie  logischen  Yerknüpfungsgesetzen  zu  unter- 
werfen, die  in  den  wesentlichsten  Punkten  mit  den .  elementaren  arith- 
metischen Verknüpfungen  (Addition,  Multiplikation,  Potenzierung  usw.) 
übereinstimmen. 

Wer  davor  zurückschreckt,  Anordnungen  von  unbegrenzt  vielen 
Elementen  vorzunehmen,  braucht  nur  daran  erinnert  zu  werden,  daß 
schon  ein  einziges  Ding  zu  einer  Reihe  unbegrenzt  vieler  Veranlas- 
sung geben  kann;  der  Umstand,  daß  ich  dieses  Ding  denke,  kann 
bereits  als  ein  zweites  Dii^  angesehen  werden,  das  Denken  dieses  Um- 
Standes  als  ein  drittes  Ding,  usf.**) 

G.  Cantor***)  zieht  es  vor,  von  zwei  verschiedenen  Dingen  aus- 
zugehen;  ihre   gedankliche  Zusammenfassung  repräsentiert  ein  drittes, 


*)  Siehe  etwa  den  Artikel  „Mengenlehre"  von  A.  Schön  flies,  in  der  Ency- 
klopadie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  I,  Heft  2  (1899),  S.  184  f. 

**)  Vgl.  R.  Dedekind,  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?    Brannschweig 
1887,  2.  Aufl.  1893. 

***)  Nach  einem  vor  der  mathematischen  Sektion  der  Naturforscherversamm- 
lung in  Kassel  (September  1903)  gehaltenen  Vortrage. 
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die  Zusammenfassiiüg  des  letzteren  mit  einem  der  beiden  ersteren  ein 
viertes,  fünftes,  usf.  Stets  erscheinen  neue  Dinge,  die  doch  in  den 
alten  schon  vorhanden  waren. 

Aber  die  neuere  Mathematik  ist  in  der  glücklichen  Lage,  die 
Schwierigkeiten,  die  durch  die  in  Rede  stehenden  Gruppierungen  un- 
begrenzt vieler  Elemente  entstehen,  in  vielen  Fällen  auf  andere  Weise 
zu  überwinden.  Ein  derartiges  System  von  Objekten  (Zahlen,  Größen, 
Funktionen,  geometrischen  Gebilden,  überhaupt  Operationen)  wird  nach 
Maßgabe  bestimmter  Forderungen  auf  eine  endliche  Anzahl  von 
„Klassen'^  zurückgeführt,  und  diese  Klassen,  die  geradezu  das  ursprüng- 
liche System  zu  ersetzen  imstande  sind,  werden  ihrerseits  analogen 
Gruppierungen  unterworfen. 

Indem  wir  den  Zyklus  dieser  Erwägungen  hiermit  abbrechen, 
wollen  wir  nunmehr  einem  Einwände  begegnen,  den  ein  kritischer 
Leser  bei  sich  schon  erhoben  haben  wird.  Danach  erscheint  unsere 
Auffassung  im  kleinen,  d.  h.  im  Gebiete  der  Mathematik,  als  das,  was 
man  im  großen  unter  einer  rein  mechanischen  Weltanschauung  zu 
verstehen  pflegt.  Wenn  wirklich  alles  darauf  hinausläuft,  daß  sich  nur 
gewisse  Elemente  nach  gewissen  Vorschriften  gruppieren,  wo  bleibt  da 
die  persönliche  Schöpfangskraft  des  Forschers?  Wird  nicht  die  Mathe- 
matik dadurch  eine  Wissenschaft  des  Selbstverständlichen,  was  um  so 
merkwürdiger  wäre,  als  sie  allgemein  als  eine  Wissenschaft  des  Schwer- 
verständlichen gilt?*) 

Um  gleich  die  Hauptantwort  zu  geben:  allerdings  ist  die  Mathe- 
matik auf  der  einen  Seite  in  ihren  deduktiven  Beweisen  eine  logische 
Wissenschaft;  andererseits  aber  ist  sie  im  induktiven  Aufbau  der 
Beweise,  im  Herausgreifen  der  wesentlichen  Momente,  in  der  Gestal- 
tungsfähigkeit der  Formen  ebenso  sehr  eine  ästhetische  Kunst. 

Wollte  man  aber  fragen,  was  denn  in  einer  einzelnen  Kunst- 
schöpfung, sei  sie  ein  Gemälde  oder  eine  Statue  oder  ein  Bauwerk,  als 
„neu''  zu  erklären  wäre,  so  würde  sich  schwerlich  eine  befriedigende 
Antwort  erteilen  lassen;  der  subjektive  künstlerische  Geschmack,  die 
gestaltende  Phantasie  wird  immer  ein  imponderabile  bleiben. 

Glücklicherweise  erlaubt  die  analoge  Frage  in  dem  begrenzteren 
Gebiete  der  Mathematik  eher  eine  Lösung,  da  sich  hier,  wenigstens  in 
vielen  Fällen,  der  Geschmack,  wenn  man  so  sagen  darf,  durch  Zahlen, 
oder  durch  quantitative  Momente  fixieren  läßt. 


*)  Siebe  A.  Pringsheim,  „Über  Wert  und  angeblicben  Unwert  der  Mathe- 
matik**, Bede,  gebalten  in  der  Müncbener  Akademie  der  Wigsenscbaften,  H.  Mars 
1904. 
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Wenn  wir  der  Frage  naher  treten,  nach  welchen  hervorstechen- 
deren Prinzipien  die  Auswahl  bei  den  verschiedenerlei  Gruppierongs- 
modalitöten  vor  sich  geht,  so  müssen  wir  uns  wiederum  auf  einzelne 
Erscheinungstypen  beschranken. 

Ein  Haupttypus  ist  sicher  der,  daß  man  von  vornherein  die  Pro- 
bleme so  stellt,  daß  ein  Minimum  von  Lösungen  eintritt,  oder  daß 
ein  gewisser  Ausdruck  einen  minimalen  (resp.  maximalen)  Wert  er- 
hält; jedes  Ergebnis  dieser  Art  gewährt  dem  Geiste  einen  ästhetischen 
Genuß.  Auf  die  das  ganze  Gebiet  der  Mathematik  durchziehenden 
Aufgaben  über  Minima  (resp.  Maxima)  von  Funktionen  kann  hier  nur 
hingewiesen  werden.*) 

Im  besonderen  gibt  es  große  Klassen  mathematischer  Aufgaben, 
die  ihren  Ausdruck  in  algebraischen  oder  transzendenten  Gleichungs- 
systemen finden,  denen  eine  aber  auch  nur  eine  Lösung  zukommt, 
und  hier  zerlegt  sich  die  Schwierigkeit  von  selbst  in  zwei  solche:  ein- 
mal ist  überhaupt  zu  zeigen,  daß  eine  einzige  Lösung  der  gemeinten 
Art  wirklich  existiert  (logisches  Moment),  sodann  aber  ist  die  Lösung 
auch  zu  konstruieren  (künstlerisches  Moment).  Dies  Doppelprinzip 
wird  sogar  auf  die  Aufstellung  von  Definitionen  übertragen;  nach. 
Kronecker**)  soll  eine  Definition  nicht  nur  logisch  einwurfsfrei  sein, 
sondern  man  soll  auch  imstande  sein,  eine  begrenzte  Reihe  von  Ope- 
rationen anzugeben,  mit  deren  Hilfe  die  in  der  Definition  auftretenden 
neuen  Merkmale  erst  als  wirkliche  Gebüde  mit  Leib  und  Seele  ge- 
schaffen werden. 

In  der  Funktionentheorie  und  mathematischen  Physik  ist  oft  der 
Angelpunkt  einer  ganzen  Entwicklung  die  Frage  nach  der  Existenz 
und  Eindeutigkeit  einer  gewissen  Lösung,  zumeist  eines  Systems 
partieller  Differentalgleichungen,  wobei  aus  einer  zuvörderst  unbe- 
grenzten Anzahl  von  Lösungen  diejenige  herauszuschälen  ist,  die  noch 
einer  oder  mehi*eren  Nebenbedingungen  genügt. 

Aber  auch  schon  in  der  elementaren  Geometrie  und  Algebra  übt 

*)  Ein  lehrreiches  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  sogenannte  „neuere  Drei- 
ecksgeometrie^^  Das  Chaos  der  Sätze  dieses  (rebietes  läßt  sich  dadurch  ordnen, 
daß  man  die  Sätze  klassifiziert  je  nach  der  Natur  der  Funktion,  die  bei  dem 
betreffenden  Satze  ein  Minimum  (resp.  Maximum)  wird.  Es  ie(t  aber  wohl  zu  be- 
achten, daß  diese  erkenntnistheoretisch  einfache  Einteilung  keineswegs  auch  die 
für  eine  mathematische  Durchführung  zweckmäßigste  ist.  Denn  die  im  Laute  der 
Entwicklung  ausgebildeten  Bechnungsalgorithmen  und  geometrischen  Konstruk- 
tionsmethoden sind  unter  dem  Einfluß  ganz  anders  gearteter  Momente  entstanden. 

••)  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Größen.  Fest- 
schrift, Berlin  1882,  §  4.  Dedekind,  in  der  S.  678  Anm.**)  zitierten  Schrift 
(S.  2),  läßt  auch  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Operationen  zu. 
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das  in  Rede  stehende  Prinzip  einen  maBgebenden  Einfluß  aus.  Der 
hervorr&^endste  Satz  dieser  Art^  der  auf  die  yerscliiedensten  Gebiete 
der  Algebra,  Zahlentbeorie  und  Funktionentheorie  ausdehnbar  ist^  ist 
der  Euklidische  Fundamentalsatz  der  eindeutigen  Zerlegbar keit  einer 
natürlichen  Zahl  in  Primfaktoren.  Femer  besitzt  zwar  eine  Gleichui^ 
n^*  Qrades  n  Wurzeln^  man  ist  aber  imstande,  jede  einzelne  derselben 
Ton  den  anderen  abzusondern  und  sie  selbständig  zu  charakterisieren; 
das  Entsprechende  gilt  yon  den  mn  Schnittpunkten  zweier  algebrai- 
scher Kurven  w*®'  resp.  n*"  Ordnung,  usf. 

Gerade  in  der  Algebra  und  Geometrie  wird  das  genannte  Prinzip 
der  Eindeutigkeit  einer  besonders  fruchtbaren  Spezifikation  unterworfen: 
man  fragt  nach  den  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  da- 
für, daß  ein  System  von  Gleichungen,  dem  im  allgemeinen  keine  ge- 
meinsame Lösung  zukommt,  im  besonderen  eine  (aber  auch  nur  eine) 
solche  besitzt,  oder  in  geometrischem  Gewände,  wann  sich  eine  gewisse 
Reihe  gleichartiger  Gebilde  im  besonderen  eines  gemeinsamen  „Schnitt- 
gebildes'' erfreut. 

So  gibt  es  ausgedehnte  Gebiete  der  Geometrie,  in  denen  stets  als 
ein  neuer  Satz  proklamiert  wird,  wenn  drei  oder  mehr  Punkte  einer 
Ebene  auf  einer  Geraden  liegen,  drei  oder  mehr  Geraden  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  vier  oder  mehr  Punkte  auf  einem  Kreise 
liegen,  sechs  oder  mehr  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  usf.  und  ent- 
sprechend bei  raumlichen  Gebilden.  Alle  derartigen  Sätze  finden  dann 
wiederum  ihr  analytisches  Äquivalent  in  gewissen  Identitäten,  wie  schon 
oben  hervorgehoben  wurde,  und  werden  dadurch  zu  größeren  oder 
kleineren,  wohl  abgegrenzten  Gruppen  zusammengefaßt. 

Kehren  wir  nochmals  einen  Augenblick  zu  dem  allgemeineren  Be- 
griffe eines  Minimums  zurück,  so  möchten  wir  noch  betonen,  wie 
dieser  Begriff  auch  auf  die  Vereinfachung  der  Beweise  einzuwirken 
geeignet  ist.  Die  meisten,  tiefer  gelegenen  Sätze  der  Mathematik  sind 
ursprünglich  auf  mühsamem,  eine  lange  Kette  von  Schlußreihen  durch- 
laufendem Wege  abgeleitet  worden.  Die  fortschreitende  Entwicklung 
der  Wissenschaft  drängt  aber  dazu,  diese  Schlußreihen  durch  solche 
von  zunehmender  Kürze  und  Bündigkeit  zu  ersetzen;  man  ist  erst  be- 
friedigt, wenn  ein  gewisses  Minimum  von  Schlüssen  erreicht  ist,  das 
der  geistigen  Anschauung  gestattet,  den  Beweis  als  ein  Ganzes  zu  um- 
fassen, bis  in  der  Tat  das  Ergebnis  das  Ideal  der  Selbstverständ- 
lichkeit gewonnen  hat.  Wie  wäre  es  sonst  möglich,  sich  bei  der 
überwuchernden  Fülle  von  Einzelheiten  noch  ein  Verständnis  für  den 
Zusammenhang  des  Ganzen  zu  bewahren? 
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So  wird  das  Prinzip  des  Minimums  zugleich  einer  der  wirksamsten 
Hebel  in  der  mathematischen  Pädagogik. 

Ein  anderer  ästhetischer  Typus  ist  der  der  Symmetrie  mathe- 
matischer Gebilde.  Es  sei  z.  B.  an  die  regulären  Polygone  und  Poly- 
eder erinnert;  halbreguläre  Gebilde  und  ähnliche  entstehen  durch  ge- 
eignete y^Kombination^'  rein  regulärer.  Die  an  sich  so  einfache  Theorie 
der  regulären  Polygone  nimmt,  wenn  man  wiederum  die  Frage  nach 
der  wirklichen  Ausführbarkeit  mit  den  einfachsten  Mitteln  —  Kon- 
struktion mit  Lineal  und  Zirkel^  d.  i.  Auflösung  von  Gleichungen  ersten 
und  zweiten  Grades  —  erhebt,  einen  ungeahnten  Umfang  an,  sie  hat 
u.  a.  der  Zahlentheorie  ganz  neue  Bahnen  gewiesen.  Das  symme- 
trischste krummlinige  Gebilde  der  Ebene  ist  der  Kreis;  die  analoge 
Frage  nach  der  Konstruktion  des  Kreisumfanges  (oder  auch  des  Kreis- 
inhaltes) mit  Lineal  und  Zirkel  hat  die  Geometer  jahrtausendelang  be- 
schäftigt, bis  sie  in  der  neuesten  Zeit  ihre  Erledigung  gefunden  hat. 
Wenn  diese  Erledigung  auch  eine  negative  ist,  d.  h.  nur  die  Unmög- 
lichkeit der  gewünschten  Konstruktion  dartut,  so  hat  sie  dafür  die 
Analysis  wesentlich  vertieft  und  erweitert. 

Im  Räume  hat  die  Frage  nach  den  Drehungen,  die  die  regu- 
lären Körper  mit  sich  zur  Deckung  bringen  —  also  im  Grunde  wiederum 
nur  eine  rein  kombinatorische  Frage  —  einen  tiefen  Zusammenhang 
jener  Körper  mit  scheinbar  ganz  abseits  liegenden  Gebieten  aus  der 
Algebra  und  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  enthüllt. 

Noch  mehr  wirkt  das  Prinzip  der  Symmetrie  an  seiner  eigentlichen 
Stelle;  die  Theorie  der  symmetrischen  ganzen  Funktionen  ist  der 
Schlüssel  der  ganzen  Algebra  geworden.  Hier  tritt  abermals  ein  neues 
Moment  hinzu,  das  sich  spezifisch  mathematisch  ausbauen  läßt,  die 
Methode  der  Symbolik.  Man  geht  von  gewissen  einfachsten  Elementen 
aus,  die  aber  an  sich  nur  Zeichen  sind,  und  erst  in  gewissen  arith- 
metischen Verbindungen  zu  realen  Größen  fuhren.  Das  ist  die 
„symbolische  Formentheorie''.  Aber  diese  Verbindungen  sind 
selbst  an  das  Gesetz  der  Symmetrie  gebunden  und  führen  wiederum 
zu  identischen  Umformungen,  die  nur  jeweils  der  geeigneten  Deutimg 
und  Verwertung  harren. 

Die  KoUe  der  Identitäten  überhaupt  läßt  sich  jetzt  von  all- 
gemeinerem Gesichtspunkt  aus  erfassen  und  verstehen,  wenn  man  das 
Prinzip  des  Minimums  mit  dem  der  Symmetrie  verknüpft.  Eine  Iden- 
tität läßt  sich  immer  auf  die  Form  eines,  in  einer  Reihe  von  Elementen 
symmetrischen  Ausdrucks  bringen,  dessen  absoluter  Wert  zum  kleinst- 
möglichen  Minimum,  nämlich  zur  NuU  geworden  ist.  Andrerseits  läßt 
ßich  aber  auch  jede  Identität,  und  zwar  in  mannigfaltiger  Art,  auf  die 
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Form  der  identischen  Gleichheit  zweier  Ausdrücke  bringen;  so  oft  es 
nun  gelingt^  beide  Ausdrücke  unabhängig  voneinander  in  irgend 
einem  Gebiete  zu  deuten,  hat  man  einen  ,,neuen^'  Satz  gefunden. 
Offenbar  läßt  sich  das  darin  liegende  Evolutionsprinzip  leicht  dahin 
verallgemeinern,  daß  es  auch  in  andern  Wissenschaften  mit  Erfolg  ver- 
wendet werden  kann  (wie  es  denn  in  der  Tat  oft  so  verwendet  wird); 
so  oft  man  zu  einer  und  derselben  Erscheinung  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  gelangen  kann,  hat  man  sein  Erkenntnisgebiet  erweitert. 

Ein  dem  Prinzip  der  Symmetrie  verwandtes  Prinzip  ist  das  eines 
„geschlossenen  Systems^'^  oder,  wie  man  in  der  Mathematik  sagt, 
einer  „Gruppe^'. 

Unter  einer  Gruppe  versteht  man  allgemein  ein  System,  einen 
Komplex  von  irgend  welchen  gleichartigen  (mathematischen)  Ope- 
rationen von  der  ausgezeichneten  Besonderheit,  daß  die  hintereinander 
erfolgte  Ausführung  irgend  zweier  Operationen  mit  einer  dritten  Operation 
des  Komplexes  gleichwertig  ist,  oder  genauer  gesagt,  durch  eine  solche 
ersetzt  werden  kann.  Das  einfachste  Beispiel  aus  der  Geometrie  ist 
das  System  der  Drehungen  einer  Geraden  in  einer  Ebene  um  einen 
festen  Punkt;  es  ist  einleuchtend,  daß  die  sukzessive  Drehung  um  zwei 
Winkel  a,  ß  zu  demselben  Ergebnis  führt,  als  die  einzige  Drehung  um 
den  Winkel  a  +  ß*) 

Man  kann  mit  einigem  Recht  behaupten,  daß  der  Inhalt  der  her- 
vorragendsten Sätze  der  Mathematik  dem  Gruppenbegriff  untergeordnet 
werden  kann.  Nicht  wenig  trägt  dazu  bei,  daß  man  einen  systematischen 
Algorithmus  für  die  Handhabung  des  Gruppenbegriffes  entwickelt 
hat,  der  zu  symbolischen  Identitäten  führt,  deren  Realisierung  nur  der 
geeigneten  konkreten  Bilder  bedarf. 

Als  einen  letzten  Typus  in  der  Aufzählung  von  Auswahlmotiven 
führen  wir  die  Methode  der  Übertragungsprinzipien  an.  Diese 
Methode  bringt  die  uns  schon  wiederholt  entgegengetretene  Erscheinung 
in  ein  wissenschaftliches  System,  daß  der  Fortschritt  der  Wissenschaft 
wesentlich  dadurch  bedingt  ist,  daß  man  eine  möglichst  große  Anzahl 
äußerlich  ganz  verschiedenartiger,  innerlich  aber  verwandter  Sätze  auf 
eine  einzige  Erkenntnisquelle  zurückzuführen  vermag.  Umgekehrt 
erwächst  daraus  eine  subjektive,  unbegrenzt  ausdehnbare  Erzeugungs- 
fähigkeit, einen  logisch  fixierten  und  in  seiner  grundlegenden  Be* 
deutung    erkannten   Satz    auf   immer   andere    und   andere    Gebiete   zu 


*)  Auch  dieser  Begriif  der  |6rappe  läfit  sich  auf  das  Schluß  verfahren  an- 
wenden, insofern  das  System  der  für  das  Eintreten  einer  Erscheinung  notwendigen 
Bedingungen  die  Eigenschaften  der  Gruppe  besitzt. 
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^^übertragen^'  (^^abzubilden^^^  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  immer 
andere  Anschauungsbilder  für  ein  Substrat  herbeizuholen.  Beispiele 
dafür  sind  bereits  oben  angeführt  worden .*) 

Um  ein  Bild  aus  dem  Leben  zu  gebrauchen,  verfährt  ein  Roman- 
schriftsteller, ein  Dramatiker  nicht  anders,  wenn  er  die  vielen,  in  ihrer 
Mannigfaltigkeit  verwirrenden  Einzelzüge  und  Einzelhandlungen  einer 
Person  aus  deren  einheitlich  geschlossenen  „Charakter*'  herzuleiten 
versucht.  Es  sei  dabei  an  die  Schopenhauersche  Fortbildung  der 
Kantschen  Lehre  erinnert,  wonach  der  Charakter  das  allein  Unzer- 
störbare im  Menschen  ist,  dem  alles  übrige  nur  als  Bild,  als  Folie,  als 
Rahmen  dient. 

Speziell  in  der  Mathematik  wird  das  konsequent  gehandhabte 
„Übertragungsprinzip"  immer  mehr  dazu  führen,  daß  sich  die  Wissen- 
schaft auf  eine  möglichst  geringe  Anzahl  von  Fundamentalsätzen  kon- 
zentriert, die  dann  an  den  verschiedenen  Einzelgebieten  ihre  Spiegelung 
erfahren.  Diese  Fundamentalsätze  stellen  dann  in  gewissem  Sinne  den 
zu  Anfang  nur  hypothetisch  angenommenen  ursprünglichen  Besitz 
apriorischer  Erkenntnisse  der  Mathematik  dar,  während  die  übrigen 
als  —  nach  den  dargelegten  Regeln  —  daraus  abgeleitete  erscheinen 

Es  muß  eingestanden  werden,  daß  bei  dieser  Auffassung  der  Be- 
griff eines  ursprünglichen  a  priori  kein  fester,  sondern  vielmehr  ein 
elastischer,  je  nach  den  Fortschritten  der  Wissenschaft  ausdehnbarer 
oder  aber  zusammenziehbarer  wird.  Es  hat  indessen  den  Anschein, 
als  ob  gerade  hierdurch  der  Anwendbarkeit  der  Kantschen  Erkenntnis- 
prinzipien auf  die  einzelnen  Wissenschaften  ein  weiterer  Spielraum  zu- 
gewiesen werde. 

Ist  bisher  von  einer  wissenschaftlichen  und  künstlerischen  Grup- 
pierungsauswahl  des  Forschers  die  Rede  gewesen,  so  soll  doch  auch 
eines  andersartigen  Moments  gedacht  werden,  das  als  ein  rein  mensch- 
liches bezeichnet  werden  muß.  Das  ist  das  nicht  zu  unterschätzende 
Moment  des  Sportes  und  der  Mode.  Was  Gauß**)  von  der  höheren 
Arithmetik,  der  Königin  der  Mathematik,  hervorhebt,  daß  sie  ihre 
Jünger,  je  eifriger  sie  sich  ihr  hingeben,  um  so  mehr  bestrickt,  gilt 
analog,  je  nach  der  Geschmacksrichtung  des  einzelnen,  von  allen  Ein- 

*)  Ein  Bchönes  Beispiel  aus  der  Greometrie  ist  u.  a.  die  stereographische 
Projektion  einer  Engel  auf  eine  Ebene,  wobei  Kreise  in  Kreise  übergehen  nnd 
die  Winkel  erbalten  bleiben.  Alle  Sätze  über  Kreise  und  Gerade  in  der  Ebene 
lassen  sieb  so  unmittelbar  auf  die  Kugel  übertragen;  umgekehrt  wird  z.  6.  die 
Konstruktion  von  Kristallnetzen  auf  eine  solche  in  der  Ebene  zurückgeführt. 

**)  Disquisitiones   arithmeticae ,    Lipsiae    1801,   Praefatio:    „illecebris   hanim 
quaestionum  ita  fui  implicatus,  ut  eas  deserere  non  potuerim.^^ 
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zelgebieten  der  Mathematik.  Hat  sich  jemand  erst  in  ^^seinem'^  Gebiete 
eine  gewisse  Fertigkeit  in  der  Handhabung  der  spezifischen,  gedank- 
lichen und  anschaulichen  Wendungen  angeeignet^  so  findet  er  eine 
naturgemäße  Befriedigung  darin^  diese  Fertigkeit  zur  Virtuosität  aus- 
zubilden. Der  Erfolg  wird  oft  der  sein,  daB  bei  diesem  steten  Graben 
und  Bohren  in  einer  Richtung  sehr  verborgene  Wahrheiten  ans  Licht 
gefordert  werden.  Aber  auch  die  Schattenseiten  dieses  persönlichen 
Verfahrens  liegen  auf  der  Hand;  Einseitigkeit  und  Vernachlässigung 
des  Ganzen  erwachsen  daraus,  sehr  zum  Schaden  der  Wissenschaft. 
Trifft  es  nun  im  besonderen  zu,  daB  die  überwiegende  Kultiyienmg 
einzelner  Disziplinen  in  den  Händen  von  Autoritäten  liegt,  so  wirkt 
bei  der  Mehrzahl  der  anderen  Forscher  jener  unwiderstehliche  Nach- 
ahmungstrieb, den  man  eben  als  Mode  bezeichnet,  deren  tyraunische 
Wirkung  auf  das  Kulturleben  der  Völker  zur  Genfige  erwiesen  ist. 
So  kennt  die  Geschichte  der  Mathematik  Perioden,  in  denen  ausschließ- 
lich die  Geometrie  gefordert  ward,  andere  wieder,  in  denen  das  gleiche 
von  der  Algebra,  von  der  Analysis  galt.  Aber  auch  ganz  beschränkte 
Gebiete,  wie  die  Kombinatorik  im  engsten  Sinne  des  Wortes,  haben 
zeitweilig  die  Mathematik  völlig  beherrscht.  In  solchen  Zeiten  gehen, 
wie  die  Erfahrung  lehrt,  leicht  die  Früchte  früherer  Entwicklungs- 
perioden yerloren  und  müssen  später  mühsam  wieder  von  neuem  ge- 
wonnen werden. 

Wenn  wir  im  obigen  den  Versuch  gemacht  haben,  die  Lehre 
Kants  Yon  den  synthetischen  Urteilen  der  Mathematik  weiter  auszu- 
führen —  indem  wir  die  Tätigkeiten  der  Gruppierung  und  der  Auswahl 
bei  der  Gruppierung  zugrunde  legten  — ,  demnach  die  Mathematik  in 
ihrem  Streben  nach  neuen  Erkenntnissen  als  eine  Art  erweiterter 
Kombinatorik  hinzustellen,  die  sich  nicht  mehr  auf  farblose  Elemente 
beschränkt,  sondern  sich  auf  lebendige  Begriffe,  Methoden  und  Sätze 
erstreckt,  so  liegt  es  nahe,  einige  Vergleiche  mit  andern  Wissenschaften 
zu  ziehen,  wo  analoge  Strömungen  herrschen.  Man  denke  an  die 
Farbenlehre*,  die  Physiologie  hat  nachgewiesen,  wie  die  unbegrenzte 
Mannigfaltigkeit  der  verschiedenen  Farbennuancen  durch  geeignete 
Mischung  einiger  weniger  Grundfarben  entsteht. 

Femer  sei  auf  die  Chemie  hingewiesen.  Es  fehlt  zwar  bisher 
der  vöUige  Nachweis,  daß  die  Anzahl  der  Elemente  notwendig  eine 
begrenzte  sein  müsse,  da  ja  selbst  bei  Annahme  des  periodischen 
Systems  eine  zunehmende  Erweiterung  nach  oben  nicht  ausgeschlossen 
wäre;  jedenfalls  ist  man  zurzeit  imstande,  die  weitaus  größte  Anzahl 
bekannter  Verbindungen  durch  „Gruppierung''  einer  verhältnismäßig 
geringen  Anzahl  von  Elementaratomen  in  befriedigender  Weise  zu  er- 
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zeugen.  Gewisse  physikalische  Erscheinnngen  machen  es  sogar  wahr- 
scheinlich, daß  es  in  Wirklichkeit  nur  Elementaratome  einer  einzigen 
Art  gibt.  Würde  die  Chemie  jemals  dahin  gelangen^  alle  Stoffe  in 
Atome  eines  einzigen  Urelementes  aufzulösen^  so  würde  sie  auch  das 
Ideal  einer  geometrischen  „Kombinatorik*'  erreicht  haben,  ja  geradezu 
sich  mit  einer  solchen  decken.  Endlich  sei  es  auch  noch  gestattet,  auf 
manche  Ähnlichkeiten  der  Mathematik  mit  der  Darwinschen  Ent- 
wicklungstheorie aufmerksam  zu  machen.  Hier  wie  dort  eine  un- 
begrenzte Anzahl  yon  Erzeugungsmöglichkeiten,  deren  maßlose  Wir- 
kung durch  geeignete  Grruppierungsauswahl  beschränkt  wird.  Der 
Kampf  ums  Dasein  läßt  sich  in  der  Mathematik  gerade  wegen  der 
schärferen  Umgrenzung  der  Einzelgebüde  besonders  deutlich  verfolgen. 
Bei  weitem  die  größte  Mehrzahl  „neuer"  Begriffe  und  Sätze  erweist  sich 
als  nicht  lebensfähig,  weil  sie  entweder  zu  eng  oder  aber  zu  kompli- 
ziert gefaßt  sind,  zugunsten  weniger  bleibender,  die  nicht  ihr  Wesen 
von  fremden  zu  erborgen  brauchen,  sondern  selbst  die  Kraft  besitzen, 
sich  eine  eigene  Welt  zu  schaffen,  die  sie  als  Zentralsonnen  mit  Licht, 
Wärme  und  Leben  erfüllen. 


über  eine  neue  einfache  und  vor  allem  einheitliche  Methode, 
die  Rauminhalte  der  Körper  zu  bestimmen,  deren  Querschnitts- 
funktion den  dritten  Grad  der  Höhe  nicht  übersteigt, 
und  ihre  Verallgemeinerung.*) 

Von 
J.  FiNSTBRBUscH  aus  Zwickau  i.  S. 

Meine  im  folgenden  entwickelte  Methode  der  Rauminhaltsbestim- 
mung  geht  in  gewissem  Sinne  aus  einer  Weiterbildung  des  Cava- 
lierischen  Prinzips  hervor  nnd  macht  außer  diesem  nur  noch  vom 
Verhältnis  ähnlicher  Körper  Gebrauch.  Sie  führt  zur  Aufstellung  eines 
Doppelsatzes,  der^  seiner  Einfachheit  und  bequemen  Handhabung 
wegen  ^  geeignet  ist^  von  Anfang  an  allen  Inhaltsberechnungen  der 
elementaren  Stereometrie  als  Grundlage  zu  dienen^  und  also  einen  ein- 
fachen und  vor  aUem  einheitlichen  Aufbau  ihrer  Berechnungen 
ermöghcht,  den  die  meisten  Lehrbücher  leider  vermissen  lassen.**) 
Die  Methode  hat  bei  einmaUger  Anwendung  dieses  Doppelsatzes  den- 
selben Geltungsbereich  wie  die  Simpson  sehe  Formel;  nur  ist  sie  be- 
deutend einfacher,   da  sie    entweder  nur  den  Mittelquerschnitt   oder 


*)  Vorliegende  Anfeeicimang  weicht,  wie  schon  aus  dem  Zusatz  in  der 
Überschrift  hervorgeht,  insofern  von  dem  gehaltenen  Vortrage  ab,  als  ich  die  Be- 
schränkung der  Querschnittsfunktion  auf  den  8**"  Grad  der  Höhe,  welche  durch 
die  Kürze  der  Zeit  von  20  Minuten  geboten  war,  fallen  gelassen  habe.  Ich  glaube 
dazu  um  so  mehr  berechtigt  zu  sein,  als  in  der  dem  Vortrage  folgenden  Diskussion 
diese  Verallgemeinerung  zur  Sprache  kam.  Da  femer  die  sogenannte  mechanische 
Quadratur  mehrfach  erwähnt  wurde,  habe  ich  am  Schlüsse  eine  einfache  Ableitung 
der  G  au ß sehen  Formeln  und  einiger  anderen  als  Anwendung  meiner  Methode 
hinzugefügt. 

**)  Als  löbliche  Ausnahme  sei  z.  B.  Heinze-Luckey  Genetische  Stereo- 
metrie erwähnt,  ein  Werk,  das  streng  einheitlich  angeordnet  ist,  da  alle  be- 
handelten Körper  aus  einem  allgemeinen  „Zentralkörper**  abgeleitet  werden,  deren 
Inhaltsbestimmungen  aber  nicht  einfach  sind,  da  die  Simpsonsche  Formel  be- 
nutzt wird. 
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die  Bandquerschnitte  bez.  irgend  zwei  äquidistante,  aber  nicht  beides 
als  bekannt  yoraussetzt.  Eine  n- malige  Anwendung  des  Satzes  führt 
zum  Beweise  der  allgemeinen  ^^Summenformer^  Die  Methode  gestattet 
einen  und  denselben  Körper  auf  yerschiedene  Arten  zu  berechnen^ 
unter  denen  natürlich  immer  eine  den  Vorzug  verdient  Die  allgemein 
übliche  Archimedische  Eugelberechnung  z.B.y  die  sich  auch  aus  meiner 
Methode  ergibt^  ist  nicht  die  einfachste,  welche  möglich  ist,  da  sie  den 
Eegelinhalt  als  bekannt  voraussetzt. 

Zur  Begründung  meines  Doppelsatzes  können  verschiedene  Wege 
eingeschlagen  werden.  Bei  Beschrankung  auf  Körper  zweiten'  Gfrades, 
über  die  ja  viele  Lehrbücher  nicht  hinausgehen,  kann  der  Satz  für  die 
gleichachsigen  Körper  (Kugel  und  gleichseitige  Hyperboloide)  bewiesen 
und  dann  seine  Gültigkeit  durch  affine  Transformationen  (sei  es  durch 
Reliefprojektion,  wie  man  die  affine  Verkürzung  oder  Verlängerung  in 
der  Höhenrichtung  nennen  könnte,  sei  es  durch  affine  Verschiebung 
der  Querschnitte  in  ihren  Ebenen)  auf  die  allgemeinen  Körper  zweiten 
Grades  ausgedehnt  werden.  Auch  für  die  Prismatoide  mit  ebenen 
oder  windschiefen  Seitenflüchen,  welche  hierher  gehören,  läßt  sich  der 
Doppelsatz  leicht  rein  geometrisch  mit  HiKe  der  zugeordneten  Pyra- 
mide beweisen. 

Ich  wähle  im  folgenden  den  algebraischen  Weg,  weil  nur  dieser 
gestattet,  den  Doppelsatz  in  seiner  allgemeinsten  Form  aufzustellen. 

1.  Der  Untersuchung  werden  solche  Körper  unterworfen,  die  durch 
eine  jede  zur  |i;- Ebene  parallele  Ebene  in  der  beliebigen  Entfernung  {; 
geschnitten,  einen  Querschnitt  Qv  besitzen,  der  durch  die  ganze  Funktion 

ö  —  Ao  +  ^  g + ^  g> + A ,  g» + . . .  +  A^  r 

dargestellt  wird.  Ein  solcher  gemischter  Körper  w**^  Grades  kann 
auch  als  Summe  von  m+1  Reinkörpern  0***^  bis  w*®"  Grades  auf- 
gefaßt werden.  Durch  eine  Koordinaten  Verschiebung  längs  der  g- Achse 
werden  sämtliche  Koeffizienten  mit  Ausnahme  des  höchsten  A^  ver- 
ändert, wodurch  unter  Umständen  eine  wesentliche  Vereinfachung  der 
Funktion  erzielt  wird. 

2.  Eine  besondere  Beachtung  verdienen  hierbei  unter  den  Körpern 
m  =  2«**°  Grades  die,  deren  Querschnittsfunktion  durch  eine  gewisse 
Koordinatenverschiebung  k  in  eine  solche  übergeführt  werden  kann, 
die  ausschließlich  gerade  Potenzen  von  z  =  ^  —  k  enthält.  Ein  solcher 
Körper  soll  Zentralkörper  und  die  Ebene  g  =  Ä:  seine  Zentralebene 
genannt  werden.  In  bezug  auf  letztere  besitzt  cler  Körper  in  je  zwei 
äquidistanten  Ebenen,  also  in  den  Höhen  g  =  Ä  ±  Jßf,  gleiche  Quer- 
schnitte.    Daraus  folgt,   daß   eine  Zentralschicht,   d.  h.  eine   solche. 
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deren  mittlere  Ebene  zugleich  Zentralebene  des  Körpers  ist,  durch  die 
Zentralebene  halbiert  wird. 

3.  Soll  Q  die  Querschnittsfnnktion  eines  Zentralkorper-s  2n*^ 
Grades  sein,  so  müssen  zwischen  k  und  den  Koeffizienten  (ausgenommen 
Aq)  —  den  n  yerschwindend^i  neuen  Koeffizienten  Ä  mit  ungeraden 
Indizes  gemäß  —  n  leicht  abzuleitende  Bedingungsgleichungen  bestehen. 
Wird  aus  der  letzten 

k  berechnet  und  in  die  übrigen  eingesetzt ,  so  ergeben  sich  n—  1 
Bedingungsgleichungen,  welchen  die  ursprünglichen  2n  Koeffizienten 
Aj,  Aj,  •  •  •,  Aj^  genügen  müssen,  wenn  nach  Substitution  von  J  =»  /c  +  xr 
die  Querschnittsfunktion  übergehen  soll  in 

Q^A^  +  A,0^  +  ^^^  +  . . .  +  A^^g^n 

4  Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  an  unsere  Aufgabe^ 
den  Bauminhalt  eines  gemischten  Körpers  m^  Grades  zu 
bestimmen.  Um  die  Rechnung  möglichst  kurz  und  einfach  zu  ge- 
stalten, wählen  wir  die  Mittelebene  des  Körpers  von  der  Höhe  h 
zur  a;y-Ebene.  Der  zu  berechnende  Körper  2n***  oder  2n  +  1** 
Grades,  je  nachdem  ^^^^  »  0  ist  oder  nicht,  hat  dann  in  drei  äqui- 
distanten  Ebenen  je?  =*  +  ;8f,  0,  —  jer  die  Querschnitte 

e,    =A^  +  Ä,0  +  A,0^  +  Ä,M^  +  . . .  +  ^,iP«"  +  ^,+iief«»+i 
Co   =A 

Für  die  halbe  Querschnittsumme  in  je  zwei  äquidistanten  Ebenen  zur 
Mittelebene  ei^bt  sich  demnach 

T  («.  +  «-.)  -  A  +  ^**  +  A^  +  •  •  •  +  An"'", 

woraus  ohne  weiteres  folgt:  Eine  Körperschicht  2n^^  oder  2w  +  1***° 
Grades  hat  denselben  Rauminhalt  wie  eine  Zentralschicht 
eines  Zentralkörpers  2^****  Grades  von  gleicher  Höhe.  In 
diesem  Satze  ist  zugleich  die  Reduktion  des  Körpers  2n  -f-  1*^ 
Grades  um  einen  Grad  ausgesprochen. 

Ganz  dasselbe  gilt  auch  von  der  Differenz  oder  Summe  gleich- 
hoher Schichten  zweier  Körper  I  und  H,  denn  für  ihre  Querschnitt- 
fanktionen  (/  und  Qf'  folgt,  wenn  A^'  T  -4o''  d^ct  Qo  -F  Qq"  ersetzt 
wird, 
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5.  Wählen  wir  den  zweiten  Körper  so,  daß  entweder  die  Gleichungen 

(D)         ^'-v-o,  ^*'-A"  =  o,  •••,  ^,-^'.  =  0 

oder 

(S)        ^'  +  ^-0,  ^;  +  ^;'  =  o, ...,  ^„  +  ^'.  =  0 

bestehen,  und  bilden  dann  die  Differenz  der  Körper,  den  D-Körper,  oder 
ihre  Summe,  den  /S-Körper,  so  gilt  für  die  drei  Differenzen  oder  Summen 
der  Querschnitte  der  Körper  I  und  II,  d.  h.  für  die  drei  Querschnitte 
des  D-  oder  S- Körpers,  die  wir  kurz  bezügL  mit  6f,,  Gq,  G_^  be- 
zeichnen wollen: 

d.  h.:  In  einem  D-  oder  jS-Körper  ist  die  halbe  Summe  der 
Querschnitte  in  je  zwei  äquidistanten  Ebenen  zur  Mittel- 
ebene gleich  dem  Mittelschnitt.  Für  den  Rauminhalt  eines  solchen 
Körpers  von  der  Höhe  h  erhält  man  daher  ohne  weiteres 

(D,  S)        r^G,h^\  (g,  +  G^^h  -  I  (ff*  +  (?.|)ä, 

d.h.  den  Doppelsatz:  Der  Rauminhalt  eines  D-  oder  iS-Körpers 
ist  gleich  einem  Zylinder  von  gleicher  Höhe,  dessen  Grund- 
fläche gleich  dem  Mittelschnitt  oder  gleich  der  halben  Summe 
zweier  äquidistanter  Schnitte,  insonderheit  der  beiden  Be- 
grenzungsschnitte ist. 

6.  Diese  Sätze  enthalten  einen  wichtigen  Sonderfall^  den  wir  nicht 
unerwähnt  lassen  können.  Erstrecken  sich  nämlich  obige  Bedingungs- 
gleichungen (5)  auch  auf  die  Koeffizienten  mit  ungeraden  Indizes, 
unterliegen  daher  die  Koeffizienten  der  Querschnittsfunktionen  den  Be- 
dingungen 

(D*)     J,'-^/'  =  0,J,'-^"  =  0,^'-J,"  = 

oder 

(S*)     Ä,'  +  A,"  =  0,  J,'  +  A,"  =  0,  A,'  +  A,"  = 

80  folgt  die  einfachere  Beziehung 

2 

d.  h.:  In  einem  D*-  oder  S*-Körper  sind  alle  dem  Mittelschnitt 
parallele  Querschnitte  einander  gleich,  und  mithin 
V^G^h^G,h^G,h 

2 

Der  D*-  oder  S*-Körper  und  der  raumgleiche  Zylinder  sind 
also  Cayalierische  Körper. 


■0,- 

••,^-^;=o 

■0,- 

••,^,+  <.  =  o, 
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7.  Sind  insbesondere  I-  und  U  Schichten  von  Zentralkörpern,  so 
folgt,  da  ihre  Koeffizienten  den  Bedingungen  -4^^^,  T  ^'^n-i  ^  ^  ^^^ 
A'^^  T  ^2«  "^  ^  g^^ög^i^?  Jis-ch  (3)  flii'  die  Entfernungen  ihrer  Zentral- 
ebene von  der  xy-Ebene  Je'  =  ä",  d.  h.:  Der  Sonderfall  D*  oder  S* 
findet  bei  Zentralkörpern  nur  dann  statt,  wenn  diese  eine 
gemeinsame,  der  ory-Ebene  parallele  Zentralebene  haben.  Ist 
Ai  =»  ^i"  =  0,  A^'  =  J.3"  =  0,  •  •  •,  -4^^_i  =  -^in-i  ^  ^»  s^  ^11*  diese 
mit  der  rry- Ebene  selbst  zusammen. 

8.  Kehren  wir  zur  allgemeinen  Untersuchung  zurück.  Unsere 
Angabe  ist  nun,  den  Rauminhalt  eines  der  beiden  Körper  mit  Hilfe 
des  andern  zu  bestimmen.  Ist  die  Querschnittsfunktion  vom  0*®^  oder 
1*^  Grade,  so  ist  ein  Hilfskörper  überflüssig,  da  Körper  I  allein 
schon  den  oben  aufgestellten  Formeln  D  bez.  S  genügt.  Ist  die  Funktion 
dagegen  vom  2^"  oder  von  höherem  Grade,  so  unterliegt  der  Hilfs- 
körper  U  außer  den  Bedingungen  (5)  jedenfalls  der  weiteren,  daß 

(a)  entweder  das  Verhältnis  seines  Inhaltes  zum  Körper  I, 

(b)  oder  sein  Inhalt  selbst 

von  vornherein  feststeht.  Wir  werden  noch  zu  uiitersuchen  haben,  ob 
und  wie  weit  sich  diese  neue  Bedingung  (a)  oder  (b)  mit  den  unter 
(6)  aufgestellten  vereinigen  läßt.  Jetzt  werde  die  Möglichkeit  voraus- 
gesetzt. Der  Fall  (b)  scheidet  vorläufig  aus,  da,  um  die  Reinheit  der 
Methode  zu  wahren,  der  Rauminhalt  des  Hilfskörp^ti  ebenfalls  als  un* 
bekannt  anzusehen  ist.  Dies  gilt  zwar  auch  im  Falle  (a),  in  dem  jedoch 
beide  Körper,  da  ihr  Raumverhältnis  v  feststehen  soU,  durch  einander 
ausgedrückt  werden  können  (I  =  vll).  Unsere  Methode  zerfaUt  dem- 
nach in  zwei,  von  denen  Methode  (a),  weil  sie  auf  die  Inhaltsbestimmung 
eines  Körpers,  eines  Vielfachen  von  I  oder  II,  hinauskommt,  zunächst 
in  Betracht  zu  ziehen  ist,  während  Methode  (b)  erst  dann  Anwendung 
findet,  wenn  mit  (a)  der  Rauminhalt  des  geeigneten  HiKskörpers  ge- 
wonnen worden  ist. 

9.  Aus  einem  Körper  I  kann  nun  dadurch  ein  anderer  H  von 
vorgeschriebenem  Inhaltsverhältnis  hergeleitet  werden,  daß  eine,  zwei 
oder  alle  drei  Koordinaten  in  vorgeschriebenen  Verhältnissen  verändert 
werden:  x  =  e^x^  y  =  a^y",  z  «  £,/'.  Dies  führt  auf  affine  und 
insbesondere  ähnliche  Verwandtschaft.  Von  den  verschiedenen  Mög- 
lichkeiten, die  sich  hier  bieten,  je  nachdem  sich  die  Veränderung  auf  z 
oder  Q  allein  oder  auf  beide  erstreckt,  empfiehlt  sich  als  das  einfachste 
und  naturgemäßeste  die  Ähnlichkeit  heranzuziehen  und  zwar  Q  und  z 
so  zu  verändern,  daß  zwischen  beiden  Körpern  die  Beziehungen  bestehen 

44* 
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(«)  entweder     Q' ^  b^Q'    und    /-r/' 

(j8)  oder  Q' ^  b^'    und    /««/'. 

10.  Nur  um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können ,  denken  wir  uns 
samtliche  Querschnitte  des  Körpers  I  und  U  verwandelt 

(a)  entweder  in  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Figuren  {Q^  C^a;*) 
mit  der  jer-Achse  als  gemeinsamer  Ähnlichkeitslinie, 

(/J)  oder  in  Rechtecke  von  konstanter  Breite  {Q'=^C^x)y  deren 
eine  variable  Seite  die  Abszisse  x  ist. 

Das  eine  oder  andere  ist  ja  bei  vielen  der  zu  untersuchenden  Körper 
ohnehin  schon  der  Fall.  Die  so  verwandelten  Körper  I  und  U  sind 
dann  gleichhohe  Schichten,  die 

{a)     entweder  ähnlichen  Körpern, 

(ß)  oder  Zylindern  mit  ähnlichen  Grundflächen  (in  der  ^jer-Ebene) 
angehören. 

In  letzterem  Falle  reduziert  sich  die  Kubatur  des  Körpers  auf  die 
Quadratur  der  Ghrundfläche.*) 

11.  Jede  durch  die  jer- Achse  gehende  (insbesondere  die  o^^r-)  Ebene 
schneide  die  Oberfläche  des  Körpers  in  einer  Meridiankurve.  Deren 
Gleichung  folgt  dann  aus  den  beiden  Ausdrücken  für  den  Querschnitt 

(«)  g,  =  C, a;^  -  J^  +  ^i-xr  +  J, xr»  +  . . .  +  A^iT 

(/J)       oder     g,  =  C,a?  -J^  + A^  +  ^^*  +  ---  +  4«^' 

Die  ähnlichen  Meridiankurven  zweier  Körper,  die  obigen  Bedin- 
gungen (a,  a)  oder  (a,  ß)  genügen,  haben  im  allgemeinen  den  Koordi- 
natenanfangspunkt nicht  zum  Ähnlichkeitspunkt;  es  ist  daher  für  I 
eine  Verschiebung  dieser  Kurve  längs  der  jer-Achse  und  für  11  eine 
ähnliche  Transformation  erforderlich,  d.  h.  in  vorstehender  Gleichung 
sind  die  Substitutionen  x  \k  +  e  und  sx"\bz  if^  x\b  vorzunehmen. 
Bezogen  auf  dasselbe  Achsenkreuz  erhalten  wir  als  Querschiiittsfunk- 
tionen  und  Meridiankurven  der  Körper  I  und  U  entweder 


^"^    \Q;'  =  C^x'^^B-^A^  +  B-^A,g+A^z^  +  BA,z'  +  '-'  +  B^-^A^^ 


oder 


*)  Eb  entsprecben  sich  also  immer  ein  stereometrisches  and  ein  planimetri- 
BcheB  Problem,  z.  B.  die  Kubatar  des  Kegels  nnd  die  Quadratur  der  Parabel 
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12.  Sollen  nach  Meihode  (a)  Körper  I  und  11  ein  bekanntes  Yer- 
hältnis  haben,  so  genügt  nicht,  daß 

(a)     die  Raumgebilde,  denen  I  nnd  11  als  Schichten  gleicher  Höhe, 
(ß)     die  Meridianknrven,   denen   die   Ghnindflächen   von   I   und   U   als 
Streifen  gleicher  Höhe 

angehören,  ähnlich  sind,  sondern  diese  selbst  müssen  ähnlich  sein 
oder  aus  einander  ähnlichen  Teilen  bestehen.  Ersteres  ist  aber 
nicht  zu  brauchen,  da  der  gleichen  Höhen  zufolge  £  =  1  und  mithin 
I  —  n  =  0  sich  ergeben  würde.  Vielmehr  muß  ein  Körper,  z.  B.  II, 
aus  mehreren,  am  einfachsten  aus  zwei  raumgleichen  Schichten  gleicher 
Höhe  eines  Raumgebildes  bestehen,  d.  h.  ein  Zentralkörper  sein.  Es 
folgt  daher:  Körper  H  ist  die  Zentralschicht  von  der  Höhe  h, 
Körper  I  mithin  die  halbe  Zentralschicht  von  gleicher  Höhe. 

Die  Verschiebung  ist  Je  ^  -^-9  ^^  Ahnlichkeitsverhältnis  «  =  2  und 
zwischen  I  und  U  besteht  nach  (10) 
(a)  entweder    I  =  2».yn  =  4II 

iß)'  oder  I-2«.Jn  =  2n. 

Die  Querschnittsfunktionen  und  Gleichungen  der  Meridiankurven 
unserer  ähnlichen  Zentralkörperschichten  2n^°  Orades  sind  demnach 
entweder 


(«) 

oder 

(ß) 


q;'  s  Ca;"«  -  {  A  +  A'»*  +  4^«^  +  •  •  •  +  2*-  'An"'' 
q:'  ^  C^x"  -  J  A.+2 A«*  +  8^,«*  +  •  •  •  +  2»- '  Ay\ 


%n 


13.  Nunmehr  können  wir  die  Frage  (8)  beantworten,  inwieweit 
die  Koeffizienten  vorstehender  Gleichungen  mit  den  früheren  Bedin- 
gungen (5)  in  Einklang  zu  bringen  sind.  Selbstverständlich  muß  vor- 
her Q[  nach  Potenzen  von  ss  geordnet  werden.  Da  die  Koeffizienten 
mit  gleichen  Indizes  immer  im  Vorzeichen  übereinstimmen,  kommen 
nur  die  Bedingungen  fOr  D- Körper  (nicht  5- Körper)  in  Betracht. 

Beginnen  wir  mit  m  »  2n  »  2.  Aus  vorstehenden  Gleichungen 
folgt  entweder 

(«)  A'  -  ^»"  -  Aj 
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welche  mit  der  früheren  einen  Bedingung  (5)  ohne  weiteres  überein- 
stimmt, und  also  2)  =  I  —  II  =  3  H  liefert,  oder 

(ß)  A'  =  ^,      ^"  =  2^, 

was  mit  der  früheren  dann  im  Einklang  steht,   wenn  Qf  doppelt  ge- 
nommen wird,  und  D  =  2I  —  11  =  311  ei^bt.    Hierbei  sind  die  Körper 

21   und    -11  ähnlich,   wenn  bei  I  die  Breite  verdoppelt  wird.     Wir 

Haben  also,  zunächst  das  Resultat:  Mit  Methode  a  können  Zentral- 
schichten Yon  Körpern  zweiten  Grades  berechnet  werden. 

14  Für  höhere,  2n*®,  Potenzen  sind  n  voneinander  unabhängige 
Bedingungen  zugleich  zu  erfüllen,  was  nicht  möglich  ist.  Durch  Ver- 
vielfachung des  Körpers  I  läßt  sich  jedoch  auch  hier  (wie  vorhin 
unter  (ß))  die  Übereinstimmung  der  höchsten  Koeffizienten  erreichen, 
und  dies  ist  wertvoll,  weil  dann  durch  Bildung  eines  Differenz- 
körpers der  Grad  um  2  erniedrigt  wird.  Für  die  höchsten 
Koeffizienten  der  Querschnittsfunktionen  der  Körper  I^^"^  und  U(*"> 
lautet  die  alte  Bedingung  (5) 

und  die  neue  (12)  entweder 

(«)  ^,-^«    uBd    ^;.  =  2»-M„ 

oder 

iß)  ^,  =  ^.     ^d     ^.'.  =  2»-U,.; 

für  den  entstehenden  Differenzkörper  D(*"'*)  erhalten  wir  daher  entweder 

(a)    IK2«~8)  ^  2*"-*P*»)  —  n<'»)  «  — —  .  i(««)  =  (2*"  —  1)  .  n^*") 

oder 

(ß)    !)(*«-*)=:  2*«-*P«)  —  n^*")  =  ?_lizl .  1(8«)  =«  (2««  —  1)  .  II<'«). 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Rekursionsformel,  indem 
wir  IX*»-*)  als  den  neuen  Körper  H^*"-*)  betrachten  usw.,  gelangen 
wir  zu  dem  Restdtat:  Zentralsehichten  von  Körpern  2»**^  Grades 
können  durch  w-malige  Anwendung  der  Methode  (a)  berechnet 
werden. 

15.  Hiermit  ist  unsere  Aufgabe  eigentlich  gelöst,  da  nach  (4) 
jeder  Körper  2w**°  oder  2n  +  1**"  Grades  als  Zentralschicht  eines  ge- 
mischten Zentralkörpers  2w*®°  Grades  dargestellt  werden  kann.  Es 
handelt  sich  nur  noch  darum,  die  Kubatur  wirklich  auszuführen  und 
zwar  zunächst  an  den  Reinkörpern  2n  —  l^  und  2w*~  Grades.  Dies 
soll   durch   Induktion    geschehen.     Wir   haben   demnach   zu    beweisen. 
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daß^  wenn  ein  Reinkörper  von  der  Qnerschnittsfunktion 
Q=»A^y  m  =  0,  1,  2,  •  •  •,  2w  —  2  vorausgesetzt,  die  Inhalts- 
formel 


Vc^o- 


w+1  w+1 


hat,   diese  auch  noch  ffir  m  »  2n  —  1  und  m  »  2n,  also  allge- 
mein gilt 

Beweis  für  m-«2n—l.    Ist   ^ -=  ^g»"-^  «  ^(*;  +  jer)*""*    und 
h^2Jcy  so  folgt  nach  (4) 

4(«.+c-.)=^{Ä«-'+fV>'-v+...+g;i;)*.«-»j, 

also  der  Voraussetzung  gemäß 

F.i:U2^»-|i+rr')-J-+rr')T+-+C:i9Kbl- 

Nun  ist 

/2n— 1\     1     _   {_(  ^^  \ 

\     l      )x+l~'2n\X+l)' 
folglich 

F;:i,-?^f-(n+(-)+f;)+. ..+(,-.)). 


Unter  Berücksichtigung  der  Identität 

ergibt  sich 

Kc=o  =  K,=-t  =  -j^ .  ^         =«  ^^j  =  -  ^^~       q.e.d. 

Beweis  für  m»2n.  Die  Anwendung  unserer  Bekursionsformel 
(14,  .a)  auf  den  zu  berechnenden  Reinkörper  F(»  der  halben  Zentral- 
schicht I)  vom  Querschnitt  Q  =^  A^"  =^  Ä(k  +  zf^  und  der  ähnlichen 
Zentralschicht  II  vom  Querschnitt  ^' =  2*""*^.;?*"  (vergleiche  12,«) 
ergibt  für  den  Querschnitt  G  des  Differenzkörpers  XM*"-^) 

Ö  =  2*«-«g-Ö" 

^.±^--'==2>-«^ji-»"  +  Q 
und  demnach  für  seinen  Inhalt  !)(*"-*)=.  2*"~*I  — 11  oder 

Ü:-.p;::._2..-..2^i..»{,  +  (.;).+(.;).+...+(J«^)_._.J. 
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Wird  in  der  Elammer  U  j  ""  ^  ^  ^  hinzugefügt  und  wie  vorhin 

!^.r;::._^!-^|C"+>f"+>...+e:i;X+;)-.) 


^V"K'|. 


2n- 
und  endlich 

Bei  Anwendung  der  Bekursionsformel  (ß)  würde  sich  der  Beweis 
fast  ebenso  gestaltet  haben. 

Da  nun  für  die  Reinkorper  0***"  bez.  1***"  Grades  Ton  der  Quer- 
schnittsfanktion  A^  bez.  A^^  der  Inhalt 

A*  =  Ö(c=*^A    bez.     l  A,h^  ^  y  Q^^^^^h 

der  Formel  genügt,  so  ist  damit  ihre  allgemeine  Gültigkeit  für  Rein- 
körper  bewiesen.*) 

16.   Mithin  hat  auch  ein  gemischter  Körper  vom  Querschnitt 

und  der  Hohe  h  den  Inhalt 

rfr;  -  Ä,h + 1 AÄ» + i-  j,Ä» + . . . + ^^  ^,A-+s 

oder  in  anderer  Form:  Ein  gemischter  Körper  2»*^  bez.  2n  +  1***". 
Grades  vom  Querschnitt 

Q^A^  +  A,z  +  A^z^  +  ''^  +  A^,0*-  +  J^,+iier»»+^ 

und  ebenso  eine  Zentralschicht  2n**°  Grades  vom  Querschnitt 

ö  =  ^  +  ^xr«  +  ^jef*  +  . . .  +  A^^M^- 

und  der  Höhe  h^  2k  hat  den  Inhalt 

*)  Eine  viel  kürzere  elementare  Ableitung  dieser  Formel,  auch  für  gebrochene 
und  negative  Exponenten,  gebe  ich  in  meiner  Abhandlung:  „Über  die  Quadratur 
höherer  Parabeln  und  Hyperbeln  und  die  Kubatur  solcher  Körper,  die  diese  Kurven 
zu  Meridiankurven  haben.''  Daselbst  entwickle  ich  auch  eine  neue,  überraschend 
einfache  Methode  der  Quadratur  der  gewöhnlichen  Hyperbel.  XXXII.  Jahres- 
bericht des  Vereins  für  Naturkunde  zu  Zwickau  i.  S.  1908,  Druck  von  B.  6.  Teubner 
in  Leipzig,  1906. 
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17.  Hiermit  ist  eine  allgemeine  Inhaltsformel  gewonnen,  und  es 
scheint  nnnmehx  die  Methode  (a)  selbst  ihren  Zweck  erfüllt  zu  haben^ 
und  die  noch  zu  behandelnde  Methode  (b)^  die  Inhaltsbestimmung 
eines  Körpers  mit  Hilfe  eines  bekannten  Körpers,  überhaupt  überflüssig 
geworden  zu  sein.  Dem  ist  jedoch  nicht  so.  Für  einen  Körper  hoher 
Potenz  ist  es  allerdings  geraten^  ihn  nach  eben  entwickelter  Formel 
direkt  als  algebraische  Summe  von  Beinkörpem  zu  berechnen^  wie  es 
ja  die  Integralrechnung  auch  tut;  für  einen  gemischten  Körper  1^ 
oder  2^  Grades  dagegen  ist  es,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden  soll,  überraschend  einfacher,  ihn  als  einen  einzigen  au&u&ssen 
—  darin  liegt  das  wesentlich  Neue  —  und  nach  Methode  (a)  oder  (b), 
also  indirekt  mit  Hilfe  eines  D-  bez.  iS>- Körpers  zu  bestimmen.  Vor 
allen  Dingen  umgeht  man  auf  diese  Weise  schon  die  AufisteUung  der 
Querschnittsfnnktion,  denn  als  Bestimmungsstücke  sind  gewöhnlich  außer 
der  Höhe  h  nicht  deren  Konstanten  A^,  Ä^,  Ä^,  sondern  ein  oder 
zwei  Querschnitte  selbst  und  eine  die  Gestalt  der  Meridiankurve  be- 
stimmende Ghröße  gegeben. 

Methode  (a)  kann  nach  (13)  nur  für  zentrale  Schichten  in  Frage 
kommen.  Diese  lassen  sich  aber  auch,  wie  es  für  nicht  zentrale  aus- 
schließlich der  Fall  ist,  nach  Methode  (b)  finden.  Alle  hierher  ge- 
hörenden Berechnungen  —  nach  (4)  auch  die  von  Körpern  dritten 
Grades  —  können  mit  Hilfe  eines  einzigen  bekannten  Körpers  zweiten 
Grades,  z.  B.  des  Reinkörpers  2^  Grades,  also  entweder  (a)  des  Kegels 
oder  (ß)  des  parabolischen  Zylinders,  der  die  jp- Achse  zur  Scheitel- 
tangente hat,  ausgeführt  werden.  Dies  ist  aber  nicht  immer  die  ein- 
fachste Berechnungsart. 

18.  Auf  die  Körper  ersten  und  zweiten  Grades  soll  nun  näher 
eingegangen  werden.    Die  Meridiankurve 

(«)  C^x'^A^  +  A.M  +  A^g' 

oder 

iß)  C^x  ^A^  +  Ä^0  +  A^z^ 

eines  gemischten  Körpers  ersten  oder  zweiten  Grades,  je  nachdem  ^  =>  0 
ist  oder  nicht,  stellt  mit  Ausnahme  (ß^)  einen  Kegelschnitt  dar  und 
zwar,  wenn 


(«i)    -4^  =-  0  Parabel  P^,  deren  Achse 

(«,)    -4,  >  0  und  .^0  >  0  Hyperbel  H^,  deren  Neben- 
achse 
A^<0         „         H^f  deren  Haupt- 
achse 


die  jBf- Achse  ist, 
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(«,)     Ä^>  0  und  -4^  «  0  Geradenpaar  H^,  dessen     \ 

eine  Winkelhalbierende         l  die  ir- Achse  ist, 
^  <  0  und  Aq>0  Ellipse  E,  deren  eine  Achse) 
A^<0  imag.  Ellipse  J5^, 
(ßi)     A^^O  Gerade, 

(/Jj)     Ä^^O  Parabel  Pj,  deren  Achse  der  rc- Achse 

parallel  lauft. 

Laufen  die  parallelen  Querschnittsebenen  keiner  Achse  des  Meridian- 
kegelschnitts parallel,  so  bedeuten  a  und  c  konjugierte  Durchmesser^ 
und  als  Koordinatensystem  ist  das  schiefwinklige  zu  betrachten,  dessen 
ir- Achse  die  Richtung  yon  c  hat. 

19.  Sind  a  und  c  die  Halbachsen  oder  konjugierte  Halbmesser 
des  Kegelschnitts,  so  ist  für  die  Ellipse  oder  Hyperbel 

^*  -  q:  4t 
c«  ~  "^  0/ 

Alle  Meridiankurven  eines  Körpers  gehen  durch  dieselben 
reellen  oder  imaginären  Punkte  der  xr-Aohse,  stimmen  also 
im  Mittelpunkte  und  dem  Halbmesser  c  überein,  wie  leicht  daraus 
gefolgert  werden  kann,  daß  alle  Meridiankurven  dieselben  Koeffizienten 
Ä^f  A^,  A^  haben,  und  nur  C^  sich  ändert. 

Die  Körper  selbst  sollen  nur  nach  ihren  Meridiankurven  als 
parabolische,  elliptische  und  hyperbolische  Schichten  erster 
oder  zweiter  Art  ^bezeichnet  werden;  die  Gestalt  der  untereinander 
ähnlichen  Querschnitte  kommt  hierbei  gar  nicht  in  Betracht.  Die 
hyperbolischen  Schichten  besitzen  einen  Asymptotenkegel, 
dessen  Querschnitte  denen  der  Schicht  ähnlich  sind.  Die 
Mantelfläche  einer  Schicht  gehört  im  besonderen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  an,  wenn  die  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Querschnitte 
ebenfalls  Kegelschnitte  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der  z-Achse  liegen. 

20.  Nach  (11)  stimmen  nun  zwei  ähnliche  Meridiankurven  für 
jedes  Ähnlichkeitsverhältnis  s  überein:  in  den  Vorzeichen  von  A^'  und 
Aq',  femer  in  den  Koeffizienten  Cj'  =  Gg"  und  A^' «  A^",  Letztere 
beide  Gleichungen  werden  auch  von  zwei  ähnlich-konjugierteu 
Hyperbeln  H^^  und  H^'  (d.  h.  solchen,  von  denen  jede  der  konjugierten 
der  andern  ähnlich  ist)  befolgt,  aber  A^'  und  A^"  haben  verschiedene 
Vorzeichen.  Da  nach  (5)  ein  2) -Körper  nur  an  die  Bedingung 
A^'  —  A^' »  0  gebunden  ist,  so  kann  er  entweder  durch  2  elliptische 
oder  durch  2  hyperbolische  Schichten  gleicher  oder  verschiedener  Art 
hergestellt  werden.  Für  einen  S- Körper  ist  A^'  +  A^"  =  0  Bedingung; 
A^  und  A^'  haben  denmach  verschiedene  Vorzeichen,  und  seine  Her- 
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Stellung  erfordert  also  eine  elliptische  und  eine  hyperbolische  Schicht 
erster  oder  zweiter  Art.     Aus  obigen  Bedingungen  ergibt  sich  daher 

in  allen  Fallen,  abgesehen  vom  Vorzeichen:  ^  =  7-,^,  also  die  Gleich- 
et       o, 

heit   der   Verhältnisse   entsprechender   konjugierter  Durchmesser^   ins- 
besondere der  Achsen. 

Der  Doppels  atz  (5)  kann  daher  für  Körper  zweiten  Grades  wie 
folgt  ausgesprochen  werden: 

Der  D-Körper  zweier  elliptischer  oder  zweier  hyperboli- 
scher Schichten  gleicher  oder  yerschiedener  Art 

Der  iS-Körper  einer  elliptischen  und  einer  hyperbolischen 
Schicht  erster  oder  zweiter  Art 
von  gleicher  Höhe^  deren  parallele  Querschnitte  einander 
ähnlich  sind,  und  deren  entsprechende  Meridiankuryen  in 
den  Verhältnissen  der  gleichgerichteten  Achsen  überein- 
stimmen, ist  gleich  einem  Zylinder  von  gleicher  Höhe,  dessen 
Grundfläche  gleich  dem  Mittelschnitt  oder  der  halben  Summe 
zweier  äquidistanten,  insonderheit  der  beiden  Begrenzungs- 

,     ...      ,       /2)-Körpers\  .   . 
schnitte  des  \  -,  ^..    ^       \  ist. 
l  D-Korpers  j 

Laufen  im  besonderen  die  Begrenzungsebenen  der  Schich- 
ten   der    Zentrale    der    Meridiankuryen    parallel,    so    ist    der 

{  ^*  TT-  1®^^  Cavalierischer  Körper  des  Zylinders,  da  in 

diesem  Falle  alle  parallelen  Körperschnitte  einander  gleich 
sind. 

21.  Um  die  Einfachheit  der  Methode  zu  zeigen,  mögen  nun  einige 
Beispiele  folgen,  in  denen  wir  uns  auf  den  Fall  beschranken,  daß  die 
parallelen  Querschnitte  senkrecht  auf  der  Halbachse  c  stehen.  Soll 
jedoch  allgemein  c  nur  ein  konjugierter  Halbmesser  vom  Neigungs- 
winkel o  gegen  die  a;y- Ebene  sein,  so  ist  in  den  betreffenden  Formeln 

c  bez.  Tn  durch  c  sin  cj  bez.  -^  J     zu  ersetzen. 
0  sin*  00 

Zunächst  Berechnungen  nach 

Methade  a.  Hier  handelt  es  sich  immer  um  Aufstellung  eines 
D-Körpers,  der  mit  D„  oder  D.  bezeichnet  werden  soll,  je  nachdem 
Methode  (a,  a)  oder  (a,  ß)  zugrunde  gelegt  wird. 

Kegel  (« I),  gegeben  durch  ^Ta  =*  G^  ^^d  Höhe  Ä.  Hilfskörper  II 
ist  ein  Doppelkegel. 
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Die  Mittelschnitte  sisd  Q^  '= -r  G  and  Q^'  <—  0.  Dann  ergibt 
sich  D„  -  I  -  II  =|- 1  =  (^o'  -  ^o")Ä  =  4  ^*  '^'^  "^ 

Elliptischer  Yollkörper  (=  II),  gegeben  durch  Q^'  —  G  und 
/i  —  2  c.  HilfflkSrper  I  ist  ein  halber  elliptischer  Yollkörper.  Die 
Randschnitte  sind  ^1,  =  4G,  ^«  =  0  und  ^:<,  =  ^c'-  0. 

D„.I-n-3n.<^---&+M::i^.Ä  =  4Gc 

Im    Sonderfall   des   Ellipsoids   yon   den  Halbachsen   a,  &^  c  ist 

t7  =  -T-  abcn. 

In  gleicher  Weise  können  die  elliptische  Zentralschicht  und 
hyperbolische  Zentralschicht  erster  Art  berechnet  werden. 

Parabolischer  Zylinder^  dessen  Scheiteltangente  die  jer-Achse 
(=  I),  gegeben  durch  die  Ordinate  Ä  und  Qfh^  ^  G  ^hgy  wenn  h  die 
konstante  Breite  des  Querschnittsrechtecks  bedeutet,  Qf^h.*^  ^'  ^^'^ 
Berechnung  ist  identisch  mit  der  Quadratur  der  Parabel.  Für  die 
Zentralschicht  II  ist  Ö^Ia  -  ^"*  ""  Y  ^-     ^^^  (^^)  ^^^ 

Z)^-2I-n  =  i-I-.A.^^i " «"^  ^  ^ ^ ^.Ä 


-l-J- 


(2ö-l(?)  +  (0-|(?) 


^^  2 


Mit  Benutzung  der  Mittelschnitte  ist  die  Rechnung  noch  einfacher: 
Q^-^G  und  ^o"  =  0,  also 

Z>^-2I-n-4l-(2 Co'- (?.")*; 


-g-./--j-A 


22.  Hieran  schließen  wir  einige  Berechnungen  nach 
Methode  b;  sie  zerMlen  in  vier  Arten,  je  nachdem  ein  D-,  D*-, 
S-  oder  /S*- Körper  aufgestellt  wird. 
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Elliptische  nicht  zentrale  Schicht  (—1),  gegeben  durch  die 
Höhe  h,  Qf_}  =61,  (jf^  —  Cr,  und  Fq,  den  Mittelschnitt  des  ähnlichen 

YollkörperB  Ton  der  Halbachse  1  in  der  ;?- Achse.    Ist  II  der  YoU- 

körper  Ton  der  Höhe  A,  so  ist  Q^"  =  F^  (^J*,  ^1»  -  Q"±  -  0. 

2).-i-n-j-|r,(-*yA-i— i «V^* ^.Ä 

Parabolische  Schicht  (deren  Achse  die  ir- Achse  ist);  da  -^»0 
nnd  also  auch  F^  »-  0  ist^  folgt 

Bei  direkter  Berechnung  der  parabolischen  Schicht  kann  die  Inhalts- 
formel sofort  hingeschrieben  werden,  da  die  Schicht  als  Körper  ersten 
Grades  der  2)^ -Körper  selbst  ist. 

Im    besonderen:    Schicht    des    Rotationsellipsoids,    gegeben 

durch  hy  r^,  r,,  und  y  oder  F^^  =»  -^  «, 


.^-?(3(V  +  r.')+(|Äy) 


a 


und  hieraus  Kugelschicht,  für  die  —  =  1  ist, 


c 


^-t{3(V  +  V)  +  a'). 


In  gleicher  Weise   können   die  nicht  zentralen  hyperbolischen 
Schichten  erster  nnd  zweiter  Art  berechnet  werden. 

Kegelstampf  (—  1),  gegeben  durch  A,  ^*^  —  6r,  und  ^^  =•  ö,. 

s  "'s 

Ist  n  der  Yollk^el  Ton  der  Höhe  A,  so  folgt 

v^ - v^ - y^j - Vö;  - i/ö,  und  c:*-o 

D,  _  I  _  n  -  j  -  4-  Ö"  *  •  Ä  -  ^-^* i        ^  •  * 

j=  »(g.+g.)-(ygr->^)* ;, 
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Hyperbolische  Zentralschicht  erster  Art  (==  I),  gegeben  durch 
h,  Qq  =  G  und  die  gemeinsame  Halbachse  c  der  Meridiankurven.     Ist 

n  der  Asymptotenkegel,  so  folgt  ^^A  =  C  A  =  (^  '  (ö~) 

•'-«*(i+-;4)> 

Im  besonderen  ist  für  h^2c 

und  femer  Hyperboloid  erster  Art  von  den  Halbachsen  a,  h,  c 

Ganz  analog  gestaltet  sich  die  Berechnung  der 
Elliptischen  Zentralschicht  (=  I),  wenn  H  der  Doppelkegel 
ist,  für  welchen  Q^'  =  Q^  ist.     Es  folgt  aus 

s:=.i  +  n      j=-g'ä(i-|(Ä)> 

Im  Sonderfall  der  Kugel  erhält  man  die  Archimedische  Kugel- 
berechnung. 

23.  Zum  Schlüsse  mögen  noch  die  Gau B sehen  Formeln  der 
mechanischen  Quadratur*)  und  einige  andere  nach  meiner  Methode 
in  einfacher  Weise  abgeleitet  werden. 

Für  Körper  ^n^"^  und  2w  +  1**^  Grades  sind  übereinstim- 
mend wenigstens  n+1  Werte  der  Querschnittsfunktion 

erforderlich,    die    paarweise    äquidistant    zum    Mittelschnitt 
liegen. 

Dieser   Gau  fische   Satz    erhellt    sofort    aus   unserem   Reduktions- 
satze (4),   nach   welchem  jeder  der  beiden  Körper  durch  eine   inhalts- 
gleiche Zentralschicht  2n**''  Grades  ersetzt  werden  kann.    Ihre  Quer- 
schnittsfunktion 
_  G{z)  =  A^  +  A^z'  +  ---  +  Ä,„s!^- 

*)  C.  F.  Gauß,  Methodus  nova  integralitun  valores  per  approximationem 
inveniendi.  Werke  in.  Band,  Seite  163 — 196;  femer  aus  den  Göttingischen 
gelehrten  Anzeigen  abgedruckt  Seite  202 — 206. 

Eine  elementare  Ableitung  der  ersten  drei  G au ß sehen  Formeln  hat 
auch  £.  Lampe  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  math.  Gesellsch.  gegeben. 
Siehe  Archiv  d.  Math.  Bd.  V,  1903. 
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hat  n  H-  1  Koeffizienten,  erfordert  also  gerade  so  viel  Bestimmungs- 
stücke,  als  nach  Ganß  Funktionswerte  Q  gegeben  sein  müssen.  Nun 
ist  unser  Ersatzkörper  eine  Zentralschicht,  also  G(js)  —  (?(—;?);  die 
n  +  1  Querschnitte  müssen  daher  symmetrisch  zum  Mittelschnitt  an- 
geordnet sein.     Wir  erhalten, 

wenn  n  ungerade  ist  ft  =     ^     symmetrisch  gelegene  Paare  von 

Querschnitten,  dagegen 
wenn  n  gerade  ist,      M  =  y  symmetrisch  gelegene  Paare  und  den 

Mittelschnitt. 

Die  so  angeordneten  n  +  1  Querschnitte  G  haben  nur  (n  +  1  —  fi) 
verschiedene  Werte,  es  werden  also  [i  Bestimmungsstücke  frei,  welche 
gerade  zur  Ermittelung  gewisser  Koeffizienten  q  hinreichen. 

Die  Inhaltsformel  nimmt,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

mit  G^  bezeichnen  und  2G^  für  Q{is^)  +  Q{—  z^  setzen,  die  Gestalt  an 

wobei  pQ  =»  0  oder  1  zu  setzen  ist,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist.  Aus  obiger  Querschnittsfunktion  Q{z)  oder  G{z)  folgt 
nach  (16) 

y\ = ^* + -J  ^  (ly '• + •  •  • + 3-^+  i  ^-  (!)'"*• 

s 

Die  Übereinstimmung  beider  Formeln  auch  für  die  Reinkörper 
2*~,  4*''',  •  •  •,  2n**"  Grades  liefert  die  nötigen  Bestimmungsgleichungen 
zur  Berechnung  der  n  •\-  \  Unbekannten  z^  und  q^.  Die  eine  noch 
fehlende  Gleichung  erledigt  sich  dadurch,  daß,  wenn  Qq^O  ist,  ^^  »  1 
gesetzt  werden  kann,  dagegen  wenn  ^o  "^  ^  ^^^  ^o  ""  ^  ^^^  ^^^* 

In  der  Formel  für  V  ist  dann  die  Funktion  Q  wieder  einzuführen, 
also  zu  setzen 

24.  Stellen  wir  nun  die  ersten  drei  Gaußschen  Formeln  auf: 

Körper  0*~  oder  !*•"  Grades,     n  —  0,  Q^^l,  ft  =-  0. 

h 
(Oo)  V\  -  h  Q(Q).       (I.  Gaußsche  Formel) 

Körper  2*~  oder  3*«»  Grades,     n  «  1,  (^^  ="  0,  f*  =*  1- 
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t 

Für  den  Eleinkörper  2**''  Grades  ist  G^  =  A^sfi*,  also  der  Inhalt 


A.^V- 

1^ 

4 

A 

und  mithin 

Aus 

v= 

12' 

^1 

= 

h 

t(«W+<?(- 

-)) 

erhalten  wii 

also: 

(I.)  7»  -  I  {«(tV^)  +  Ö(-  i  V3)).(n.öauß8cliePonnel) 

Körper  4**"  oder  5***"  Grades,     n  «  2,  po  ==  1>  fi  =  1. 

s 
Für  den  Beinkörper  2*^  Grades  ist  Gq  =  0  und  G^  =  -4,^i*;  also 
der  Inhalt 

und  mithin 

W  1  +  2^/1  24 

Für  die  Reinkörper  4***^  Grades   ist  G^^O  und  6f,  —  Ä^g^^  also 
der  Inhalt 

und  mithin 

(2)  T^'^--- 


1  +  2^1    1         160 
Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergibt  sich  durch  Division 

Wird  dieser  Wert  in  Gleichung  (1)  eingesetzt,  so  folgt 

6 
Aus 


^1"   8 


F 
erhalten  wir  also 


T^^[Qo  +  Qi(Qi'i)  +  Q(-^i))] 
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(IIo)         ^I  =  Ä|5«g|/l5)  +  8«(0)  +  5g(-A^^^ 

(in.  GaußBche  Formel) 

Oauß  führt  die  Beredmung  bis  n  »  6,  also  bis  zu  den  Körpern 
12**"  und  13**"  Gh-ades  aus.  Die  drei  eben  entwickelten  Formeln  sind 
die  einzigen  bis  zu  n^G,  welche  rationale  Koeffizienten  p  aufweisen. 
Im  III.  Bd.  Seite  206  von  Gauß*  Werken  steht,  daß  die  Koeffizienten 
in  den  meisten  Fällen  Irrationalgroßen  sind.  Ich  yermute,  daß  sie  fär 
die  Körper  vom  16*^  und  17**"  Grad  wieder  rational  sind  und  die 
Rationaliiät  der  Koeffizienten  demselben  Gesetz  gehorcht,  das  Gauß 
fOr  die  algebraische  Auflösbarkeit  der  Kreisteilungsgleichung  aufge- 
stellt hat. 

25.  Es  erübrigen  noch  einige  Bemerkungen  über  andere  Formeln 
der  sogenannten  mechanischen  Quadratur:  Ist  für  einen  Körper  2n**" 
oder  2n  +  1**"  Grades  gerade  die  Minimalzahl  n  +  1  von'  Quer- 
schnitten vorgeschrieben,  so  ist  die  von  Gauß  aufgestellte  die  einzig 
mögliche  Inhaltsformel  (^o))  ^^^  dagegen  die  Zahl  der  vorgeschriebenen 
Funktionswerte  um  k  größer,  so  lassen  sich  in  ganz  derselben  Weise 
für  jedes  k  unendlich  viele  Inhaltsformeln  (N^)  ableiten,  nur  können 
von  den  zu  bestimmenden  Größen  z  und  q  noch  k  willkürlich  ange- 
nommen werden.     So  erhalt  man  z.  B.  für 

Körper  bis  zum  3**"  Grade  n=  1 

bei  3  Funktionswerten  A;  =■  1,  also  für  ()0  «  1,  x^o  ""  ^  ^^^  ^^  fr®i" 
gewählte  ^i  =  ±  q  das  zugeordnete  (>i  =  -t-,  mithin  die  bekannte 
Simpsonsche  Formel 

8 

bei  4  Funktionswerten  k  ==-  2,  also  fiir  Qo  =  0,  ^i  =  1  und  die  frei  ge- 
wählten  jeTj  =  ±  -    und  ^2  ==  ±  4   ^^  zugeordnete  q^  =  8,  mithin 

s 
ebenso  für  die  frei  gewählten  2^  «  ±       und  xr^  =  ±       das  zugeordnete 

Q^  =  3,  mithin  die  Gotes-Newtonsche  Formel 

(VO        n  =  4(«(Y)+3e(|)  +  3e(-A)  +  ö(-A)) 

Verh.  d.  III.  Internat.  Mathem.-Kongr.    Meidnibcrg  19<M.  45 
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und  ebenso  für   die   frei    gewählten  ^sr^  =  ±  y  und  i^g  =  ±  y  das  zu- 
geordnete p,  =  Y ,  mithin 

(V")      ^I  =  I  (2«  (y)  +  «  (e)  +  «  (-  t)  +  M-  DI  • 

S 

Femer  erhält  man  z.  B.  für 

Körper  bis  zum  ö^^  Grade  w  =»  2 
bei  4  Funktionswerten  fc  =  1,  also  für  p^  =  0,  (»^  «=  1,  und  das  frei  ge- 
wählte je^i  =  ±  Y  ^^^  zugeordneten  iß^j  =  ±  j^  1/5  und  (^^  ==  5,  mithin 

W    H  =  Äf«(l)  +  5^ei^5)  +  5^(-A>/5)  +  e(-A)j 

s 
bei  5  Funktionswerten  Z;  «=  2,  also  für  ()q=  1,  -?o  '^^  ^  ^^^  ^®  fr®^  8®' 

wählten  ;ß^i  =  ±  y  und  ^^  =  ±-t  die  zugeordneten  (>i  =•  jg  ^^^  P»  ^  y^ 
mithin 

(°«)    ^f  =  ^  |7  <?  (t)  +  32Ö  (t)  +  12  «2(0)  +  32^  (-  A)  +  7^  (-1)). 

t 

Diese  Beispiele  mögen  genügen.  Jede  dieser  Formeln  (Nj^  stellt 
bei  Anwendung  auf  einen  Körper,  dessen  Grad  2w  +  1  übersteigt,  nur 
eine  mehr  oder  weniger  gute  Näherungsformel  dar.  So  sind  z.  B.  für 
den  Körper  4**"  oder  5*®"  Grades  von  den  angeführten  Formeln  mit 
4  Querschnitten  (Ij")  und  (I2'")  Näherungsformeln,  (IIj)  dagegen  eine  ex- 
akte Inhaltsformel.*)  Auf  die  Fehlerbestimmung  der  Näherungsformeln 
hier  einzugehen,  würde  zu  weit  führen. 


*)  Die  Forraebi  I^,  I,'  und  II,  befinden  sich  in  der  Abhandlung  von  Gauß, 
a.  a.  0.  S.  146. 

Die  Formeln  (I,'),  (I,")  und  (!,''')  fand  ich  fi-üher  einmal  —  beim  Suchen  nach 
solchen,  die  ^(0)  nicht  enthalten  —  dadurch,  daß  ich  den  Körper  V  in  2,  bez. 
3  gleich  hohe  Schichten  Ä,  B,  bez.  Ä^  (7,  B  zerschnitt  und  die  Simpsonsche 
Formel  I,  auf  die  3  bez.  je  4  durch  ( )  bezeichneten  Schichten  anwandte.  Ich 
erhielt  so 

V  aas  SV=  ^Ä)  +  KB)  -  {Ä+  B), 

V  „     4V=(A  +  0+-B)-3(C)  +  8M+C)  +  3(l?  +  C). 
II,'"  „     2V^S{A)  +  B(C)  +  HB)-(Ä+C  +  B), 

Meine  Formel  11^  für  Körper  bis  zum  fünften  Grade  ist  die  einzige  exakt-e 
Formel  von  vier  Funktions werten,  die  die  Begrenzungsquerschnitte  enthält. 


über  die  diskontinuierlichen  und  nicht-konvexen  gleicheckig- 
gleichflächigen  Polyeder. 


Von 
M.  Brückner  aus  Bautzen. 


Prof.  Heß  sprach  mir  vor  einigen  Jahren  brieflich  sein  Bedanem 
ausy  daß  er  seine  Untersuchungen  aus  der  Polyedertheorie  aus  ver- 
schiedenen Gründen  habe  beiseite  hegen  lassen^  und  forderte  mich  auf, 
seine  Untersuchungen,  besonders  der  gleicheckigen  und  gleichfiächigen 
Polyeder  fortzuführen.  Es  ist  Ihnen  bekannt,  wie  weit  die  Resultate, 
die  Heß  in  seiner  „Kugelteilung^^  veröffenthcht  hat,  auf  diesem  Ge- 
biete reichen;  doch  gestatten  Sie  vielleicht  einen  ganz  kurzen  histori- 
schen tlberblick.  Das  Problem,  die  gleicheckigen  und  zugleich  gleich- 
flächigen Polyeder  zu  finden,  war  längst  gelöst  für  den  FaU,  daß  die 
Ecken  sowohl  wie  die  Flächen  regulär  sind.  Wir  haben  hier  die 
5  Platonischen  und  bei  Berücksichtigung  von  Ecken  und  Flächen 
höherer  Art  die  4  Kepler-Poinsotschen  Polyeder.  Heß  stellte  nun 
das  Problem  allgemeiner,  indem  er  von  der  Regelmäßigkeit  der  Grenz- 
flächen und  Ecken  absah,  und  nur  die  Bedingung  der  Kongruenz 
dieser  Gebilde  beibehielt;  überdies  aber  nur  solche  Polyeder  zunächst 
berücksichtigte,  die  als  kontinuierhch  und  konvex  in  dem  bekannten 
Sinne  zu  gelten  haben.  Schon  Wiener  hatte  in  seiner  klassischen 
Schrift  „Über  Vielecke  und  Vielflache"  neben  den  4  Kepler-Poin- 
sotschen kontinuierlichen  konvexen  Polyedern  die  regulär  diskontinuier- 
hchen  erwähnt,  nämlich  die  bekannten  Kombinationen  von  5  und 
10  Tetraedern  im  Dodekaeder.  Auch  Heß  führt  in  seiner  Haupt- 
abhandlung vom  Jahre  1876  „Über  die  zugleich  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder*^  neben  den  von  ihm  gefundenen  8  kontinuier- 
lichen und  konvexen  Gebilden  dieser  Art  wenigstens  beiläufig  einige 
der  nicht-konvexen  Polyeder  des  Ikosaedersystems  an,  ohne  aber  weiter 

46* 
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auf  sie  einzugehen  und  überdies  nicht  ohne  Irrtümer.  Neben  der  Auf- 
findung der  genannten  8,  von  mir  als  „Heß sehe  Polyeder*'  bezeich- 
neten Körper  besteht  das  Hauptverdienst  der  Schrift  in  der  Darstel- 
lung der  allgemeinen  Methoden  der  Ableitung  der  gleicheckig- 
^leichflächigen  Polyeder  auf  Grund  zweier  Sätze  über  den  inneren  Kern 
und  die  äußere  von  den  Ecken  gebildete  Hülle  dieser  Vielflache.  In 
den  Marburger  Berichten  des  Jahres  1877  endlich  gibt  Heß  das  Schluß- 
resultat seiner  weiteren  Untersuchungen^  indem  er  verschiedene  grund- 
legende Sätze  für  die  nicht -konvexen  Yielflache;  z.  B.  die  allgemeinste 
hier  geltende  Eulersche  Gleichung,  ableitet,  und  einige  merkwürdige 
solche  Polyeder  aufzählt.  Die  auch  in  mein  Buch  übergegangenen  Irr- 
tümer, besonders  der  vorhergehenden  Schrift,  sind,  wie  mir  Heß  mit- 
teilte, durch  die  Tatsache  voranlaßt,  daß  er  die  erst  später  in  seiner 
Eugelteilung  erwähnten  eigentümlichen  nicht-konvexen  Polyeder,  die  er 
Stephanoide  nennt,  damals  noch  nicht  erkannt  hatte.  Dagegen  sind 
die  vorläufigen  Angaben  über  die  diskontinuierlichen,  aus  Sphenoiden 
bestehenden  Polyeder  korrekt,  so  daß  ich  nur  nötig  hatte,  dem  von 
Heß  ausgesprochenen  Wunsche,  diese  Gebilde  genauer  zu  untersuchen 
und  zu  modellieren,  nachzukommen;  freilich  war  auch  hier  der  Reich- 
tum der  aufgefundenen  verschiedenen  Typen  ein  doch  unvermuteter. 
Etwas  schwieriger  war  die  zweite,  noch  nicht  systematisch  in  Angriff 
genommene  Bestimmung  der  möglichen  nicht-konvexen,  unter  Um- 
ständen auch  einseitigen  Polyeder. 

Das  Prinzip  der  Ableitung  der  hier  in  Frage  kommenden  Gebilde 
ist  dasselbe  wie  das  zur  Auffindung  der  konvexen  Polyeder  von  Heß 
angewandte,  oben  schon  erwähnte.  Die  Ebenen  jedes  gleicheckig-gleich- 
flächigen Polyeders  bilden  als  innerste  ZeUe  einen  Kern,  der  ein  gleich- 
flächiges  Polyeder  erster  Art  darstellt;  die  Ecken  aber  liegen  wie  die 
eines  gleich  eckigen  Polyeders  erster  Art.  Sowohl  aus  dem  inneren 
Kern  wie  der  äußeren  Hülle  können  also  die  Gebilde  höherer  Art  er- 
schlossen werden;  für  die  Konstruktion  näher  liegend  ist  das  erste  Ver- 
fahren. Man  zeichnet  die  Spuren  der  Ebenen  sämtlicher  Grenzflächen 
eines  gleichflächigen  Polyeders  mit  der  Ebene  einer  ersten  solchen 
Grenzfläche  und  sucht  diejenigen  Schnittpunkte  dieser  Spuren  auf,  die 
auf  einer  Kugel  so  wie  die  Ecken  eines  gleicheckigen  Polyeders  der 
erster  Art  liegen,  in  ihrer  Ebene  also  auf  einem  Kreise,  nämlich  auf  einem 
kleinen  Kreise  jener  KugeL  Bilden  die  Verbindungskanten  dieser 
Schnittpunkte  ein  zusammenhängendes  Polygon  mit  nur  positiven 
Flächenzellen  und  kehren  die  Kanten  des  Polyeders  dem  Mittelpunkte 
des  umbeschriebenen  Sjreises  sämtlich  ihre  Innenseite  zu,  so  ergibt  sich 
ein  konvexes  Polyeder;   fallen  diese  Bedingungen   ganz  oder  teilweise 
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weg,  80  ist  das  Polyeder  nicht-konvex  oder  diskontinuierlich.*)  In  jedem 
Falle  vereinfacht  sich  die  Auffindung  der  benötigten  linearen  Figur  noch 
durch  die  Bemerkung,  daß  durch  jeden  ihrer  Eckpunkte  gleichviel  Spuren 
laufen  müssen,  da  die  Ecken  des  zu  findenden  Polyeders  kongruent  oder 
symmetrisch  sind.  Endlich  ist  von  größter  Wichtigkeit  die  Beachtung 
der  Reziprozität.  Denn  das  einem  gleichflächig -gleicheckigen  Polyeder 
polar-reziproke  in  Bezug  auf  die  umbeschriebene  Kugel  ist  wieder  ein 
ebensolches,  dessen  Ecken  und  Flächen  ihrer  Art  nach  aus  den  Flächen 
und  Ecken  des  ursprünglichen  folgen.  Mit  dem  ersten  Polyeder  ist 
also  immer  das  polar  -  reziproke  mitgefnnden.  Heß  hatte  nun  ge- 
zeigt, daß  zur  Bestimmung  der  möglichen  konvexen  Polyeder  —  ich 
lasse  das  Beiwort  gleicheckig  -  gleichflächig  auch  künftig  weg  —  die 
vollständigen  Figuren  des  Ikosaeders  und  Triakontaeders  genügen.  Aus 
den  Ecken  der  so  gefundenen  4  Polyeder  leitet  er  dann  die  Flächen 
der  4  ihnen  reziproken  ab,  deren  Kerne  gewisse  Varietäten  eines  Del- 
toidhexekontaeders,  eines  Pentakisdodekaeders  und  zweier  Dyakishexe- 
kontaeder  sind.  Alle  konvexen  Polyeder  gehörten  also  dem  Ikosaeder- 
system  an.  Läßt  man  aber  auch  für  die  konvexen  Polyeder  die  Be- 
schränkung fallen,  daß  eine  Orenzfläche  zu  jeder  Ecke  des  Yielflaches 
nur  2  Kanten  beiträgt,  so  existiert  noch  ein  dem  Oktaedersystem  an- 
gehörendes 9.  konvexes  Polyeder,  das  sich  selbst  polar-reziprok  ent- 
spricht, d.  h.  autopolar  ist.  Der  innere  Kern  ist  bei  einem  solchen 
Yielflache  reziprok  der  äußeren  Hülle.  Zur  Auffindung  der  nicht-kon- 
vexen und  diskontinuierlichen  Polyeder  sind  nun  die  vollständigen 
Figuren  sämtlicher  vollzähligen  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art 
in  den  bekannten  3  Hauptklassen,  dem  Prismensystem,  dem  Okta- 
eder- und  dem  Ikosaedersystem  systematisch  zu  untersuchen.  Das 
scheint  auf  den  ersten  Blick  ein  fast  unausführbares  Unternehmen. 
Doch  beachte  man  das  Folgende.  Alle  gleichflächigen  Polyeder  erster 
Art  jedes  der  3  genannten  Systeme  sind  als  spezielle  Fälle  in  einem 
derselben  enthalten,  nach  dem  man  passend  das  ganze  System  benennt; 
die  des  2.  z.  B.  in  dem  48 -Flach,  dem  Hexakisoktaeder,  die  des 
3.  im  Dyakishexekontaeder.  Durch  Zusammenfallen  bestimmter  Nach- 
barflächen dieser  allgemeinsten  Körper  entstehen  die  speziellen,  wie  für 
das  2.  System  auch  aus  der  Kristallographie  bekannt  ist.  Führt  man 
die  Heß  sehen  Ableitungskoeffizienten  a  und  t  ein,  die  für  das  allge- 
meinste Polyeder  jedes  Systems  unabhängig  voneinander  sind,  nur  in 
gewisse  Grenzen  eingeschlossen,   damit  das  Polyeder  konvex  bleibt,   so 

*)  Als  Beispiel  führte  ich  hier  die  vollständige  Figur  für  eine  bestimmte 
Varietät  des  Dyakishexekontaeders  vor,  die  die  Fläche  eines  nicht  konvexen  Poly- 
eders enthält 
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sind  die  speziellen  Körper  dnrch  bestimmte  Relationen  zwischen  6  und 
T  charakterisiert,  während  für  die  letzten  nicht  variablen  Polyeder  jedes 
Systems,  das  Hexaeder,  Oktaeder,  Rhombendodekaeder,  sowie  das  Dode- 
kaeder, Ikosaeder  und  Triakontaeder,  6  und  r  feste  Werte  erhalten. 
Die  Flächen  der  in  der  vollständigen  Figur  des  allgemeinsten  Korpers 
enthaltenen  Polyeder  werden  bei  Variation  des  6  und  t  in  den  voll- 
ständigen Figuren  der  speziellen  Körper  entweder  entarten  oder  als 
Flächen  einfacherer  Polyeder  erhalten  bleiben,  und  man  kann  umge- 
kehrt also  wenigstens  aus  dem  Vorhandensein  von  brauchbaren  Figuren 
in  den  speziellen  FäUen  auf  solche  in  den  allgemeinen  zurückschließen. 
Zudem  ist  zu  beachten,  daß  die  Einzelkörper  eines  diskontinuierlichen 
Polyeders  selbst  gleicheckig  und  gleichflächig  sind,  wie  die  Einzel- 
figuren eines  diskontinuierlichen  regulären  Vielecks  selbst  reguläre 
Polygone  sind.  Es  zeigte  sich  in  der  Tat,  daß  sämtliche  diskontinuier- 
lichen Polyeder  Kombinationen  sind  von  quadratischen  und  rhombischen 
Sphenoiden,  Tetraedern,  Oktaedern^  Hexaedern,  regulären  Stempolyedem 
und  Stephanoiden.  —  Bei  der  Kürze  der  verfügbaren  Zeit  werde  ich 
mich  um  so  mehr  mit  einem  gedrängten  Überblick  über  die  erhaltenen 
Resultate  begnügen  können,  als  ich  bezüglich  der  Einzelheiten  vor- 
läufig auf  das  gedruckte  Verzeichnis  der  ausgestellten  Modelle  ver- 
weisen darf.  Nur  die  Gruppe  der  sog.  Stephanoide  verlangt  eine  Er- 
läuterung. Heß  hatte  deren  2  Klassen  unterschieden,  von  denen  die 
der  2.  Klasse  aber  nur  die  Hemigonien  und  Hemiedrien  derer  der 
1.  Klasse  sind,  überdies  auch  nur  die  Stephanoide  einfachster  Art  be- 
rücksichtigt. Wie  am  Modell  ersichtlich,  gehört  ein  vollzähliges  Ste- 
phanoid  dem  Prismensystem  an;  sein  Kern  ist  die  r^^läre  Doppel- 
pyramide, die  Hülle  das  reguläre  n-seitige  Prisma.  Die  Flächen  sind 
überschlagene  Vierecke  2.  Art,  die  Ecken  4- kantig  von  der  4.  Art 
und  jedes  Stephanoid  ist  autopolar.  Für  jedes  n  existiert  eine  be- 
stimmte Anzahl  verschiedener  Stephanoide,  die  sich  durch  die  Li^e  der 
Grenzflächen  im  Hüllpolyeder  unterscheiden.  Ich  bezeichne  ein  solches 
vollzähliges  Stephanoid  mit  dem  Symbol  St^  und  füge  in  Klammem 
zwei  charakteristische  Zahlen  bei.  Ist  g>  der  Zentriwinkel  der  Seite  des 
n-Ecks  und  sind  A  •  (p  und  (i  •  g>  die  Zentriwinkel  zu  den  Diagonalen 
des  Gh-enzvierecks  des  Stephanoids  als  Sehnen  in  den  umbeschriebenen 

Kreisen   der  beiden  Deckflächen,   so  laute   das  Symbol  St^(    j.      Die 

Hemigonien  werden  durch  Strichelung,  8t^',  unterschieden.  Da  jede 
Fläche  aus  2  kongruenten  Zellen  entgegengesetzten  Vorzeichens  be- 
steht, also  den  Inhalt  Null  hat^  so  verschwindet  die  Oberfläche  und 
somit  der  Inhalt  des  ganzen  Polyeders,   das  aber  zweiseitig  ist,   d.  h. 
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^as  Mob  i  US  sehe  Eantengesetz  erfüllt.  Ich  habe  solche  nicht-konnexe 
Vielflache,  deren  einfachste  Vertreter  eben  die  Stephanoide  sind,  kurz 
als  ^^NuUpolyeder'^  bezeichnet  und  ihnen  als  weitere  Klasse,  wie  Heß, 
dann  alle  die  gegenübergestellt,  deren  Inhalt  bei  bestimmter  Annahme 
der  Koeffizienten  der  Zellen  der  Grenzflächen  positiy  wird.  Es  gilt  der 
Satz  bis  auf  eine  Ausnahme,  daß  alle  Nullpolyeder  des  Oktaeder-  und 
Ikosaedersystems,  seien  sie  diskontinuierlich  oder  nicht,  sich  zurück- 
führen lassen  auf  Kombinationen  von  Stephanoiden.  Betrachten  wir 
nun  in  erster  Linie  diejenigen  diskontinuierlichen  konvexen  Polyeder, 
die  Gruppierungen  von  quadratischen  oder  rhombischen  Sphenoiden 
sind.  Lassen  wir  das  Prismensystem  hier  beiseite,  da  ich  dergleichen 
Modelle  nicht  ausgestellt  habe,  so  treffen  wir  zunächst  im  Oktaeder- 
system 3  große  Gruppierungen  stets  quadratischer  Sphenoide  und 
4  Gruppierungen  rhombischer  Sphenoide,  die  nur  für  gewisse  Werte 
der  6  und  t  des  Kempolyeders  zu  quadratischen  werden.  Jedem  gleich- 
eckigen (6  +  8  +  12)- flächigen  2  •  24 -Eck,  der  allgemeinsten  Hülle 
dieser  Gruppierungen,  lassen  sich  12  solcher  Sphenoide  jeder  Gruppe 
einschreiben,  an  deren  Stelle  bei  den.  speziellen  Hüllkörpem  unter  Um- 
ständen 6  Sphenoide  treten.  Die  möglichen  Typen  dieser  7  Gruppie- 
rungen sind  sämtlich  ausgestellt,  während  von  den  5  Gruppierungen 
von  je  30  rhombischen  Sphenoiden  im  (12  +  20  -f  30) -flächigen 
2  •  60- Eck  sich  nur  typische  Vertreter  vorfinden.  Stets  quadratische 
Sphenoide  können  hier  nicht  existieren.  Die  Tatsache  des  Vorkommens 
der  Sphenoidgruppierungen  im  Oktaeder-  und  Ikosaedersystem  erhellt 
aus  der  Möglichkeit,  die  Ecken  des  2  •  24 -Ecks,  sowie  die  des  2  •  60-Eck8 
auf  7,  bezüglich  auf  5  verschiedenerlei  Weise  so  zu  gruppieren,  daß  je 
8  Ecken  des  Hüllpolyeders  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds  bilden,  dem  sich  2  rhombische  Sphenoide  einschreiben  lassen, 
die  in  quadratische  übergehen,  wenn  die  Deckflächen  jener  Parallel- 
epipede  gleichkantig  werden,  in  reguläre  Sphenoide,  d.  h.  Tetraeder, 
wenn  an  Stelle  der  ungleichkantigen  Parallelepipede  Hexaeder  treten. 

Gehen  wir  nun  zu  den  nicht-konvexen  Polyedern,  zunächst  den 
Nullpolyedern  des  Ikosaedersystems  über.  Die  120  Ecken  des  allge- 
meinsten gleicheckigen  Körpers,  des  genannten  (12-|-204-30)-flächigen 
2  •  60-Ecks,  liegen  12  mal  zu  je  10  in  parallelen  Ebenen  und  es  bilden 
die  2  •  10 -Ecken  in  je  2  gleichweit  vom  Zentrum  des  Polyeders  ent- 
fernten Ebenen  die  Hälfte  der  Ecken  eines  (2  +  2j9)-flächigen  2  •  2j?-Ecks, 
für  p^lOy    d.  h.   einer   Hemigonie    des   allgemeinsten   gleicheckigen 

Körpers  im  Prismensystem,  der  zwei  Stephanoide  St^  lA  einbeschrieben 

werden  können.    Daraus  folgte  daß  im  Ikosaedersystem  zunächst  6  Ghnp- 
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pierungen  von  je  12  solchen  Stephanoiden  existieren,  die  für  die  spe- 
ziellen  Körper  des  Systems  Bich  zuweilen  auf  6  Stephanoide  reduzieren. 
Während  nun  im  allgemeinen  die  12  •  10  Ecken  des  2  •  60-£cks  die 
Ecken  von  12  halbregulären  2  •  5 -Ecken  bilden ;  wird  für  gewisse 
Varietäten  des  Hüllkörpers  jedes  dieser  halbregulären  Zehnecke  in  ein 
reguläres  Zehneck  übergeführt  werden,  wenn  man  die  Werte  6  und  r 
des  Kempolyeders  gewissen  Relationen  unterwirft.  Dann  lassen  sich 
aber  die  Ecken  des  2  •  60 -Ecks  auffassen  als  die  von  6  regulären  zehn- 
seitigen Prismen,   denen  je  2   Stephanoide  anderer  Art,    nämlich  je  2 

;S^  (    j  einbeschrieben   sind.     Dies   ergibt  das  Resultat,   daß  im   Iko- 

saedersystem  noch  5  Gruppierungen  von  je  12  Stephanoiden  existieren, 
da  die  sechste  aus  leicht  ableitbaren  Gründen  unmöglich  ist.  Treten 
an  Stelle  des  allgemeinsten  Kempolyeders,  des  Dyakishexekontaeders, 
die  speziellen  Polyeder  des  Ikosaedersystems,  so  ergibt  sich  schließlich 
der  interessante  Satz,  daß  die  letztgenannten  Gruppierungen  in  die  4 
ersten  von  Heß  angeführten  kontinuierlichen  Nullpolyeder  übergehen, 
indem  je  2  vierkantige  Flächen  verschiedener  Stephanoide  zu  einem 
kontinuierlichen  Sechseck  verschmelzen.  Überdies  zeigt  sich  nebenbei, 
daß  das  5.  früher  von  Heß  angegebene  kontinuierliche  Nullpolyeder 
nicht  existiert;  dagegen  erhält  man  durch  Zusammenfallen  der  Ecken 
und  Flächen  zweier  Typen  verschiedenen  Gruppen  angehörender  Ste- 
phanoide ein  höchst  kompliziertes  kontinuierliches  autopolares  NuD- 
polyeder  mit  120  sechskantigen  Ecken  5.  Art  und  120  sechseckigen 
Grenzflächen  3.  Art,  dessen  Kern  eine  besondere  Varietät  des  Dya- 
kishexekontaeders ist.  Die  von  Heß  seinerzeit  für  Mob  ins  sehe  Poly- 
eder angesprochenen  sind  zum  Teil  Spezialfälle  aus  den  ersten  der  an- 
geführten Stephanoidgruppierungen. 

Das  allgemeinste  Polyeder  des  Oktaedersystems  kann  aus  hier  nicht 
zu  erörternden  Gründen  keine  Veranlassung  zu  dergleichen  Gruppie- 
rungen geben.  Jedoch  lassen  sich  für  bestimmte  Werte  der  6  und  r 
des  Kempolyeders  solche  (6  +  8 -f  12)- flächige  2 -24 -eckige  flüll- 
polyeder  bestimmen,  deren  Ecken  zu  je  8  in  6  parallelen  Ebenen 
liegend,  in  diesen  Ebenen,  natürlich  jedesmal  nur  in  je  2  gleichweit 
vom  Zentrum  entfernt  liegenden,  die  Ecken  regulärer  8 -Ecke  bilden, 
so  daß  sich  die  Ecken  des  Hüllpolyeders  auf  dreierlei  Weise  als  Ecken 
von  3  regulären  achtseitigen  Prismen  auffassen  lassen.  Danach  existie- 
ren im  Oktaedersystem  3  verschiedene  Gruppierungen  von  je  6  Stepha- 
noiden St^'  (^j.  Für  die  speziellen  Kerne  ergeben  sich  unter  anderen 
die  von  Heß  in  den  Marburger  Berichten  1877  erwähnten  kontinuier- 
lichen Nullpolyeder  des  Oktaedersystems.    Was  nun  die  nicht-konvexen 
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Polyeder  der  ersten  Klasse  betrifft,  deren  Inhalt  positiv  gewählt  werden 
kann^  so  existieren  diese,  soweit  sich  bisher  ergab,  nnr  für  die  ein- 
facheren Varietäten  der  Kempolyeder,  so  daß  ihre  Auffindung  nicht 
aUzn  schwierig  war;  allerdings  mangelt  es  noch  an  einem  Beweise,  daß 
sämtliche  möglichen  nicht-konvexen  Polyeder  dieser  Klasse  bereits  ab- 
geleitet sind.  Zum  Schlüsse  möchte  ich  noch  auf  die  interessanten 
6  Mob  ins  sehen  Polyeder  aufmerksam  machen,  von  denen  3  zum 
inneren  Kern  das  Triakontaeder  haben,  während  die  Grenzflächen  der 
anderen,  ihnen  polar-reziproken  aus  den  vollständigen  Figuren  be- 
stimmter Varietäten  des  Pentakisdodekaeders  und  Deltoidhexekontaeders 
zu  entnehmen  sind. 

Wenn  auch  zugegeben  werden  muß,  daß  die  von  mir  Ihnen  hier 
vorgetragenen  Sätze  sozusagen  zum  Luxus  in  der  Geometrie  gehören, 
da  die  Möglichkeit  praktischer  Verwendung  so  gut  wie  ausgeschlossen 
erscheint,  so  glaube  ich  doch,  daß  ihnen  ein  rein  theoretisches  Inter- 
esse wohl  entgegengebracht  werden  kann,  und  ich  hoffe  die  vollstän- 
digen Untersuchungen  im  Zusammenhange  in  den  Abhandlungen  der 
Kaiserl.  Leopold.  Carolin.  Akad.  d.  Naturf.  später  zu  veröffentlichen. 


Dritter  Teil 
Die  Literatur-  und  Modellausstellung. 


A.  Bericht  über  die  Ausstellung. 

Von 
M.  DiSTBLi  in  Straßburg  i.  E. 


Nachdem  bereits  im  September  1902  auf  der  Versammlung  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  zu  Karlsbad  der  Beschluß  gefaßt 
worden  war,  mit  dem  111.  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  eine 
Ausstellung  wissenschaftlicher  Literatur,  sowie  neuerer  mathematischer 
Modelle  und  Apparate  zu  verbinden,  beauftragte  der  yorbereitende  Aus- 
schuß in  seiner  Sitzung  vom  20.  April  1903  in  Heidelberg  mit  der 
Ausführung  dieses  Vorschlages  eine  Kommission,  bestehend  aus  den 
Mitgliedern:  Disteli-Straßburg,  von  Dyck-München,  Gutzmer-Jena, 
Krazer- Karlsruhe,  Mehmke- Stuttgart  Später  wurde  diesem  Beschluß 
noch  der  weitere  hinzugefugt,  in  der  AussteUnng  Gelegenheit  zu 
Demonstrationen  mit  Lichtbildern  zu  geben,  teils  zur  Unterstützung 
von  Vorträgen,  teils  zur  selbsi»ndigen  Darlegung  dieses  modernen  Hilfs- 
mittels im  mathematischen  Unterricht. 

Dem  genannten  Zwecke  diente  ein  Projektionsapparat  System 
Schuckert,  sowie  das  Epidiaskop  der  Firma  Carl  Zeiß  in  Jena.  Als 
Ausstellungssaal  konnte  der  große,  neu  hergestellte  Saal  im  Museums- 
gebäude am  Ludwigsplatz  in  Aussicht  genommen  werden. 

Von  einer  detaillierten  Angabe  und  näheren  Beschreibung  aller 
eingegangenen  Ausstellungsgegenstände  muß  bei  dem  unserem  Aus- 
stellungsbericht  zu  Gebote  stehenden  Räume  abgesehen  werden.  Wir 
beschränken  uns  vielmehr  darauf,  unter  Abschnitt  B  bezüglich  der 
Literatur  die  Namen  derjenigen  Firmen  anzugeben,  die  sich  an  der  Aus- 
stellung in  der  Hauptsache  beteiligt  haben,  und  bezüglich  der  Modell- 
ausstellung eine  summarische  Übersicht  der  ausgestellten  Gegenstände 
durch  wissenschaftliche  Institute  und  die  einzelnen  Aussteller  anzuführen. 

Die  ErofEhung  der  Ausstellungen  wurde  auf  Donnerstag  den 
11.  August  festgesetzt  und  es  waren  dazu  zwei  größere  Demonstrationen 
mit  Lichtbildern  in  Aussicht  genommen.  Nachdem  die  Teilnehmer  des 
Kongresses  zu  diesem  Zwecke  auf  den  Galerien  des  Ausstellungssaales 
Platz  genommen,  begrüßte  zur  festgesetzten  Stunde  nachmittags  47^  Uhr 
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Gut zm er- Jena  die  Erschienenen  zur  Eröffnung  der  Literaturausstellung 
mit  folgender  Ansprache: 

Hochgeehrte  Anwesende! 

Im  September  1902  wurde  auf  der  Versammlung  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung  zu  Karlsbad  der  Beschluß  gefaßt,  mit  dem 
III.  Internationalen  Mathematiker  -  Kongreß  eine  Ausstellung  neuerer 
mathematischer  Modelle  und  der  wissenschaftlichen  Literatur  der  letzten 
10  Jahre  zu  verbinden.  Von  dem  vorbereitenden  Ausschuß  des  UI.  Inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses  ist  mir  der  Auftrag  zuteil  geworden^ 
die  Literaturausstellung  mit  einigen  Worten  zu  eröffnen. 

Ausstellungen  mathematischer  Modelle  und  Apparate  haben  bereits 
bei  früheren  Gelegenheiten  stattgefunden,  und  sie  haben  stets  ungemein 
lehrreich,  anregend  und  befruchtend  gewirkt;  eine  Ausstellung  mathe- 
matischer Literatur  stellt  dagegen  eine  Neuerung  dar.  Denn  daß  bei 
Gelegenheit  der  Weltausstellungen  zu  Chicago  1893  und  zu  Paris  1900 
in  dem  allgemeinen  Rahmen  der  Literatur  auch  mathematische  Schriften 
ausgel^  wurden  und  daß  dies  auch  in  diesem  Jahre  zu  St  Louis 
geschieht,  kommt  naturgemäß  nicht  in  Betracht  im  Vergleiche  mit  der 
gegenwärtigen  Literaturausstellung,  die  sich  auf  die  mathematischen 
Wissenschaften  beschrankt,  aber  in  diesem  Gebiete  eine  möglichst  große 
Vollständigkeit  fär  den  Zeitraum  der  letzten  10  Jahre  erstrebt. 

FreUich  sind  wir  hinter  dem  gesteckten  Ziele  weit  zurücl^geblieben. 

Denn  wenn  wir  einen  Blick  werfen  auf  die  gesamte  literarische 
Produktion  der  Welt  und  auf  die  wissenschaftliche  mathematische 
Produktion,  so  kommen  wir  zu  ganz  gewaltigen  Zahlen.  In  Deutsch- 
land waren  z.  B.  von  den  24  792  im  Jahre  1900  erschienenen  Büchern 
allein  1390  über  Mathematik  und  Naturwissenschaften  (=  5,6%),  und 
nach  einer  Zählung  von  Felix  Müller  gelangen  im  Jahrbuch  über  die 
Fortschritte  der  Mathematik  mehr  als  2000  Schriften  jährlich  zur  Be- 
sprechung, womit  aber  längst  nicht  Vollständigkeit  erreicht  wird. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Kürze  der  verfügbaren  Zeit  will  ich  auf  dieses 
Zahlenmaterial  hier  nicht  näher  eingehen,  indem  ich  auf  die  unten  im 
Anhang  wiedergegebene  Zusammenstellung  verweise.  Indessen  möchte 
ich  an  dieser  Stelle,  gerade  im  Hinblick  auf  den  internationalen  Cha- 
rakter  der  gegenwärtigen  Versammlung  darauf  hinweisen,  wie  ungleich- 
wertig die  Statistik  über  die  literarischen  Erscheinungen  ist,  selbst 
wenn  man  die  besten  Quellen  heranzieht.  Es  wäre  zu  wünschen,  daß 
hier  durch  eine  internationale  Vereinbarung  nach  dem  Vorbilde  der 
internationalen  Katalog-Konferenz  eine  gleichmäßige  Klassifikation  der 
Werke   und   Zeitschriften   herbeigeführt  würde.     Erst   dann  wäre   ein 
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statistisch  zutreffendes  Bild  von  dem  literarischen  Schaffen  der  einzel- 
nen Völker  zu  gewinnen.  Allerdings  darf  überhaupt  der  Wert  einer 
derartigen  Statistik  nicht  überschätzt  werden^  denn  gerade  in  der 
Mathematik  kann  die  wissenschaftliche  Leistung  eines  Volkes  nicht 
ausschließlich  nach  der  Zahl  der  Bücher  oder  Abhandlungen  bemessen 
werden:  hier  gilt  es  ganz  besonders  zu  wägen  und  nicht  zu  zahlen! 

Wir  haben  die  Ausstellung  von  vornherein  auf  die  wissenschaft- 
liche Literatur  beschränkt.  Aber  auch  in  dieser  Beschränkung  war 
eine  angenäherte  Vollständigkeit  nicht  im  Bereiche  der  Möglichkeit 
gelegen.  Denn  mancher  Verfasser  hat  sich  in  übergroßer  Bescheiden- 
heit nicht  bewegen  lassen,  seine  Schriften  auszustellen,  während  es  uns 
andererseits  nicht  immer  möglich  gewesen  ist,  alle  Verfasser  und  Ver- 
leger mathematischer  wissenschaftlicher  Literatur  zu  erreichen  und  für 
die  Ausstellung  zu  interessieren.  Einige  große  Sendungen,  die  uns 
angemeldet  wurden,  sind  nicht  eingetroffen. 

In  der  Unmöglichkeit,  jeden  einzelnen  hier  namhaft  zu  machen, 
der  die  literarische  Ausstellung  beschickt  hat,  sei  es  mir  gestattet,  mich 
auf  die  Anführung  einiger  Namen  zu  beschränken.  Ich  nenne  zuerst 
die  Firma  B.  G.  Teubner  in  Leipzig,  der  die  Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigung  überhaupt  zu  besonderem  Danke  verbunden  ist;  ich  nenne 
sodann  die  glänzende  Ausstellung  von  Gauthier-Villars  in  Paris: 
beide  Finnen  nehmen  mit  der  von  ihnen  eingesandten  Literatur  die 
eine  Längsseite  des  Saales  ein.  Auf  der  anderen  Längsseite  sind  zu- 
nächst andere  deutsche  Verleger  vertreten  wie  Vieweg  &  Sohn  (Braun- 
schweig), Göschen  (Leipzig),  Engelmann  (Leipzig),  Mayer  &  Müller 
(Berlin)  usw.  Alsdann  folgt  das  Ausland.  Ich  hebe  hier  die  Aus- 
stellung von  Huygens'  Werken  durch  die  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Haarlem  hervor;  ferner  erregt  ganz  besonderes  Interesse 
die  Gruppe  italienischer  Literatur,  um  deren  Zustandekommen  sich  die 
Firma  Ulrico  Hoepli  in  Mailand  in  dankenswerter  Weise  verdient 
gemacht  hat.  Es  folgen  des  weiteren  französische  Firmen  wie  Vui- 
bert  et  Nony,  Delagrave  und  Colin,  die  den  Verlag  mathema- 
tischer Werke  pflegen.  Den  Schluß  macht  eine  lleihe  kleinerer  Gruppen 
von  Literatur,  deren  Aufzählung  an  dieser  Stelle  ermüden  würde. 
Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  allen  Ausstellern  dafür,  daß  sie 
unserer  Einladung  gefolgt  sind,  namens  des  vorbereitenden  Ausschusses 
dieses  Kongresses  den  wärmsten  Dank  auszusprechen.  Ebenso  danke 
ich  auch  den  Herren  aufs  beste,  die  uns  hier  am  Orte  in  freundlichster 
Weise  unterstützt  haben. 

Zum  Schluß  möchte  ich  nochmals  betonen,  daß  es  sich  bei  der 
literarischen   Ausstellung    um    einen    ersten    Versuch    handelt,    dem 
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hoffentlich  yiele  andere  ähnliche^  bessere  und  yoUständigere  Ausstellungen 
folgen  werden. 

Ohne  der  Initiatiye  späterer  Kongresse  yorgreifen  zu  wollen,  erlaube 
ich  mir  einige  Gesichtspunkte  heryorzuheben,  die  yieUeicht  künftig  Be- 
achtung yerdienen.  Und  da  möchte  ich  yor  allen  Dingen  empfehlen, 
daß  die  Literaturausstellungen  sich  einen  engeren  Rahmen  wählen  als 
wir  es  getan  haben.  Meines  Erachtens.  wäre  es  z.  B.  yon  großem 
Interesse,  wenn  jedesmal  das  einladende  Land  seine  eigene  mathe- 
matische Literatur  für  einen  bestimmten  Zeitabschnitt  so  yoUständig 
als  möglich  ausstellte.  Das  läßt  sich  durchaus  erreichen,  denn  im 
eigenen  Lande  kennt  man  die  Verhältnisse  gut  und  kann  auf  allseitige 
Unterstützung  rechnen. 

Ein  anderer  Gesichtspunkt  wäre  der,  daß  man  etwa  alle  Lehr- 
bücher einer  bestimmten  Kategorie  zur  Ausstellung  yereinigte.  Wie 
lehrreich  wäre  z.  B.  eine  möglichst  yoUständige  Sammlung  der  eng- 
lischen und  amerikanischen  Text-books  für  den  höheren  mathematischen 
Unterricht  oder  einen  bestimmten  Zweig  desselben.  Andere  Vorschläge 
dieser  Art  hat  G.  Eneström  gemacht*),  so  daß  ich  mich  füglich  ent- 
halten kann,  näher  darauf  einzugehen. 

Wie  sehr  aber  auch  unsere  Literatur-Ausstellung  hinter  den  be- 
rechtigten Wünschen  und  Erwartungen  zurückbleiben  mag,  ein  Er- 
gebnis wird  dennoch  auch  hier  jedem  deutlich  werden:  die  stetig 
wachsende  Bedeutung  der  mathematischen  Wissenschaften 
für  das  gesamte  Leben  aller  Kiflturyölker  der  Gegenwart. 

Anhang. 

Einige  Zahlen  aus  der  Statistik  über  die  literarische 

Produktion  der  Welt. 
1.  Auf  der  ganzen  Welt  wurden  gedruckt: 


1436—1536 

42000  Bücher 

1536     1636 

575000 

}f 

1636—1736 

:     1225000 

f} 

1736     1822 

1839  000 

yf 

1822—1887 

6500000 

yj 

1887—1898 

•     1782000 

}} 

1899 

150000 

n 

1900 

150000 

fy 

1901 

150000 

}} 

1902 

150000 

n 

12563000  Bücher 
'■  rund  127,  Millionen  Bücher  (einschl.  Neuausgaben  und  Übersetzungen). 


*)  Bibliotheca  Mathematica,  dritte  Folge.   IV.  Band.    4.  Heft. 
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2.  In  Deutschland  betrag  die  Oesamtzahl  der  Druckschriften: 


im 

15.  Jahrhundert 

16     24000 

w    16-            j? 

100000 

„    17. 

200000 

.    18. 

500000 

3.  Bücl 

erproduktion  Deutschlands  1861 — 1900: 

1861-66  1866-70|l871-76'l876-80  18^1-86  1886-9oj  1891-95!  1896-1900 

1                                                 '                1 

Gesamte 
B  Clcherprodnktion 

47466      50  860  i  67  617   |   70  233 

1                 1 

76  719 

86  101 

109  778 

118  456 

Darunter: 

1                 ' 

1 
1 

Math.,  Naturw.  .  . 

3  016  1     8  639  <     4  136        4  884  '     5  294 

6  633         6  290 

6  424 

Erzieh.,  Unterricht. 

6  297  i     6  041  i     7  996  ,   11222      12  009 

12  662       14  127 

18  104 

Philosophie 

406  1        613  1        841            769  ,        716  !        760  |      1  134 

1522 

Bau-,  Ingenieurwiss. 

914 

949  1     1491  1     1933 

2  228 

2  090 

3  005 

3  474 

4.  Bücherproduktion  der  einzelnen  Länder  im  Jahre  1900.*) 

Deutschland:     Insgesamt  24  792 

Darunter:     Math.,  Naturw.  1  390 

Erziehung,  Unterricht  3  697 

Bau-,  Ingenieurwiss.  739 

Österreich-Ungarn:  Exakte  Wissenschaften  173 


Frankreich: 
Darunter: 


Niederlande: 
Darunter: 


Belgien: 

Darunter: 


Insgesamt  10  004 

Mathemat.  i.  allg.  28 

Astronomie,  Meteorol.,  Mechanik  32 
Physik,  Chemie  87 

Erziehung,  Unterricht  40 

Insgesamt  2889 

Math.,  Astronomie,  Meteorol.  30 
Baukunst,  Wasserbau,  Mechanik  52 
Erziehung,  Unterricht  99 

Insgesamt  2511 

Reine  Wissenschaften  175 

Unterrichtswesen  92 

Industrie  173 


**)  Die  nachstehenden  Angaben,  den  neuesten  und  zuverlässigsten  Quellen 
entnommen,  zeigen  deutlich,  daß  mangels  einer  einheitlichen  Klassifikation  die 
aufgeführten  Zahlen  nicht  vergleichbar  sind.  Aufgenommen  wurden  alle  Rubriken, 
in  denen  math.  Werke  enthalten  sein  können.  Über  mehrere  Länder  waren  ent- 
sprechende Angaben  nicht  zu  erlangen. 

Yerb.  d.  HL  latornAfe.  MathenL-Kongr.   Hddelberg  1904.  46 
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Italien: 

Insgesamt 

9935 

Darunter: 

Wissenschaften  (Math.,  Phys.) 

322 

Ingenieurwesen 

228 

Unterricht,  Erziehung 

398 

Großbritannien: 

.     f  neue  Werke 
Insgesamt    {     ^     ^^^^ 

5  760 

1389 

Darunter: 

Künste,  Wissenschaften,  f  neue  Werke 
Illustrierte  Werke                  1     „     Auflage 

385 

n    63 

Dänemark: 

TüHgesamt 

1251 

Darunter: 

Mathemat.,  Astronomie 

56 

Naturwissenscliaften 

53 

Pädagogik,  Jagendschrifien 

61 

Industrie 

13 

Norwegen: 

Insgesamt 

646 

Darunter: 

Mathematik 

20 

Naturwissenschaften 

45 

Erziehung,  Unterricht 

27 

Technologie  etc. 

54 

Schweden: 

Insgesamt 

1682 

Darunter: 

Mathemat,  Astronomie 

35 

Naturwissenschaften 

36 

Unterricht,  Jugendschriften 

176 

Technologie  etc. 

125 

Vereinigte  Staaten  von  Nordamerika: 


Neue 
Bücher 

Neue 
Auflagen 

Darunter 
amerik. 
Autoren 

3378 

(4701) 

99  (216) 
847  (366) 

Fremde 
Autoren 

Eingeführte 

englische 

Werke 

Insgesamt 

Darunter: 

Mathemat.,  Physik  . 
Erziehung  etc 

4490 

(6496) 

160  (250) 
431  (Ö29) 

1866 

(2645) 

24  (42) 
210  (31) 

1888 

(2122) 

24  (21) 
196  (136) 

1090 

(1318) 

61  (56) 
98  (58) 

Die  entsprechenden  Zahlen  für  das  Jahr  1901  sind  in  Klammem 
so    daß    sich    insgesamt   eine   beträchtliche  Steigerung  im 
Jahre  1901  herausstellt^  die  sich  in  den  einzelnen  Kolonnen  beläuft  auf: 
Insgesamt:       227o  42%  217o  537o  '^^% 
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5.  Zeitschriften  erschienen  in  Deutschland  im  Jahre  1901: 

Insgesamt  5545 

Darunter  für:    Mathematik  und  Astronomie  18 

Naturwissenschaften  138 

Erziehung,  XJnterrichtswissensch.  262 
Bau-,  Ingenieurwesen  etc.  224 

6.  Dissertationen  und  Programme  erschienen  in  Deutschland 
1900/1901  insgesamt:  3802,  dayon  über  exakte  Wissenschaften,  Mathe- 
matik, Physik,  Astronomie,  Meteorologie:  324. 

An  die  Eröffaung  der  LiteraturaussteUung  schloß  sich  unmittelbar 
diejenige  der  ModellaussteUung ,  welche  von  Disteli-Straßburg  mit 
folgenden  Worten  eingeleitet  wurde: 

Hochgeehrte  Versammlung! 

Im  Aufkrage  des  vorbereitenden  Ausschusses  habe  ich  die  Ehre, 
die  Modellausstellung,  die  Sie  heute  freundlich  mit  Ihrer  Gegenwart 
beehren,  ebenfalls  mit  einigen  Worten  zu  eröffnen. 

So  einleuchtend  auch  der  Vorschlag  erscheinen  mochte,  mit  dem 
gegenwärtigen  Kongresse  eine  Ausstellung  mathematischer  Modelle  und 
Apparate  zu  verbinden,  wäre  doch  seine  erfolgreiche  Durchf&hrung 
ohne  das  günstige  Entgegenkommen,  das  er  überall  gefunden,  nicht 
möglich  gewesen,  und  ich  erachte  es  daher  als  eine  erste  und  angenehme 
Pflicht,  namens  der  Ausstellungskommission  die  ihren  Bestrebungen  zu- 
teil gewordene  sympathische  Aufnahme  aufs  Wärmste  zu  verdanken. 

Unser  Dank  gebührt  vor  allem  dem  Gh-oßherzoglich  Badischen 
Ministerium  für  die  wertvolle  und  fördernde  Unterstützung,  deren  sich 
unser  Projekt  von  Anfang  an  zu  erfreuen  hatte;  sodann  den  leitenden 
Behörden  der  Universität  Heidelberg,  welche  uns  diesen  künstlerisch 
ausgestatteten  Saal  in  entgegenkommender  Weise  zur  Verfügung  stellten, 
sowie  dem  archäologischen  Institut  der  Universität,  welches  der  Kom- 
mission die  gesamte  vorhandene  Projektionseinrichtung  überlassen  hat. 
Er  gebührt  femer  den  wissenschaftlichen  Instituten  und  allen  Herren 
Ausstellern  für  die  gewährte  Bereitwilligkeit,  auf  unsere  Wünsche  ein- 
zugehen und  die  Ausstellung  mit  ihren  Erzeugnissen  zu  beschicken, 
insbesondere  dem  Landesdirektorium  der  Provinz  Hannover,  welches  es 
uns  ermöglichte,  das  Modell  der  L ei bniz sehen  Rechenmaschine  im 
Original  ausstellen  zu  können. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daß  im  Gegensatze  zur  literari- 
schen Produktion,  die  sich  über  das  Gesamtgebiet  der  mathematischen 
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Disziplinen  erstreckt,  der  Konstraktion  mathematischer  Modelle  und 
Apparate  engere  Ghrenzen  gezogen  sind.  Trotzdem  besteht  auch  hier 
eine  bemerkenswerte  Vielseitigkeit. 

Die  gegenwärtige  Ausstellung  will  nun  keineswegs  den  Anspruch 
auf  Vollständigkeit  bezüglich  der  Leistungen  erheben,  die  auf  dem  ge- 
nannten Gebiete  wissenschaftlicher  Betätigung  zu  yerzeichnen  sind.  In- 
dem für  die  Kommission  der  Gedanke  leitend  war,  nur  solche  Modelle 
zur  Ausstellung  zu  bringen,  welche  in  den  ungefähr  zehn  letzten  Jahren 
neu  hinzugekommen  sind,  also  von  allen  denjenigen  Erzeugnissen  abzu- 
sehen, die  auf  der  glänzenden  Ausstellung  vom  Jahre  1893  in  München*) 
zusammen  gestellt  waren,  gelang  es,  der  Ausstellung  zweckmäßig  ein 
übersichtliches  Maß  räumlicher  Ausdehnung  zu  geben,  und  erklärt  sich 
aus  diesem  Grunde  der  beschränkte  Umfang  des  jetzt  Gebotenen. 

Der  Überblick  über  das  Ganze  ist  daher  ein  sehr  einfacher  und 
bedarf  kaum  eines  Kommentars.  Es  ist  an  dieser  Stelle  nicht  möglich 
auf  Einzelheiten  einzugehen  und  die  Fortschritte  alle  aufzuzählen,  die 
Ihrem  kundigen  Blick  beim  Besuche  der  Ausstellung  nicht  entgehen 
werden.  Ich  darf  mich  begnügen  zu  erwähnen,  daß  unter  den  Aus- 
stellern mathematischer  Instrumente  und  Apparate  Firmen  wie  Carl 
Zeiß  in  Jena,  Chateau  Freres  in  Paris,  G.  Coradi  in  Zürich  und 
andere  yertreten  sind,  während  unter  den  ausgestellten  Modellen  zur 
Geometrie,  Kinematik  und  mathematischen  Physik  neben  zahlreichen 
anderen  Darbietungen  nur  die  „Sammlung  mathematischer  Modelle^ 
von  H.  Wiener  in  Darmstadt  und  der  Verlag  der  Firma  M.  Schilling 
in  Halle  a.  S.  hervorgehoben  werden  mögen. 

Noch  sei  mir  gestattet  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  neben 
der  bereits  erwähnten  L ei bniz sehen  Rechenmaschine,  über  welche 
heute  Herr  Runge-Hannover  noch  sprechen  wird,  die  Ausstellung 
noch  ein  zweites  historisches  Modell  besitzt:  i^mlich  das  Original  des 
Modells  der  Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  reellen  Geraden,  entworfen 
von  weiland  Professor  Christian  Wiener  in  Karlsruhe,  welches  Ori- 
ginal uns  von  der  dortigen  Großh.  Technischen  Hochschule  freund- 
lichst zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Erlauben  Sie  mir  ferner  noch  einige  geschäftliche  Mitteilungen 
machen  zu  dürfen.  Zunächst  sind  zur  nähern  Orientierung  im  Saale 
alle  ModeUtische  mit  den  Namen  der  betreffenden  Aussteuer  versehen 
und  sind  vielen  Ausstellungsgegensilmden  Kataloge,  Abhandlungen  oder 

*)  Vergleiche:  Katalog  mathematischer  und  mathematisch  -  physikalischer 
Modelle,  Apparate  und  Instrumente  nebst  Kachtrag,  herausgegeben  von  Prof. 
Walter  Dyck,  München  1892  u.  1898. 
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Zeichnungen  hinzugefügt,  deren  Sie  sich  beim  Besuche  der  Ausstellung 
nach  Gutdünken  bedienen  mögen. 

Die  Ausstellung  ist  täglich  geöffiiet  vormittags  9  bis  1  ühr,  nach- 
mittags 3  bis  7  Uhr  und  bin  ich  in  der  angenehmen  Lage  mitzuteilen, 
daß  eine  Reihe  yon  Kongreßteilnehmern  sich  bereit  erklärt  bat,  In- 
teressenten während  der  Ausstellungstage  Modelle  und  Apparate  mit 
erläuternden  Vorträgen  zu  demonstrieren.  Zeit  und  Thema  dieser  in 
der  Ausstellung  zu  haltenden  Vorträge  werden  jeweils  durch  Anschlag 
im  Empfangsbureau,  sowie  an  den  Saaleingängen  zur  Ausstellung  be- 
kannt gegeben  werden. 

Neben  Modellen  und  Apparaten  bildet  aber  in  neuerer  Zeit  auch 
die  Verwendung  des  elektrischen  Projektionsapparates  ein  wertvolles 
Hilfsmittel  im  Gebiete  des  mathematischen  Unterrichtes,  zumal  wenn 
es  sich  um  Vorträge  vor  einem  ausgedehnten  Auditorium  handelt. 

Der  vorbereitende  Ausschuß  glaubte  daher  durch  Veranstaltung 
einiger  Demonstrationen  nach  verschiedenen  Projektionsarten  versuchen 
zu  sollen,  Ihnen  ein  Bild  dieser  modernen  DarsteUungsmethoden  zu 
geben. 

Zu  diesen  Demonstrationen  hat  sich  die  Firma  Carl  Zeiß  in  Jena 
bereit  erklärt,  welche  Ihnen  die  Verwendung  und  Wirkungsweise  ihres 
Epidiaskopes  an  einer  Reihe  von  Lichtbildern  diverser  Gegenstände 
und  verschiedenen  Genres  zeigen  wird.  Sodann  darf  ich  bereits 
zwei  Vorträge  von  Herrn  H.  Wiener-Darmstadt  anmelden,  welcher 
an  einer  Serie  von  Schattenbildern  seiner  Modelle  die  Entwicklung 
geometrischer  Formen  demonstrieren  wird,  sowie  einen  Vortrag  von 
Herrn  F.  Schilling-Göttingen  über  die  Frage:  Welche  Vorteile  ge- 
währt die  Benützung  des  Projektionsapparates  im  mathematischen 
Unterricht?  Diese  Vorträge  finden,  soweit  die  Zeit  reicht,  heute  statt 
und  werden  morgen  Freitag  nachmittags  3  Uhr  in  diesem  Saale  fort- 
geführt werden. 

Indem  ich,  hochgeehrte  Anwesende,  zum  Schlüsse  meiner  Mit- 
teilungen gerne  der  Hoffnung  Ausdruck  gebe,  daß  die  Ausstellungen 
trotz  etwaiger  Mängel  und  UnvoUkommenheiten  an  innerem  Werte 
genug  zu  bieten  vermögen,  um  Ihres  Interesses  würdig  zu  sein,  gestatte 
ich  mir  noch,  Sie  nach  Beendigung  der  heutigen  Eröffnungsdemonstra- 
tionen namens  der  Ausstellungskommission  zu  einem  Rundgange  durch 
den  Saal  ergebenst  einzuladen. 

Nach  Eröffnung  beider  Ausstellungen  fand  der  erste  Vortrag  statt, 
indem  Runge -Hannover  historische  Bemerkungen  zur  Leibnizschen 
Rechenmaschine  machte,  die  er  am  Original  erläuterte  mit  der  gleich- 
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zeitigen  Ankündigung,  seine  Yorläufigen  Mitteilungen  mit  Demonstra- 
tionen Freitags  in  der  Ausstellung  weiter  ausführen  zu  wollen. 

Seine  historischen  Bemerkungen  finden  sich  im  Referat  zusammen- 
gefaßt unter  Abschnitt  C. 

Nachdem  sodann  der  Saal  Terdunkelt  worden  war^  schloß  sich  an 
diesen  Vortrag  die  erste  Demonstration  mit  Lichtbildern,  ausgeführt 
mit  dem  Epidiaskop  ZeiB  und  geleitet  yom  Vertreter  dieser  Firma. 
Nach  einer  kurzen  Beschreibung  der  Einrichtung  und  Wirkungsweise 
des  Apparates  erfolgten  zahlreiche  Projektionen  undurchsichtiger  Körper 
Ton  flacher  Form  mittels  auffallendem  Licht  (episkopische  Projektion), 
sowie  von  durchsichtigen  Körpern  (Diapositive)  für  durchfallendes  Licht 
(epidiaskopische  Projektion).  Während  bei  den  episkopischen  Pro- 
jektionen namentlich  die  brillante  Wiedergabe  der  Farben  auffiel, 
zeigten  die  epidiaskopischen  Bilder  hauptsächlich  in  der  Wiedei^abe 
landschaftlicher  Motive  eine  weitgehende  Schärfe  und  plastische  Ver- 
tiefung, selbst  bei  bedeutenden  Vergrößerungen. 

Nach  Beendigung  dieser  Veranstaltung  trat  an  Stelle  des  Epidias- 
kops der  Projektionsapparat  Schuckert.  Mit  diesem  Apparate  ent- 
warf H.  Wiener-Darmstadt  eine  Lehre  der  Entwicklung  geometrischer 
Formen  unter  Vorführung  von  Modellen  in  Schattenbildern.  Dieser 
Vortrag  wurde  Freitag  nachmittags  durch  einen  zweiten  ergänzt.  Der 
unter  Abschnitt  C  aufgeführte  diesbezügliche  Bericht  gibt  den  Lihalt 
beider  Vortrage  gemeinsam  wieder,  geordnet  nach  den  leitenden  Ge- 
sichtspunkten und  imter  Hinzufügen  einiger  weiterer  erläuternden  Be- 
merkungen, zu  denen  in  den  Vorträgen  selbst  die  Zeit  fehlte,  aber  bei 
den  Führungen  durch  die  Sammlungen  Gelegenheit  gegeben  war. 

Mit  Schluß  des  ersten  der  eben  genannten  Vorträge  war  die 
zweite  in  Aussicht  genommene  Demonstration  beendet,  und  die  Stunde 
herangerückt,  mit  welcher  nach  einer  kurzen  Besichtigung  der  Aus- 
stellung der  erste  Ausstellungstag  programmgemäß  seinen  Abschluß  fand. 

Die  Ausstellung  wurde  Freitag  den  12.  August  morgens  9  Uhr 
wieder  geöflEuet  und  hielt  daselbst  97^  Uhr  zunächst  Minkowski - 
Göttingen  vor  der  Sektion  I  seinen  Vortrag;  „Zur  Geometrie  der 
Zahlen'^  unter  Vorführung  zahlreicher  Lichtbilder,  die  mittels  des  Epi- 
diaskops im  unverdunkelten  Räume  entworfen  wurden.  Nach  dem  Vor- 
tn^e  fanden  für  die  Anwesenden  Erklärungen  der  ausgestellten  Modelle 
durch  Mitglieder  der  Ausstellungskommission  und  die  Vertreter  ver- 
schiedener Firmen  statt. 

Ein  besonders  reges  Leben  aber  entfaltete  sich  in  der  Ausstellung 
während    der   Demonstrationen   der   Sektion  IV.   für   Angewandte 
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Mathematik,  die  von  liy,  bis  ly,  Ulir  in  dem  Ausstellungssaale  statt- 
fanden. AuBer  den  bereits  in  der  Sektion  angemeldeten  seien  ins- 
besondere hervorgehoben  die  folgenden  interessanten  Vorträge  und  Ver- 
snche,  die  teils  Tor  teils  nach  der  Sitzung  bei  gruppenweiser  Führung 
stattfanden  und  auf  welche  durch  Anschlag  hingewiesen  worden  war: 
A.  Greenhill:  Demonstrationen  am  Gyroskop,  dem  deformablen  Hyper- 
boloid Darboux  und  diversen  Modellen  der  theoretischen  und  prak- 
tischen Mechanik. 
A.  Eempe:    Erklärung   und  Demonstration    eines  Gelenkmechanismus 

zur  Teilung  des  Winkels. 
F.  Klein:     Demonstrationen   mit   dem   Maxwellschen   Ej-eisel,    dem 
Gyrostaten,  den  Flüssigkeitskreiseln  und  Erklärung  der  Gipsmodelle 
über  die  Ausbreitung  der  Wärme  in  einem  Stabe. 
L.  Prandtl:     Vortrag  über  Flüssigkeitsbewegung  bei  kleiner  Reibung 

mit  Hilfe  von  Lichtbildern  des  Epidiaskops. 
C.  Runge:   Erklärung  und  Demonstrationen  der  Leibnizschen  Rechen- 
maschine am  Original. 
M.  Brückner:  Erklärung  der  gleicheckig-gleichseitigen  Polyeder. 
S.  Finsterwalder:   Über  die  deformablen  Drahtgeflechte  von  Minimal- 
flächen;  Erklärung   des   Gletschermodells    und    des  photogramm- 
metrischen  Apparates. 
F.  Schilling:    Erklärung   neuer   kinematischer  Modelle   zur  Verzah- 
nungslehre der  Stirnräder. 
A.  Sommerfeld:  Demonstration  des  Töpler sehen  Universalapparates. 
H.   Wiener:     Erklärung    und    Vorführung    zahlreicher    Modelle    aus 
^^H.  Wieners  Sammlung  mathematischer  Modelle''  insbesondere  der 
beweglichen  Drahtmodelle. 

Die  Ausstellung  wurde  sodann  nachmittags  3  Uhr  wieder  geöffbet 
und  fand  um  4  ühr  die  angekündete  Fortsetzung  größerer  Lichtbilder- 
demonstrationen statt. 

F.  Schilling-Göttingen  erö&ete  dieselbe  mit  einer  Besprechung 
der  Frage:  Welche  Vorteile  gewährt  die  Benutzung  des  Projektions- 
apparates im  mathematischen  Unterricht?^  bei  welcher  Gelegenheit  an 
einer  großen  Zahl  von  Lichtbildern  verschiedenartig  hergestellter  Dia- 
positive unter  Benutzung  des  Epidiaskops  die  mannigfaltige  Verwen- 
dung des  Projektionsapparates  überhaupt^  insbesondere  in  der  darstel- 
lenden Geometrie,  graphischen  Statik,  Photogrammetrie,  Perspektive 
und  Kinematik  dargelegt  wurde.  Das  Referat  dieses  Vortrages,  welches 
gleichzeitig  auch  die  auf  diesen  Vortrag  folgende  Ergänzung  umfaßt, 
folgt  unter  Abschnitt  C. 
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An  diese  Demonstrationen  reihte  sich  die  Fortsetzung  des  Donners- 
tags begonnenen  Vortrages  von  H.  Wiener:  Entwicklung  geometri- 
scher Formen,  über  welchen  Vortrag  gleichzeitig  mit  dem  ersten  in 
dem  unter  dieser  Überschrift  gegebenen  Bericht  unter  C  referiert  ist. 
Der  Vortragende  entwarf  mittels  des  Projektionsapparates  eine  stattliche 
Zahl  von  Schattenbildern  diverser  Modelle,  durch  welche  u.  a.  die  Ent- 
stehung aller  Besonderheiten,  die  bei  der  Projektion  geometrischer 
Linien-  und  Flächengebilde  auftreten,  insbesondere  die  XJmrißlinien  von 
Rotations-  und  Schraubenflächen,  sowie  ihre  Beziehungen  zu  den  Haupt- 
tangentenkurven durch  rotierende  Drahtmodelle  erklärt  und  anschau- 
lich dargelegt  wurden. 

An  diese  Ausführungen  schloß  sich  alsdann  der  bereits  erwähnte 
zweite  Vortrag  von  F.  Schilling,  welcher  die  episkopische  Projektion 
verschiedener  beweglicher  kinematischer  Modelle  insbesondere  zur  Ver- 
zahnungslehre zum  Gegenstand  hatte. 

Damit  war  auch  die  für  den  zweiten  Ausstellungstag  in  Aussicht 
genommene  Reihe  von  Lichtbilderdemonstrationen  beendet,  während 
diä  Ausstellung  selbst  bis  Sonnti^  den  16.  August  mittags  geöffnet  blieb. 

Der  zahlreiche  Besuch,  dessen  sie  sich  erfreute,  darf  wohl  als  eine 
Bestätigung  angesehen  werden,  daß  die  Veranstaltungen  ihren  Zweck 
erreichten  und  das  Interesse  nachhaltig  wachzuhalten  vermochten.  Gab 
die  Literaturausstellung  ihrerseits  ein  Bild  von  dem  bedeutenden  Um- 
fange der  Produktion  auf  allen  Gebieten  mathematischer  Betätigung,  so 
zeigte  anderseits  die  Modellausstellung  eine  immerhin  beachtenswerte 
Vielseitigkeit  der  Hilfsmittel,  die  dem  Mathematiker  zur  Veranschau- 
lichung seiner  Ideen  zu  Gebote  stehen. 

In  diesem  Sinne  werden  wohl  jedem  Besucher  der  Ausstellung 
Modelle  und  Lichtbilder  von  schätzenswerter  Bedeutung  im  Unterricht 
erschienen  sein,  nicht  als  Mittel,  um  an  eigener  Gedankenarbeit  zu 
sparen  oder  die  Konstruktionen  im  Zeichensaal  durch  eine  flüchtige 
Folge  fertiger  Lichtbilder  zu  ersetzen,  wohl  aber  als  Träger  und  Ver- 
mittler von  Anschauungen,  Vorstellungen  und  Erfahrungen,  um  bei  dem 
stetig  wachsenden  Umfang  der  mathematischen  Disziplinen  das  Gute 
erfolgreich  zu  verbreiten  und  das  Interesse  für  Neues  dauernd  und  be- 
lebend anzuregen. 
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A.  Literatnransstellniig. 

An  der  LiteraturaussteUung  beteiligten  sich  die  folgenden  in  alpha- 
betischer Ordnung  aufgeführten  Firmen  des  In-  und  Auslandes: 

I.   Deutschland. 

1.  Baumgärtners  Buchhandlung,  Leipzig. 

2.  G.  Braunsche  Hofbuchdruckerei  u.  Yerl^,  Karlsruhe. 

3.  Ferd.  Dümmlers  Verlagsbuchh.,  Berlin. 

4.  Dürr  sehe  Buchhandlung^  Leipzig. 

5.  Wilhelm  EngelmanU;  Verlagsbuchhandlung,  Leipzig. 

6.  G.  Freytag,  Leipzig. 

7.  G.  J.  Göschensche  Yerlagshandlung,  Leipzig. 

8.  Robert  Grassmanns  Verl^,  Stettin. 

9.  Hei wing  sehe  Verlagsbuchhandlung,  Hannover. 

10.  Ferdinand  Hirt,  Breslau. 

11.  C.  A.  Kochs  Verl^  (H.  Ehlers),  Dresden. 

12.  M.  Krayn,  Verlagsbuchhandlung,  Berlin. 

13.  Mayer  &  Müller,  Berlin. 

14.  Metzlersche  Buchhandlung,  Stuttgart. 

15.  Moritz  Schauenburg,  Lahr. 

16.  Ferdinand  Schöningh,  Paderborn. 

17.  Leonhard  Simion  Nachf.,  Berlin. 

18.  Eugen  Strien's  Verkg,  Halle  a.  S. 

19.  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

20.  Friedr.  Vieweg  &  Sohn,  Braunschweig. 

21.  J.  J.  Weber,  Leipzig. 

22.  Konrad  Witt  wer,  Sort.-  u.  Verlagsbuchhandlung,  Stuttgart. 

23.  Hermann  Zieger,  Leipzig. 
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n.   Ausland. 

1.  The  Royal  Irish  Academy,  Dublin. 

2.  Augustin  Allne. 

3.  Wilhelm  Braumüller,  Wien. 

4.  Carvallo,   Examinateur  de    sortie    ä  TEcole  poljtech.,   Paris,   nie 
Clovis  1. 

5.  Lauro  Clariana  Ricart,  Catedrätico  en  la  Universidad  Barcelona, 
Balmes  67. 

6.  D.  Coelingh,  Amsterdam. 

7.  Armand  Colin,  Librairie,  Paris,  rue  de  Mezieres  5. 

8.  Ch.  Delagrave,  Libraire,  Paris,  rue  Soufflot  15. 

9.  S.  Dickstein,  Professor,  Warschau,  Marszalkowska  117. 

10.  G.  Eneström,  Bibliothekar,  Stockholm,  Grefturegatan  77. 

11.  Victorino    Garcia   de  la  Cour,   Catedrätico   en  la  Universidad 
Madrid. 

12.  Zoel    de    Galdeano,    Catedrätico    en    la    Universidad    Zaragoza, 
Cöso  99. 

13.  Gauthier-Villars,  Imprimeur-Libraire,  Paris. 

14.  Georg  &  Co.,  Librairie,  Geneve. 

15.  Carl  Gerolds  Sohn,  Verlagshandlung,  Wien. 

16.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Christiania. 

17.  R.  Giusti,  Livomo. 

18.  U.  Hoepli,  Maüand. 

19.  Alfred  Holder,  Wien. 

20.  Holland.  Gesellsch.  der  Wissenschaften,  Haarlem. 

21.  Andr.  Fred.  H0st  &  Son,  Kopenhagen. 

22.  Ad.  Hoste,  Imprimeur-Editeur,  Gand. 

23.  A.   Macfarlane,    Professor,    Gowrie    Grove,    Chatham,    Ontario, 
Canada. 

24.  Murillo,  Madrid. 

25.  B.  Pellerano,  Neapel. 

26.  J.  K.  Puzyna,  Professor,  Lwow  (Lemberg). 

27.  Fr.  Rivnäö,  Prag. 

28.  J.  Ruis  7  Casas,   Catedrätico  en  la  Universidad  Zaragoza,   Calle 
de  San  Miguel  30. 

29.  Egl.  Danske  Widenskab.  Selskab,  Eopenhi^en. 

30.  A.  W.  Sijthoff,  Leiden. 

31.  E.  Spoerri,  Pisa. 

32.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor,  Porto. 
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33.  Eduardo    Torroja   y   Caballe^    Catedratico   en  la   Universidad, 
Madrid. 

34.  Vuibert  &  Nony,  Librairie,  Paris,  Boul.  St.  Germain  63. 

35.  A.  Wassilieff,  Professor,  Universität,  Kasan. 

36.  N.  Zanichelli,  Bologna. 

B.  Modellausstellnng. 

Zur  leichteren  Übersicht  mögen  die  ausgestellten  Gegenstände  in 
zwei  Gh-uppen  gesondert  aufgeführt  werden.  Sie  yerteilen  sich  in 
folgender  Weise  auf  die  in  alphabetischer  Ordnung  zusammengestellten 
Aussteller  der  yerschiedenen  Länder: 

a)  Instrumente  und  Apparate. 

1.  Bombicki  und  Lamm,  Berlin. 

Rechenmaschine  „Triumphator^. 

2.  Chateau  Freres,  Firma  für  Präzisionsmechanik,  Paris. 

Kurrenerzeugimgsapparate:  Campylograph  Dechevrens,  Zirkel 
Schwartzbard;  Torrfes'  Maschine  zur  Auflösung  trinomischer 
Gleichungen;  Winkelteiler  nach  Longchampt  und  Malassis- 
Chateau.  Zahlreiche  Zeichnimgen  und  Photographien  der  er- 
zeugbaren Kurven. 

3.  G.  Coradi,  Mathematisch-mechanisches  Listitut,  Zürich. 

Differentiator  G.  Coradi;  Integraph  System  Abdank-Abakano- 
wicz;  Parabolograph  Payne-Coradi;  Harmonischer  Analysator 
nach  Prof.  0.  Henrici,  London. 

4.  Göttingen,  Mathematisches  Institut  der  Universität. 

Kreisel  nach  Maxwell;  Gyrostat  nach  Lord  Kelvin;  Flüssigkeits- 
kreisel  nach  Prof.  Schwarzschild-Göttingen.  Verschiedene  Dia- 
positive zur  kinematischen  Erzeugung  von  Kurven;  Modelle  und 
Tafeln  zur  Funktionenlehre,  Flächentheorie  und  mathematischen 
Physik. 

5.  A    Greenhill,  Professor,  London. 

Das  hängende  und  das  gestützte  rotierende  Rad  (Gyroskop),  das 
deformable  Hyperboloid  Darboux;  verbesserter  Flaschenzug;  Mo- 
delle zur  Mechanik. 

6.  Grimme,  Natalis  &  Co.,  Maschinenfabrik  Braunschweig. 

Die  Rechenmaschinen  „Brunsviga''  und  „Addograph". 

7.  A.  Kempe,  Gymnasialoberlehrer,  Rotterdam. 

Gelenkmechanismus  zur  Teilung  des  Winkels. 

8.  Landesdirektorium  der  Provinz  Hannover. 

Original  der  Leibnizschen  Rechenmaschine. 
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9.  0.  Leuner,  Mechanisches  Institut  der  K.  Technischen  Hochschule, 
Dresden. 
Der  Top  1er sehe  Universalapparat  für  den  Mechanik-Unterricht. 

10.  J.  Schnöckel,  K.  Landesvermesser,  Aachen. 

Apparat  zur  mechanischen  Bestimmung  des  Inhaltes  und  der 
Momente  verschiedener  Ordnung  ebener  Flächenstücke. 

11.  Wien,  K.  u.  K.  Technische  Hochschule. 

Zjklograph  und  EUipsograph  nach  Prof.  Th.  Schmid,  ausgestellt 
von  Mechaniker  Penocny,  Wien. 

12.  Carl  Zeiß,  Optische  Werksiätte  Jena. 

Das  Epidiaskop  und  Episkop.  Reichhaltige  Sammlung  optischer, 
zum  Teil  für  Demonstrationszwecke  zerlegbarer  Instrumente:  Neue 
Stereoskope,  Stereometer,  Verantiupen,  Relieffemrohre,  Feldstecher, 
photographiscbe  Apparate,  diverse  Diapositive. 

b)  Mathematisohe  Modelle. 

1.  M.  Brückner,  Gymnasialoberlehrer,  Bautzen. 

Große  Sammlung  von  Kartonmodellen  der  gleicheckig-gleichseitigen 
Polyeder. 

2.  E.  Estanave,  Dr.  ^s  sciences,  Paris. 

Hyperbolograph. 

3.  S.  Finsterwalder,  Professor,  München. 

Diverse  bewegliche  Drahtmodelle  von  Minimalilächen;  Modelle  zu 
praktischen  Problemen  der  Kugelteilung;  Gletschermodell  und  neuer 
photogrammetrischer  Apparat. 

4.  Jena,  Mathematisches  Institut  der  Universität. 

Reguläre  Raumeinteilung  bei  Nichteuklidischer  Maßbestimmung; 
räumliches  Netz  eines  regulären  Körpers  im  vierdimensionalen  Raum 
von  Prof.  Hoßfeld  in  Eisenach. 

5.  Karlsruhe,  Großh.  Technische  Hochschule. 

Originalmodelle  der  Fläche  DI.  Ordn.  mit  27  reellen  Geraden,  ent- 
worfen von  weiland  Professor  Christian  Wiener;  Vorlesui^s- 
modelle  zur  darstellenden  Geometrie  (ausgeführt  vom  Mechaniker 
F.  Steflitschek,  Wien);  der  Perspektivapparat  von  Professor 
E.  Brauer,  Karlsruhe. 

6.  L.  Klug,  Professor,  Klausenburg. 

Holzmodelle  des  Ringes  und  Schraubenrohrs  mit  Isophoten.  Modelle 
des  geraden,  schiefen  und  des  Plückerschen  Konoids,  sowie  der 
geraden  Normalenfläche  des  Kegels  IL  Ordng.  nebst  ihren  Schatten- 
bestimmungen. 
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7.  C.  Lei  st,  Professor  a.  d.  K.  Technischen  Hochschule,  Berlin. 

Apparat  zur  Darstellung  räumlicher  Figuren  für  den  Mechanik- 
unterricht.    (Yorlesungsmodell.) 

8.  M.  Schilling*),  Verlagshandlung,  Halle  a.  S. 

J.  Mathematische  Physik.  Gipsmodell  zur  Darstellung  der  Ge- 
staltsänderung einer  schwingenden  Saite,  sowie 

2  Gipsmodelle  zur  Theorie  der  Wärmestrahlung  in  einem  Stabe 
nach  Prof.  F.  Klein,  Göttingen;  konstruiert  von  Oberlehrer 
Dr.  Schellenberg,  Mülheim  a.  d.  R. 

3  Bäumliche  Drahtmodelle  der  elektrischen  Äquipotential-  und  Kraft- 
linien nach  Prof.  0.  Wiener,  Leipzig. 

U.  Geometrie.  3  Kartonmodelle  über  die  Krümmung  der  Flächen, 
nach  Prof.  Ch.  Wiener,  Karlsruhe. 

5  Gipsmodelle  der  Flächen  H.  Ordnung  zum  Gebrauche  für  Studie- 
rende. 

5  Fadenmodelle  eituger  einfacher  Regelflächen:  Hyperboloid,  Para- 
boloid,  Plückersches  Zylindroid,  Developpable  der  Raumkurve 
IV.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  von  Prof  H.  Wiener,  Darm- 
stadt. 

7  Fadenmodelle  der  Kegel  III.  Ordnung  vom  Geschlecht  Null  und 
Eins  von  Prof.  H.  Wiener,  Darmstadt. 

10  Gipsmodelle  architektonischer  Polyeder  zum  Unterricht  in  dar- 
stellender und  projektiver  Geometrie  nach  Prof.  G.  Hauck, 
Berlin. 

Yorlesungsmodelle  einer  Durchdringung  von  Pyramide  und  Prisma, 
sowie  einer  projektiven  Erzeugung  der  Kegelschnitte  nach  Prof. 
F.  Schilling,  Göttingen.  Einzelne,  sowie  Systeme  von  Schrauben- 
linien mit  der  nämlichen  Ganghöhe. 

6  Modelle  zur  Theorie  der  kubischen  Raumkurve:  Kubische  Ellipse, 
Hyperbel,  Parabel  und  Horopter,  auf  durchsichtigen  Zelluloid- 
zy lindem,  dargestellt  von  Dr.  W.  Ludwig,  Karlsruhe. 

2  Gipsmodelle  für  die  Abbildung  der  projektiven  Ebene  auf  eine 
im  Endlichen  geschlossene  singularitätenfreie  Fläche  von  Dr. 
W.  Boy,  Göttingen. 

Gipsmodell  der  Grenzfläche  eines  parabolischen  Strahlsystems  nach 
Prof.  K.  Zindler,  Innsbruck. 


*)  Für  eine  ansführliche  Erklärung  und  Beschreibung  der  oben  angeführten 
Modelle  verweisen  wir  auf  den  „Katalog  mathematischer  Modelle^S  yeröffentlicht 
durch  die  Verlagshandlung  M.  Schilling,  Halle  a.  S.  1903,  welcher  der  Ausstellung 
beigegeben  war. 
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Gipsmodell   einer  Fläche  III.  Ordnung   mit   parabolischem  Punkt 

nach  Prof.  P.  Stäckel,  Kiel, 
ni.    Kinematik.     3   Modelle    zur   Kreiseltheorie:    Die    epi-   und 
perizykloidische  Drehung  eines  kraftfreien  ^  starren  Körpers  und 
ihre  Übergangsform  nach  Prof  H.  Gr  aß  mann,  Gießen. 
12  Modelle  von  Prof  F.  Schilling*),  Göttingen.    Erzeugung  der 
Trochoiden,    Zykloiden    und    Kreisevolventen;     Zwillingskurbel- 
getriebe und  Inversoren  nach  Peaucellier,  Hart  und   Sylvester- 
Kempe. 
11  Modelle   von  Prof  F.  Schilling   zur   Verzahnungstheorie  der 
Stirnräder.     Erzeugung  der  Pascalschen  Kurven.     Die  Methoden 
der    Zykloiden-     und     Evolventenverzahnung     der     Stirnräder; 
Methoden  der  Hilfspolbahnen,  der  Aquidistanten,  der  sekundären 
Polbahnen  und  der  Triebstockverzahnung. 
9.  F.  Steflitschek,  Mechaniker,  Wien. 

Universalapparat  der  Durchdringui^en  von  Prismen-  und  Zylinder- 
flächen mit  beliebigen  Körpern.  ITniversalschnittebene  oder  Profil- 
taster für  beliebige  Körperquerschnitte. 

10.  B.  V.  Tötössy,  Professor,  Budapest. 

Mehrere  Bände  ausgewählter  Lösungen  von  Problemen  der  pro- 
jektiven und  darstellenden  Geometrie,  die  anläßlich  der  Staats- 
prüfungen von  der  K.  K.  Technischen  Hochschule  Budapest  ge- 
stellt wurden, 

11.  W.  Voigt,  Professor,  Göttingen. 

Modelle  zur  Elastizität,  der  Pyro-  und  Piezoelektrizität  der  Krystalle. 

12.  H.  Wiener   in  Darmstadt  und   Mathematisches   Institut**) 

der  Großh.  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt  (unter  Leitung 
von  Prof  H.  Wiener***)). 

I    Ebene  Gebilde.  Projektionsmodelle. 

n.  Ebenflächige  Raumgebilde.  Die  5  regelmäßigen  (Pla- 
tonischen) Vielflache  in  Draht,   sowie  die  höheren  (Keplerschen 

*)  Vergleiche  die  Fußnote  Abschnitt  C,  S.  755. 

**)  Man  vergleiche  den  Zusatz  I  im  Anhang  zu  H.  Wieners  Vortrag  „Ent- 
wicklung geometrischer  Formen". 

^**)  Ein  ausführliches  Verzeichnis  sämtlicher  im  math.  Institut  der  Techn. 
Hochschule  zu  Darmstadt  unter  Leitung  von  Prof.  H.  Wiener  angefertigten 
Modelle,  insbesondere  der  in  der  Heidelberger  Ausstellung  enthaltenen,  kann  von 
dem  genannten  Institut  bezogen  werden.  Die  wichtigeren  erscheinen  in  „H.  Wieners 
Sammlung  mathematischer  Modelle^^  deren  Verlag  vom  1.  Jannar  1905  ab  B.  6. 
Teubner  in  Leipzig  übernommen  hat. 

Über  die  einzelnen  Modelle  finden  sich  erläuternde  Bemerkungen  in  H.  Wieners 
Vortrag  S.  739,  sowie  in  dem  Anhang  dazu  S.  746. 
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und  Poinsotschen)  Vielflache  mit  Fäden  in  Drahtgestellen  durch 
ihre  Kanten  dargestellt.  Regelmäßige  Yielstrahlen  als  geschlossene 
Spiegelsysteme. 

In  Kanten  biegbare  (ofifene)  Vielflache  (vergl.  unten:  „Flächen- 
biegung''). 

ni.  Zylinder  und  Kegel  2.  Ordnung  in  Kreisschnitten  beweglich 
(vergl.  ,^ächen  2.  Ordn.").  Die  Kegel  3.  Ordnung  in  7  Gestalten 
(Fadenmodelle). 

lY.  Raumkuryen  und  abwickelbare  Flächen.  Krümmung 
und  Torsion. 

Singularitäten  der  Raumkurven:  Fadenmodelle  ihrer  abwickel- 
baren Flächen  in  je  8  Fällen  für  viererlei  Lage  der  betrachteten 
Kuryenstelle  gegen  das  unendlich  Feme. 

Die  4  Fälle  der  Raumkurve  3.  Ordnung  in  ihrer  L^e  gegen 
das  unendlich  Feme,  als  Punktkurre  mit  ihren  Asymptoten  (Draht- 
modelle), als  Tangeutenkurve  (Fadenmodelle),  und  als  Durchdringung 
(desgl.).  In  denselben  dreierlei  Darstellungen  die  Raum  kurve 
4.  Ordnung  erster  Art  mit  ihren  wesentlich  Terschiedenen  Ge- 
stalten. 

Rationale  Lissajoussche  Kuryen. 

Transzendente  Raumkurven:  Schraubenlinie  mit  Schmiegungs- 
ellipse.  Raumkurye,  die  aus  der  Schraubenlinie  mittels  einer 
Imaginär -Projektion  abgeleitet  ist.  —  Kollineares  Raumbild  der 
Schraubenlinie.  Logarithmische  Spirale  auf  dem  Kegel.  Geodä- 
tische Linien  auf  dem  Kegel  mit  1  und  2  Doppelpunkten.  Loxo- 
drome  auf  der  Kugel.  Haupttangentenkurve  einer  schiefen  ge- 
schlossenen Regelschraubenfläche,  auf  der  Drehfläche  einer  Hyperbel 
gelegen,  deren  eine  Asymptote  Drehachse  ist. 

V.  Regelflächen:  Zylindroide  (vgl.  auch  unter  „Flächen  2.  Ordn."). 

VI.  Flächen  2.  Ordnung.  Gips-  und  FadenmodeUe  der  Flächen 
2.  Ordnung  in  verschiedenen  AusfCLhrungen.  Drahtmodelle  der 
Hauptschnitte. 

Bewegliche  Modelle  mit  2  Scharen  gerader  Erzeugender  und 
solche  mit  zwei  Scharen  von  Kreisschnitten  aus  Drähten,  die  an 
Kreuzungen  durch  „H.  Wieners  geschränktes  Verbindungsgelenk'^ 
verbunden  sind.  Geradliniges  Dreh -Hyperboloid  und  Paraboloid 
als  bewegliche  Fadenmodelle  ohne  angehängte  Gewichte. 
VTI.  Dreh-  und  Schraubenflächen.  Kreisring  und  Dreh- 
fläche einer  zur  Sinuslinie  affinen  Meridiankurve  (DrahtmodeUe  auf 
einer  Achse  drehbar).    Geschlossene  Regel-Schraubenfläche  (Wendel- 
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fläche  und  schiefe)  als  Fadenmodelle  und  als  Drahtmodelle  mit 
eingesetzten  Haupttangentenkurven.  Röhrenschraubenfläche  aus 
Drahtkreisen). 

VIII.  Büschel  von  Flächen  2.  Ordnung.  Sämtliche  durch 
V.  Staudt  aufgestellte  14  Arten ^  jede  mit  den  wichtigsten  durch 
Reellitätsunterschiede  bedingten  Hauptfällen  (27  Fadenmodelle). 
Hierunter  Darstellung  der  imaginären  Geraden  2.  Art  (nach 
V.  Staudt),  Berührung  von  Hyperboloiden,  entsprechend  den  hyper- 
boloidischen Zahnrädern^  Durchdringungen  in  Baumkurven  4.  Ord- 
nung 1.  Art. 

IX.  Scharen  von  Flächen  2.  Ordnung.  Flächen  gleichen  Bö- 
schungswinkels (gleichen  Gefälles)  über  einem  horizontalen  Kegel- 
schnitt in  verschiedenen  Ausführungen  und  zwar  über  Ellipse, 
Parabel  und  Hyperbel  (letzterer  Fall  nach  einem  von  C.  Rodenberg 
angegebenen  Modell). 

X.  Beleuchtung  von  Flächen.  Gipsmodelle  mit  farbiger  Ab- 
tönung der  durch  Lichtgleichen  getrennten  Bereiche.  Kugel,  Ring- 
fläche; Urne  als  Drehfläche  einer  zur  Sinuslinie  affinen  Meridian- 
linie und  als  Drehfläche  einer  aus  Geraden  und  Kreisbögen  zu- 
sammengesetzten Meridianlinie.  Abwickelbare  und  windschiefe 
Schraubenfläche.  Elliptisches  und  hyperbolisches  Paraboloid.  Bö- 
schungsfläche über  einer  Ellipse. 

XI.  Geländedarstellungen.  Gipsmodelle  mit  Höhenlinien,  des- 
gleichen mit  Kurven  gleicher  Flächensteilheit  (gleichen  Gefälles). 
Reliefkarten  zur  Feststellung  der  Wirkung  verschiedener  Über- 
höhung. 

XII.  Flächenbiegung.  Die  Biegung  einer  Fläche  mit  zwei 
Scharen  kongruenter  geodätischer  Linien,  die  auch  für  endliche 
Biegungen  2  Systeme  einander  zugeordneter  Biegungslinien  bleiben 
(Vossische  Fläche),  veranschaulicht  durch  endliche  Biegui^  eines 
aus  ebenen  Vierecken  bestehenden  Vielflaches.*) 


*)  Vergl.  die  Verh.  d.  Ges.  d.  Naturf.  und  Ärzte,  76.  Vers,  zu  Caasel,  S.  29. 


C.  Vorträge. 


Über  die  Leibnizsche  Rechenmaschine. 

Von 
0.  Bunge  aus  Hannover. 


Darf  ich  die  Aufmerksamkeit  der  Versammlung  auf  einen  Gegen- 
stand der  Ausstellung  lenken^  den  das  Landesdirektorium  der  Provinz 
Hannover  uns  freundUchst  zu  Verfügung  gestellt  hat.  Sie  sehen  hier 
die  Rechenmaschine^  die  von  Leibniz  erfunden  und  zu  seinen  Lebzeiten 
ausgeführt  worden  ist.  Sie  ist  deshalb  so  interessant^  weil  sie  in 
wesentlichen  Dingen  mit  der  modernen  Rechenmaschine  von  Thomas 
übereinstimmt.  Allerdings  ist  bei  der  modernen  Rechenmaschine  die 
Zehnerübertragung  weit  vollkommener  eingerichtet.  Die  Schwierigkeit^ 
die  hierbei  überwunden  werden  mußte,  besteht  hauptsächlich  in  der 
Übertragung  der  Zehner  für  den  Fall^  daß  mehrere  Übertragimgen 
sich  aufeinander  stützen.  Wenn  z.  B.  zu  9999  die  Zahl  1111  addiert 
werden  soll,  so  sind  die  Zehnerübertragungen  voneinander  unabhängig. 
Die  Leibnizsche  Maschine  würde  diese  Rechnung  richtig  ausführen. 
Wenn  dagegen  zu  9999  die  Zahl  1  addiert  werden  soll,  so  wird  jede 
folgende  Zehnerübertragung  erst  durch  die  vorhergehende  veranlaßt. 
Die  Leibnizsche  Maschine  würde  nur  die  ersten  beiden  Neuner  in  Null 
verwandeln  und  ihr  Ergebnis  würde  9900  statt  10000  sein.  Diesem 
Mangel  hat  Leibniz  dadurch  abzuhelfen  gesucht,  daß  er  Signale  an- 
gebracht hat,  die  in  solchen  Fällen  das  Ausbleiben  der  Zehnerüber- 
tragui^en  erkennen  lassen.  Sie  sehen  an  der  hinteren  Seite  der  Ma- 
schine fünfeckige  Scheiben  an  den  Achsen  der  Räder,  welche  die 
Zehnerübertragung  vorbereiten.  Nach  Vollendung  der  Rechnung  sollten 
diese  Scheiben  so  stehen,  daß  die  oberste  Seite  jedes  Fünfecks  horizontal 
ist.  Bleibt  nun  eine  vorbereitete  Zehnerübertragung  aus,  so  bleibt  das 
Fünfeck  schief  stehn.     Der  Rechner  hat  dann  mit  der  Hand  das  Fünf- 
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eck  in  die  normale  Lage  zu  bringen,  wodurch  die  ausgebliebene  Zehner- 
übertragung nachtraglich  bewirkt  wird. 

Auch  bei  der  modernen  Tho masschen  Rechenmaschine  bleibt  die 
Zehnerübertr^ung  unter  Umstanden  aus,  aber  allerdings  erst  wenn 
eine  weit  größere  Anzahl  von  Übertragungen  sich  aufeinander  stützen. 
Für  diesen  Fall  hat  Burkhardt  bei  seiner  Ausführung  der  Thomas - 
sehen  Rechenmaschine  ähnlich  wie  Leibniz  ein  Signal  eingeführt.  Es 
besteht  in  einem  Glockenzeichen,  dessen  Ertönen  den  Rechner  ver- 
anlaßt, mit  der  Hand  die  ausgebliebene  Zehnerübertragung  anzubringen. 

Die  mechanische  Ausführung  der  Leibniz  sehen  Maschine  hat  so 
viele  UnvoUkommenheiten,  daß  sie  heute  nicht  ordentlich  zu  gebrauchen 
ist.  Ja  es  ist  zweifelhaft,  ob  sie  jemals  ordentlich  funktioniert  hat. 
Bei  guter  Ausführung  würde  sie  d^egen  durchaus  brauchbar  sein, 
wenn  auch  die  Einrichtung  der  Signale  für  die  ausbleibenden  Zehner- 
übertragungen eine  größere  Aufmerksamkeit  beim  Rechnen  verlangen 
würde  als  bei  der  modernen  Form  der  Maschine. 

(In  der  Sitzung  der  Sektion  IV  am  Freitag  12.  Aug.  wurde  die 
Maschine  vorgeführt  und  im  einzelnen  erläutert.) 


Entwicklung  geometrischer  Formen. 

Von 
H.  Wiener  aus  Darmstadt. 


I.  Einleitende  Betrachtungen. 

Es  ist  eine  Reihe  von  Abstraktionen  nötige  die  uns  aus  den  physisch 
wahrgenommenen  Gegenständen  geometrische  Gebilde  liefern.  Sieht  man 
von  Farbenunterschieden  und  Helligkeitstönen  der  Teile  eines  Gegenstandes 
ab,  so  bleibt  nichts  an  ihm  übrig,  wodurch  er  sich  unserem  Auge  dar- 
bieten könnte.  Wenn  man  also  die  Form  durch  Abstraktion  von  Farbe 
und  Helligkeit  erklären  will,  so  entsteht  ein  Widerspruch  zwischen  Idee 
und  Darstellbarkeit  der  Form.  In  der  Zeichnung  geometrischer  Formen 
behilft  man  sich  von  jeher 
dadurch,  daß  man  das  räum- 
liche Gebilde  durch  Linien*) 
darstellt  (schwarz  auf  weiß), 
und  man  wählt  als  solche 
entweder  die  Grenzen  aus, 
in  denen  ihre  einzelnen  Flä-  Fig  i 

chen    zusammenstoßen,    oder 

Umrisse,  oder  andere  Linien,  wie  es  gerade  der  Zweck  verlangt.  Ent- 
sprechendes gilt^  wenn  geometrische  GebUde  räumlich;  also  in  Modellen 
dargestellt  werden. 

Daraus  entspringt  die  Forderung,  die  man  an  geometrische  Modelle 
stellen  muß,  wenn  sie  auf  das  Auge  wirksam  sein  sollen:  sie  dürfen 
nicht  aus  Flächen,  sondern  sollen  aus  Linien  bestehend  dargestellt 
werden,  d.  h.  das  ganze  Modell  bestehe  aus  Draht-Stäben  und  -Kurven, 
vielleicht  auch  mit  eingespannten  Fäden.  Als  Beispiel  diene  ein  Würfel, 
dessen  Bild  beistehend  wiedergegeben  ist,  einmal,  wenn  man  ihn,  unter 

*)  In  der  Figur  sind  dies  Körper  von  Druckerschwärze  u.  ä.,  die  in  ihrer 
geringen  Breite  und  noch  geringeren  Höhe  den  gewollten  Hinweis  auf  die  Ab- 
straktion der  ,,Linie^'  geben. 
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Abstraktion  der  Helligkeitstöiiung  seiner  Flächen  als  Yollkörper^  und 
das  anderemal^  wenn  man  ihn  aus  Kanten  gebildet  darstellt.  Nebenbei 
ergibt  sich  für  solche  Ausführung  der  wichtige  Vorteil  gegenüber  den 
Gips-  oder  Pappmodellen,  daß  von  den  Flächen  auch  die  hinteren, 
sonst  verdeckten  Teile  sichtbar  gemacht  werden.  Die  in  ihren  Kanten  aus 
Draht  hergestellten  regelmäßigen  Körper  geben  ein  nützliches  Beispiel. 

II.   Das  Schattenwerfen  von  Modellen. 

Sollen  geometrische  Modelle  einem  größeren  Kreis  vorgeführt 
werden,  so  hat  das  alleinige  Vorzeigen  mancherlei  Nachteile;  nament- 
lich werden  bei  den  sehr  verschiedenen  Sehrichtungen  die  Modelle  jedem 
einzelnen  wieder  ein  anderes  Bild  gewähren.  Läßt  man  aber  das  in 
der  geschilderten  Weise  durchsichtig  gemachte  Modell  seinen  Schatten 
auf  einen  hellen  Schirm  werfen,  etwa  auf  einen  durchscheinenden,  der 
zwischen  Zuschauer  und  Lichtquelle  steht,  so  erhält  man  ein  für  alle 
Zuschauer  gemeinsames  Bild,  das  dasselbe  ist,  wie  es  ein  an  Stelle 
der  Lichtquelle  befindliches  Auge  sieht. 

Die  Vorteile  der  Benutzung  von  Modellen  im  mathematischen 
Unterricht  (es  ist  nur  davor  zu  warnen,  die  Modelle  zum  Ersatz  des 
Tafelzeichnens  nehmen  zu  wollen,  statt  zu  seiner  Ergänzung)  treten 
beim  Schattenwerfen  besonders  hervor.  Die  Konstruktion  an  der  Tafel 
zeige  z.  B.  eine  Durchdringung  von  zwei  Zylindern,  dann  gibt  sie  das 
Bild  der  Durchdringungskurve  nur  für  eine  Sehstrahlrichtung.  Aber 
das  gegen  den  Lichtstra^  verschiedentlich  gedrehte  Drahtmodell  dieser 
Kurve  gibt  Bilder  für  alle  möglichen  Lagen  des  Sehstrahls.  Leichter 
wie  auf  irgend  eine  andere  Art  treten  hier  die  Übergänge  von  einer 
Form  zur  andern  hervor.  Als  Beispiel  mannigfaltiger  Formen  in  ver- 
schiedenen Übergängen  dienen  wieder  die  Bilder  der  aus  Drähten  her- 
gestellten regelmäßigen  Körper. 

Die  im  folgenden  genannten  Modelle  wurden  während  des  Vor- 
trags alle  in  dieser  Weise  in  Schattenbildern  vorgeführt. 

III.  Über  die  Entwickelnng  geometrischer  Formen. 

Um  aus  gegebenen  geometrischen  Formen  neue  zu  entwickeln, 
kennt  man  verschiedene  Weisen.  Die  einfachste  ist  das  Projizieren, 
und  zwar  von  ebenen  Gebilden  in  andere  Ebenen,  oder  von  Raum- 
gebilden in  die  Ebene  und  in  etwas  erweiterter  Auffassung,  von  räum- 
lichen Gebilden  in  den  Raum  (Reliefperspektive).  Als  Ergänzung 
hierzu  muß  die  Imaginärprojektion  genannt  werden,  bei  der  reelle  Teile 
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der  Figur  in  imaginäre  übergehen  und  umgekehrt.  Eine  andere  Weise 
besteht  in  der  Erzeugung  von  Flächen  aus  Linien  (aus  Geraden^ 
aus  ebenen  Kurven  oder  solchen  des  Raumes),  wie  z.  B.  die  Erzeugung 
von  Flächen  durch  Drehung  und  Schraubung  einer  Linie  um  eine 
Achse.  Umgekehrt  gewinnt  man  wieder  Linien  aus  Flächen  durch 
Beziehungen,  die  diese  Flächen  zu  Ebenen  (z.  B.  in  ebenen  Schnitten) 
oder  zu  Punkten  oder  Richtungen  haben  (z.  B.  Umrisse,  Helligkeits- 
kurren  bei  Beleuchtung  aus  einem  Punkt  oder  in  einer  Richtung)  oder 
aber  durch  Aufsuchen  ausgezeichneter  Linien  und  Liniensysteme  auf 
der  Fläche  (parabolische  Linie,  Haupttangentenkurven,  Erümmungs- 
lüiien).  Im  folgenden  sollen  solche  Entwickelungsweisen  von  Formen 
aus  einfacheren  betont  werden,  die  auf  das  sinnliche  Erfassen  von  Kurven 
und  Flächen  Bezug  haben,  d.  h.  auf  ihre  Darstellung  im  Bilde. 

IV.  Beispiele  solcher  Entwickelnngen. 

A.  Kurven. 

Zur  Erläuterung  der  Projektion  ebener  Kurven  (insbesondere 
der  Parallelprojektion,  der  affinen  Abbildung)  werden  Flachmodelle 
aus  Draht  vorgeführt:  Regelmäßige  Vielecke,  Kreis,  rechtwinklige 
Hyperbel,  Parabel,  Sinuslinie.  Der  Kreis  mit  umschriebenem  Quadrat 
liefert  bei  Parallelpro- 
jektion Sätze  über  die 
Ellipse;  die  Sinuslinie 
hat  ein  affines  Bild, 
das  als  Kunstform  häu- 
fige Verwendung  findet 
(vgl.  später  ihre  Dreh-  ^»  ^ 

fläche,  die  Urne). 

Bei  Projektion  von  Raumkurven  sind  wichtig  die  scheinbaren 
Singularitäten:  Spitze,  wenn  der  Sehstrahl,  Wendepunkt,  wenn  die 
Schmiegungsebene  einer  singularitätenfreien  Stelle  der  Raumkurve  pro- 
jiziert wird.  Bei  Veränderung  der  Sehstrahlen  sind  Übergänge  zu  be- 
obachten vom  scheinbaren  Doppelpunkt  durch  die  Spitze  hindurch  zum 
isolierten  Doppelpunkt,  dessen  Auftreten  sich  durch  zwei  benachbarte 
Wendepunkte  andeutet.  Als  Modell  dient  ein  beliebiges  Stück  ge- 
wundenen Drahtes;  statt  dessen  ist  sehr  lehrreich  ein  Sehnenzug,  der 
die  obigen  bei  Projektion  auftretenden  Singularitäten  an  endlichen  ge- 
raden Strecken  versinnbildlicht  (man  vgl.  die  Figuren,  wo  einmal  die 
Strecke  3  4,  das  anderemal  die  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Strecken 
gellte  Ebene  2  3  4  durch  das  Auge  geht). 
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Von  rationalen  Raumkurven  sind  als  einfachste  Beispiele  die 
von  der  3.  Ordnung  zu  erwähnen;  sie  haben  in  der  Projektion  stets 
einen  Doppelpunkt  (Knotenpunkt,  Spitze  oder  isolierten  Doppelpunkt). 
Von  den  vier  durch  ihr  Verhalten  im  Unendlichen  bestimmten  Fällen 
eignen  sich  zwei  noch  zur  Verdeutlichung  der  Entwickelung  von 
Kurven  durch  stetiges  Verändern,  indem  man  die  Kurve  aus  den 
(in  den  Modellen  gleichfalls  enthaltenen)  drei  Asymptoten  (Fall  der 
kubischen  Hyperbel)  oder  aus  der  Geraden  und  der  sie  schneidenden 
parabolischen  Asymptote  (Fall  der  parabolischen  Hyperbel)  hervor- 
gegangen denkt. 

Von  den  Raumkurven  4.  Ordnung  sind  diejenigen  auch  in 
Anwendungen  wichtig,  die  als  Durchdringungen  von  Flächen  2.  Ord- 
nung erscheinen,  rationale  mit  Doppelpunkt  (Knotenpunkt,  Spitze  oder 
isoliertem  Doppelpunkt)  und  solche  vom  Gesehlechte  eins  in  ihren  drei 
Gestalten:  zwei  paare  Kurvenzüge,  ein  paarer  Zug,  zwei  unpaare  Züge. 

Von  transzendenten  Raumkurven  ist  die  wichtigste  die  ge- 
meine Schraubenlinie.  Ein  Modell  dieser  Kurve  zeigt  gleichzeitig  die 
Schmiegungsellipse  (im  Modell  nach  jedem  beliebigen  Punkt  hin  ver- 
schiebbar), d.  h.  den  Schnitt  der  Schmiegungsebene  mit  dem  Schrauben- 
zylinder. Da  diese  Ellipse  beim  Projizieren  der  Raumkurve  wieder 
zur  Schmiegungsellipse  wird,  die  insbesondere  im  Scheitel  vierpunktig 
berührt,  so  liefert  sie  bei  Konstruktion  der  Zykloiden  (sowie  der  Sinus- 
linie) und  ihrer  affinen  Bilder  ein  einfaches  aus  der  Anschauung  un- 
mittelbar entnommenes  Verfahren  zur  Konstruktion  der  Krümmung 
dieser  Kurven.*) 

Als  Beispiel  für  die  Imaginärprojektion**)  sei  eine  Raumkurve 
erwähnt,  die  aus  der  Schraubenlinie  abgeleitet  wird.  Durch  Im^inäi- 
projektion  findet  man  aus  dem  Kreise  die  rechtwinklige  (gleichseitige) 
Hyperbel,  und  durch  dieselbe  kinematische  Konstruktion^  die  aus  dem 
Kreise  die  Schraubenlinie  liefert  (wobei  die  Zeit  der  überstrichenen 
Fläche  des  Radius  proportional  gesetzt  wird),  erhält  man  aus  der 
rechtwinkligen  Hyperbel  die  genannte  Raumkurve.  Und  wie  sich  die 
Schraubenlinie  auf  drei  geeignet  gewählte  Koordinaten -Ebenen  als 
Cosinuslinie,  Sinuslinie  und  Kreis  projiziert,  so  geschieht  es  mit  unserer 
Kurve  in  die  Linien  des  Cosinus  hyperbolicus  (Kettenliuie),  des  Sinus 
hyperbolicus  und  in  die  rechtwinklige  Hyperbel.***) 


*)  In  der  Literatur  finde  ich  die  SchmiegungBellipBe  wohl  für  Beetimmung  der 
Kriimmnng  der  Schraubenlinie  und  der  Sinuslinie,  nicht  aber  der  Krümmong  der 
Zykloiden  benutzt.    ' 

**)  Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Bd.  T,  S.  816 ff. 
**•)  Weiteres  vergleiche  man  im  Zusatz  III,  S.  748. 
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Die  wegen  physikalischer  Anwendung  wichtigen  ebenen  und  räum- 
lichen Lissajousschen  Kurven  ergeben  sich  durch  ähnliche  kine- 
matische Betrachtungen^  wie  die  Schraubenlinie.  Die  ebenen  lassen 
sich  durch  Projektion  aus  raumlichen  Lissajousschen  Kuryen  gewinnen^ 
die  durch  Aufwickeln  von  Sinuslinien  auf  Drehzylinder  entstehen. 
Durch  Drehen  des  Zylinders  erhält  man  bekanntlich  Kurven  ^  die  sich 
durch  größere  oder  kleinere  Phasenverschiebungen  unterscheiden.  Für 
jedes  (von  1  verschiedene)  Schwingungsverhältnis  lassen  sich  zweier- 
lei solcher  Raumkurven  angeben.*)  Bei  räumlichen  Lissajousschen 
Kurven  läßt  sich  in  jedem  Modell  nur  eine  bestimmte  Phasenverschie- 
bung darstellen;  so  sind  für  das  Schwingungsverhältnis  2:3:5  in  vier 
Modellen  Beispiele  wechselnder  Phasenverschiebung  angegeben. 

B.  Flächen. 

Bei  der  bildlichen  Darstellung  von  Flächen  unter  den  zu  Eingang 
erwähnten  Abstraktionen  gilt  der  Grundsatz^  daß  jede  Fläche  nur 
durch  Kurven  dargestellt  werden  kann,  die  auf  ihr  verlaufen. 
Geht  die  Fläche  ins  Unendliche,  so  ist  sie,  um  vorstellbar  zu  sein, 
durch  Randlinien  auf  ein  endliches  Stück  abzuschneiden.  Die  Um- 
risse genügen  nicht,  um  den  Eindruck  der  Fläche  als  Grenze 
des  Körpers  hervorzurufen. 

Da  hier  nämlich,  nach  Voraussetzung,  von  Helligkeitsunterschieden 
abgesehen  wird,  so  müssen  andre  Zeichen  der  Rundung  eintreten. 
Hierzu  nimmt  man  Kurven,  die  von  sichtbaren  Teilen  über  den  Umriß 
hinweg  zu  unsichtbaren  Teilen  führen.  Das  scheinbare  Berühren  des 
Umrisses  ist  hier  das  Bezeichnende.  (Daß  auch  die  Umrißlinien  selbst 
vom  Sichtbaren  zum  Unsichtbaren  führen  können,  wird  später  be- 
sprochen.) Sind  die  Kurven  der  Flächen  (wie  bei  Draht-  oder  Faden- 
modellen) auch  in  ihrem  hinteren  Verlauf  zu  sehen,  so  kann  in 
der  Zeichnimg,  die  diesen  Modellen  nachgebildet  ist,  die  Umrißlinie 
entbehrt  werden,  und  es  entsteht  ein  klares  Bild,  wenn  in  der  Zeich- 
nung, wie^bei  Überschneidungen,  die  vorderen  Teile  gegenüber  den  hin- 
teren Teilen  kenntlich  gemacht  sind.  Beim  Schattenwerfen  solcher 
Modelle  sind  die  dem  Schirme  näheren  Teile  durch  größere  Schärfe 
von  den  anderen  zu  unterscheiden.  Auf  diese  Weise  geben  Draht- 
modelle von  Flächen  2.  Ordnung,  die  nur  die  Hauptschnitte,  und 
falls  die  Flächen  ins  Unendliche  gehen,  Randkurven  enthalten,  ein 
deutliches  Bild  der  Fläche. 


*)  H.  Wieoer,  Vortrag,  gehalten  im  naturw.  Verein  für  Sachsen  n.  Thür. 
(Zeitschrift  för  NaturwisaenBchafben,  67.  Bd.,  1894,  S.  281  ff.). 
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Durch  Einfachheit  der  Erzeugung  und  deshalb  auch  der  konstruk- 
tiven Behandlung  zeichnen  sich  die  Dreh-  (Rotations)  und  Schrau- 
benflächen aus.  Der  Kreisring  und  die  umenformige  Drehfläche, 
deren  Meridianlinie  das  affine  Bild  einer  Sinuslinie  ist,  eignen  sich  als 
Beispiele;  der  Ring  ist  wegen  der  Fülle  seiner  besonderen  Eigen- 
schaften weniger  zur  Erörterung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Drehflächen  dienlich  als  die  Urne.  Von  den  Schraubenflächen  sind 
die  Wendelfläche  (gerade  geschlossene  Schraubenfläche)  und  die  schräge 
geschlossene  Schraubenfläche  die  Beispiele,  die  in  der  Technik  die 
weiteste  Verwendung  zeigen  und  zur  geometrischen  Behandlung  am 
fruchtbarsten  sind.     Die  Schraubenröhrenfläche  sei  ihnen  hinzugefügt. 

Eine  eigenartige  optische  Erscheinung,  die  eine  neue  Entwicklungs- 
weise von  Kurvensystemen  aus  Flächen  in  sich  birgt,  entsteht  bei 
Modellen  von  Drehflächen  durch  Drehung  um  ihre  Achse..  Wir  denken 
uns  die  Fläche  durch  eine  gewisse  Anzahl  sich  regelmäßig  wieder- 
holender Meridiane*)  dargestellt,  und  sehen  diese  im  Modell  aus  glän- 
zenden Messingdrähten  verfertigt.  Dann  erscheinen  auf  dem  hinteren 
(etwa  konkaven)  Teil  des  durch  die  Drehung  entstandenen  Flächen- 
scheines feststehende  dunkle  Linien  in  endlichen  Abständen.  Und 
umgekehrt  erscheinen  beim  Schattenwerfen  des  sich  drehenden  Modells 
in  der  (in  der  Mitte  blassen,  am  Rande  dunkleren)  Schattenfläche 
feststehende  helle  Linien,  die  als  der  vorderen,  dem  Licht  ab- 
gewandten (etwa  konvexen)  Seit^  angehörig  zu  denken  sind.  Beiderlei 
Erzeugungen  ergänzen  sich  und  liefern  ein  die  Fläche  überlagerndes 
System  von  Linien,  die  ich  Verdeckungslinien**)  nennen  möchte. 

Die  zuletzt  aufgezählten  Flächengattungen  besitzen  Teile  mit  nega- 
tiver Flächenkrümmung  und  geben  als  solche  Beispiele  ab  für  das 
Auftreten  von  verdeckten  Umrissen.  Wenn  ein  Umrißsehstrahl 
außer  den  beiden  in  den  Berührungspunkt  zus^mimenfallenden  Punkten 
noch  einen  dritten  Punkt  mit  der  Fläche  gemein  hat,  so  kann  es  vor- 


*)  Statt  ihrer  könnten  beliebige  kongruente,  die  Kurve  durch  ihre  Drehung 
erzeugende  Kurven  in  regelmäßiger  Wiederkehr  angenommen  werden. 

**)  Man  kann  sich  ein  zusammengehöriges  Paar  einer  vorderen  und  hinteren 
Verdeckungelinie  erzeugt  denken  durch  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  Greraden, 
die,  stets  Sehstrahl  bleibend,  längs  eines  vorderen  und  eines  hinteren  Meridians 
hingleitet,  während  sich  diese  Meridiane  bei  der  Drehung  scheinbar  gegeneinander 
bewegen.  Da  in  kurzen  Zwischenräumen  der  enteilende  Sehstrahl  durch  einen 
solchen  ersetzt  wird,  der  die  beiden  folgenden,  in  die  alte  Lage  einrückenden 
Meridiane  trifft,  so  steht  die  vordere  wie  die  hintere  Linie  fest.  Wo  der  Sehstrahl 
mehrere  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  hat,  überlagern  sich  mehrere  Systeme  von 
Verdeckungslinien.  Bei  den  Schraubenflächen  schreiten  diese  Linien,  sich  selbst 
kongruent  bleibend,  in  der  Richtung  der  Schraubenachse  fort. 
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kommen ;  daß  an  einer  SteUe  dieser  dritte  mit  den  beiden  andern 
zueammenrückt.  Der  wahre  Umriß,  d.  h.  der  Ort  der  Berührungspunkte 
aller  berührenden  Sehstrahlen^  wird  dann  an  dieser  Stelle  einen  Seh- 
strahl zur  Tangente  haben,  und  es  wird  der  Umriß  an  dieser  Stelle 
von  sichtbaren  Teilen  zu  unsichtbaren  übergehen.  Die  Umrißlinie 
wird  an  der  Stelle,  wo  sie  vom  Sehstrahl  berührt  wird,  im  Bilde  eine 
Spitze  zeigen.  Die  Tangente  selbst,  die  drei  zusammenfallende 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  ist  dann  eine  Haupttangente 
(Asymptote  ihrer  Dupinschen  Indikatrix). 

Hierdurch  treten  die  Haupttangentenkuryen  der  Fläche  als 
wichtig  für  ihre  Bilder  hervor.  Im  allgemeinen  wird  eine  solche  Kurve 
an  der  Umrißstelle  einen  scheinbaren  Wendepunkt  besitzen. 
Denn  jede  Berührungsebene  der  Fläche  ist  für  eine  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt hindurchgehende  Haupttangentenkurve  Schmiegungsebene 
und  für  den  Umriß  geht  die  Berührungsebene  durch  das  Auge.  Daß 
nicht  nur  die  Schmiegungsebene,  sondern  auch  die  Tangente  der  Haupt- 
tangentenkurve durch  das  Auge  geht,  so  daß  anstatt  des  scheinbaren 
Wendepunkts  eine  scheinbare  Spitze  tritt,  ist  hiervon  ein  Sonderfall, 
der  sich  an  den  vorhin  erwähnten  Stellen  des  verschwindenden  Um- 
risses vorfindet. 

In  den  in  Schattenbildern  vorgezeigten  Modellen  der  beiden  Regel- 
schraubenflächen (Wendelfläche  und  schräge,  geschlossene  Schrauben- 
fläche) sind  die  Haupttangentenkurven  aus  Drähten  eingesetzt,  auf  der 
ersten  bilden  sie  Schraubenlinien,  auf  der  letzteren  sind  es  Kurven,  die 
sich  auf  eine  zur  Schraubenachse  senkrechte  Ebene  in  der  Richtung 
der  Achse  als  hyperbolische  Spiralen  projizieren. 

Bei  einer  durchsichtigen  Darstellung  der  Flächen,  wie  sie  diese 
Drahtmodelle  geben,  sind  die  Haupttangentenkurven  die  für  die  Auf- 
fassung der  Form  wichtigsten  Gebilde;  denn  schon  für  den  Zeich- 
ner, der  nach  der  Natur  irgend  welche  verwickeiteren  Flächen  mit 
negativ  gekrümmten  Teilen  (z.  B.  eine  Hand)  aufnehmen  will,  bieten 
die  Stellen  des  verschwindenden  Umrisses  die  größten  Schwierigkeiten. 
Hat  er  sich  aber  mit  Hilfe  solcher  Modelle  daran  gewöhnt,  wie  von 
verschwindenden  Randlinien,  so  auch  von  den  verschwindenden  Um- 
rissen den  verdeckten  Verlauf  hinzuzudenken,  so  lösen  sich  manche 
der  Schwierigkeiten  auf.  Die  Untersuchung  der  Haupttangentenkurven 
kann  daher  auch  dazu  beitn^en,  das  Auffassen  der  Flächenform  zu 
erleichtern. 
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Anhang. 

An  die  Vorträge  schloß  sich  eine  Führung  durch  die  Sammlung 
an,  und  ebenso  fanden  während  der  Zeit  der  Ausstellung  für  Gruppen 
oder  einzelne  Besucher  Erklänmgen  statt,  aus  denen  in  den  folgenden 
Zusätzen  einige  wichtigere  Punkte  hervorgehoben  sein  mögen. 

Znsatz  I.   Bemerkungen  Aber  die  £ntstehang  der  Modelle. 

Von  den  180  Modellen,  die  durch  H.  Wiener  und  das  mathe- 
matische Institut  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt  aus- 
gestellt waren,  ist  die  Mehrzahl  im  mathematischen  Institut  von  Assisten- 
ten und  Studierenden  konstruiert  und  ausgefährt.  Ein  Teil  wird  auch 
anderen  ünterrichtsanstalten  zugänglich  gemacht  durch  Veröffentlichung 
in  „H.  Wieners  Sammlung  mathematischer  Modelle"  (Verlag 
von  B.  G.  Teubner)  oder  ist  früher  im  BriUschen  (später  M.  Schilling- 
schen)  Verlag  erschienen.  Die  Modelle  sind  für  den  Gebrauch  in 
Vorlesungen  bestimmt  und  deshalb  möglichst  durchsichtig*),  meist  aus 
Drähten  und  Fäden  verfertigt,  Gips  ist  als  Material  da  gewählt,  wo 
einzelne  Schichten  abzutönen  waren.  Sie  sind  für  einen  größeren  Hör- 
saal bemessen,  ihre  Höhe  i.  a.  etwa  30  cm  und  darüber. 

Zusatz  II.  SingnlaritSten  der  Ranmknrven. 

An  einer  gegebenen  Stelle  einer  Raumkurve  kann  der  Punkt,  die 
Schmiegungsebene  und  die  Tangente  ein  Rückkehrelement  sein,  oder 
nicht,  und  man  unterscheidet  danach  8  verschiedene  Fälle  von  Singu- 
laritäten (die  nicht  singulare  Stelle  eingerechnet).  Als  Beispiele  zu 
allen  8  Fällen  dienen  solche  Kurven,  die  an  einer  gegebenen  SteUe 
entweder  den  Punkt  zum  Spiegelpunkt,  oder  die  Schmiegungsebene, 
Normalebene,  oder  rektifizierende  Ebene  zur  Spiegelebene,  oder  endlich 
die  Binormale,  Tangente  oder  Hauptnormale  zur  Spiegelachse  besitzen. 
Wenn  nun  jede  dieser  Spiegelungen  durch  die  Spiegelung  am  Punkte, 
an  der  Schmiegungsebene  und  an  der  Tangente  ausgedrückt  wird  (die 
Spiegelung  an  der  Hauptnormale  als  Folge  der  Spiegelungen  an  Punkt, 
Schmiegungsebene  und  Tangente,  die  Spiegelung  an  der  Binormale  als 
Folge  der  Spiegelungen  an  Punkt  und  Schmiegungsebene,  u.  s.  f.),  so  gilt 
der  Satz,  daß  an  der  betrachteten  Stelle  dasjenige  der  drei  Elemente 
Punkt,    Schmiegungsebene,    Tangente    bei    einem    jener    8  Fälle    ein 

*)  Man  vergleiche  den  voranstehenden  Bericht  über  H.  Wieners  Vortrag .- 
„Entwicklung  geometrischer  Formen,"  S.  740. 
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Bückkehrelement  ist;  das  in  dieser  Spiegelfolge  nicht  vorkommt^ 
und  das  Element  kein  Rückkehrelement^  das  vorkommt.*) 

Richtet  man  es  so  ein^  daß  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Bi- 
normale  ein  Punkt  der  Raumkurve,  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Norinalebene  seine  Tangente  und  die  unendlich  ferne  Ebene  seine 
Schmiegungsebene  ist,  so  hat  man  eine  unendlich  ferne  Stelle  der 
Raumkurve,  die  infolge  der  von  vorhin  besiehenden  Spiegelungen  mit 
der  zur  ersten  dualen  Singularität  behaftet  ist.  Denn  die  Spiegel- 
ebene an  dem  ersten  Punkt  ist  im  projektiven  Sinne  gleichzeitig  auch 
Spiegelung  an  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  h.  an  der  Schmiegungs- 
ebene der  zweiten  Singularität,  und  ebenso  die  Spiegelung  an  der  end- 
lichen Schmiegungsebene  zugleich  die  am  unendlich  fernen  Punkt  der 
Raumkurve,  und  schließlich  die  (achsige)  Spiegelung  an  der  endlichen 
Tangente  zugleich  Spiegelung  an  der  dazu  windschiefen  Tangente  des 
unendlich  fernen  Punktes. 

Daher  kann  man  durch  dieselben  8  Modelle  von  Raumkurven  Singu- 
laritäten darstellen,  die 

1.  einen  endlichen  Punkt  (mit  endlicher  Tangente  u.  Schmiegungsebene), 

2.  eine    unendlich   ferne    Schmiegungsebene    (mit   unendlich    fernem 
Punkt  und  eben  solcher  Tangente)  besitzt. 

Die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Stellen  ist  so,  daß  die  zwei 
Punkte  Ecken,  die  zwei  Tangenten  windschiefe  Kanten  und  die  zwei 
Schmiegungsebenen  Seiten  eines  Tetraeders  sind,  von  dem  eine  Seite 
im  Unendlichen  liegt. 

Bildet  man  nun  die  Raumkurve  koUinear  so  ab,  daß  das  Tetraeder 
in  sich  übergeht,  und  daß  beide  betrachteten  Stellen  ins  Unendliche 
fallen,  so  erhält  man  in  den  neuen  8  Raumkurven  Beispiele  für  die 
8  Fälle,  wobei 

3.  ein   Punkt    unendlich   fem    wird,    während    seine   Tangente   und 
Schmiegungsebene  ins  Endliche  reichen; 

4.  eine  Tangente    (mit   ihrem   Kurvenpunkt)   ins  Unendliche   rückt, 
während  die  Schmiegungsebene  ins  Endliche  reicht. 

So  werden  durch  IG  Modelle  alle  8  Fälle  von  Singularitäten  für 
die  viererlei  Lagen  dargestellt,  die  ein  Punkt  mit  seiner  Tangente  und 
Schmiegungsebene  gegen  das  unendlich  Feme  haben  kann.**; 

•)  Da  die  Charakteristik  der  Spiegelung  =  —  1  ist,  so  wird  durch  den 
obigen  Satz  auf  die  Bezeichnung  v.  Standts  zunickgegriffen,  der  das  Fortschreiten 
eines  Elements  durch  — ,  das  Bückkehren  durch  -f  ausdrückt  (Geom.  d.  Lage, 
Nr.  209).  Chr.  Wiener  (Lehrbuch  der  Darst.  Geom.  I  Bd.,  S.  214)  hat  die  um- 
gekehrte Bezeichnung  eingeführt. 

•*)  Für   den  einen  Fall   des   endlichen  Punktes  hat  Chr.  Wiener   an   dei: 
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Zusatz  III.  Verwandte  der  Schraubenlinie. 

Ein  Punkt  P  durchlaufe  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  reelle 
(x-)  und  ideelle  (y-)  Halbachse  die  Länge  a  habe,  derart,  daß  sein 
aus  der  Hjperbelmitte  0  (dem  Nullpunkt)  gezogener  Fahrstrahl  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  überstreicht.  Gleichzeitig  werde  die 
Hyperbel  in  der  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung  (der  jgr-Richtung) 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  verschoben,  und  diese  Geschwindig- 
keit sei  so  gewählt,  daß,  wenn  der  Fahrstrahl  in  der  Hyperbelebene 
die  Fläche  \a^  überstrichen  hat,  der  beschreibende  Punkt  die  Höhe  a 
über  der  Anfangsebene  erreicht  hat.  Die  senkrechten  Projektionen  der 
so  durch  P  beschriebenen  Raumkurve  auf  die  (x,  z)-  und  die  (y,  z)- 
Ebene  sind  die  Cosinushyperbolicus-Linie  (Kettenlinie)  und  die  Sinus- 
hyperbolicus-Linie.  *) 

Die  Raumkurve  hat  mancherlei  Übereinstimmung  mit  der  gemeinen 
Schraubenlinie.  Der  aus  einem  beliebigen  Punkte  konstruierte  Richt- 
kegel der  Kurventangenten  ist  ein  Drehkegel,  dessen  Achse  zur  y- Achse 
parallel  ist  und  dessen  Öffnung  gleich  einem  Rechten  ist.  Legt  man 
den  Scheitel  des  Richtkegels  insbesondere  in  den  Punkt  Q  der  jßr- Achse, 
der  die  Höhe  a  über  0  hat,  und  trägt  vom  Kegelscheitel  aus  auf  jeder 
Tangente  die  zugehörige  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  auf,  so  ist  bei 
geeigneter  Wahl  der  Streckeneinheit  der  Ort  der  Endpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten (der  Hodograph  der  Raumkurve)  die  zur  gegebenen 
konjugierte  rechtwinklige  Hyperbel,  während  der  Ort  der  Endpunkte 
der  von  0  aus  aufgetragenen  Beschleunigungen  (der  2.  Hodograph)  die 
gegebene  Hyperbel  selbst  ist. 

Da  die  nach  Q  parallel  verschobene  Schmiegungsebene  eines  Punktes  P 
die  Berührungsebene  des  Richtkegels  längs  der  verschobenen  Tangente  ist, 
so  fällt  die  ebenso  verschobene  Binormale  des  Punktes  P  (wegen  der 
Rechtwinkligkeit  der  Kegelöffnung)  mit  der  der  Tangente  gegenüber- 
liegenden Erzeugenden  zusammen  und  die  nach  Q  verschobenen  Haupt- 
normalen bilden  einen  Strahlenbüschel,  der  in  die  {x,  z)-  Ebene  fäUt. 
Die  von  Q  aus  gezogene  Normalbeschleunigung  beschreibt  also  eben- 
falls diesen  Strahlenbüschel,  und  man  kann  beweisen,  daß  ihre  End- 
punkte einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  bilden. 


Techs.  Hochschule  zu  Karlsruhe  solche  Modelle  durch  Studierende  anfertigen 
lassen;  später  hat  für  denselben  einen  Fall  Björling  in  Lund  solche  Modelle 
herausgegeben.  Diese  beiden  Reihen  zeigen  eine  ganz  andere  Ausföhrung  als  die 
hier  vorliegende. 

*)  Die  Gleichungen  dieser  Kurve  und  der  Ausdruck  ihrer  Bogenlänge  finden 
sich  im  Übungsbuch  von  Schlöibilch,  II.  Teil,  1.  Auflage  (1870)  S.  89. 
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Aus  der  Lage  der  yerschobenen  Binormalen  folgt^  daß  die  rekti- 
fizierenden Ebenen  stets  senkrecht  zur  {x,  jer)-Ebene  sind,  daß  sie  also 
einen  senkrecht  über  der  Eettenlinie  errichteten  Zylinder  umhüllen; 
und  da  die  Tangenten  der  Kaumkurve  mit  der  Achse  des  Richtkegels, 
also  auch  mit  den  Erzeugenden  dieses  Zylinders  stets  einen  halben 
Recht^i  einschließen,  so  ist  die  Raumkunre  eine  geodätische  Linie  des 
über  der  Eettenlinie  senkrecht  errichteten  Zylinders.  Aus  der  Lage 
der  verschobenen  Tangente  und  Binormale  folgt,  daß  beide  gleichzeitig 
gleiche  Winkel  überstreichen,  daß  also  (abgesehen  von  einer  näheren 
Festsetzung  des  Vorzeichens)  in  jedem  Punkte  der  Raumkunre  ihre 
Krümmung  gleich  ihrer  Torsion  ist.  Diese  Eigenschaft,  und  die  andere, 
daß  die  2.  Ableitung  des  Krümmungsradius  nach  dem  Bogen  eine 
Konstante  (=»  -j  ist,   ergeben  die   natürlichen   Gleichungen   dieser 

Raumkurve. 

Die  Kettenlinie  wird  hierbei  von  einem  Punkte  P",  der  die 
senkrechte  Projektion  von  P  auf  die  (a:,  £:)'Ebene  ist,  so  durchlaufen, 
daß  die  a:-Koordinate  einer  jeden  Lage  von  P"  die  Beschleunigung 
des  Punktes  nach  Größe  und  Richtung  angibt;  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  haben  dann  stets  gleiche  Länge,  und  die  Normal- 
beschleunigung ist  für  alle  Lagen  nach  Größe  und  Richtung  gleich  der 
der  Raumkurve,  hat  also  die  konstante  Länge  a. 

Zusatz  IV.  Büschel  von  Flächen  2.  Ordnung. 

V.  Staudt*)  unterscheidet  22  Arten  von  Büscheln  der  Flächen 
2.  Ordnung,  von  denen  die  8  ersten  Arten  in  einem  Bündel  enthalten 
sind;  unter  den  14  übrigen  Arten  enthält  eine  unendlich  viele  Kegel^ 
die  13  andern  enthalten  vier  Kegel,  deren  Getrenntsein  oder  Zusammen- 
rücken in  einen  doppelten,  dreifachen  oder  vierfachen  durch  das  Schema 
ausgedrückt  wird: 

a)  1111  b)  211  c)  22  d)  31  e)  4 

Ganz  allgemein  kann  ein  Kegel  2.  Ordnung  in  dreierlei  Gestalt  auf- 
treteU;  als  eigentlicher  Kegel  und  als  entartend  in  ein  Ebenenpaar  oder 


*)  Die  y.  St  an  dt  sehen  Untersuchungen  geben  die  Ableitung  dieser  Fälle 
durchaus  unabhängig  von  Stetigkeitsbetrachtungen,  wie  sie  hier  der  kürzeren 
Ausdrucksweise  halber  beim  ,,Zu8ammenrückeu''  benutzt  sind.  Wegen  der  Literatur 
über  diesen  Gegenstand,  insbesondere  über  den  Zusammenhang  mit  der  Deter- 
minante des  Büschels  und  ihren  Elementarteilem  vergl.  man  in  der  Enzjkl.  d. 
math.  Wiss.  die  Abhandlung  von  0.  Stande  über  „Flächen  2.  Ordnung  und  ihre 
Systeme  und  Durchdringungskurven'*.  Dort  findet  sich  auch  die  im  Text  folgende 
Tabelle,  aber  ohne  die  hier  gegebene  geometrische  Deutung. 
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in  eine  Doppelebene;  dementsprechend  ist  die  Eegelspitze  ein  Punkt 
(einstufiges  Gebilde)  oder  jeder  Punkt  der  Schnitlgeraden  der  Ebenen 
des  Paares  (zweistufiges  Gebilde),  oder  jeder  Punkt  der  Doppelebene 
(dreistufiges  Gebilde).  Im  Büschel  geschieht  das  Zusammenrücken 
zweier  Kegel  so,  daß  entweder  auch  die  Spitzen  zusammenrücken  (ein- 
stufig, eigentlicher  doppelt  gerechneter  Kegel),  oder  so,  daß  sie  getrennt 
bleiben  und  eine  Gerade  bestimmen,  von  der  jeder  Punkt  als  Spitze 
gilt  (zweistufig,  als  doppelter  Kegel  zu  rechnendes  Ebenenpaar).  Und 
Entsprechendes  gilt  für  das  Zusammenrücken  von  drei  oder  vier  Kegeln; 
rücken  insbesondere  drei  Kegel  so  zusammen,  daß  ihre  Spitzen  getrennt 
bleiben,  so  bilden  sie  eine  dreifach  zu  rechnende  Doppelebene,  von  der 
jeder  Punkt  als  Spitze  gilt. 

Für   das  Zusammenrücken    der  vier  Kegelspitzen   erhält  man  ein 
dem  obigen  gleiches  Schema: 

I)  1111  H)  211  ni)  22  IV)  31  V)  4. 

Beide   lassen  sich  kombinieren  und   liefern  so  die   13   erwähnten 
Arten  von  Flächenbüscheln: 


a 

b 

c 

d 

e 

I 

1,  1,  1,  1 

11,  1,  1 

11,  11 

111,  1 

n 

2,  1,  1 

2,  11 

21,  1 

211 

m 

. 

2,  2 

22 

IV 

3,  1 

31 

V 

4 

In  dieser  TabeUe  bedeutet  jede  der  durch  Kommas  getrennten  Ziffem- 
gruppen  einen  Kegel  von  einer  Yielfachheit,  die  die  Quersumme  dieser 
Gruppe  ergibt;  eine  alleinstehende  Ziffer  bedeutet  einen  eigentlichen 
Kegel,  zwei  durch  Kommas  nicht  getrennte  Ziffern  ein  Ebenenpaar, 
drei  eine  Doppelebene,  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  geben  die  Anzahl  der 
Kegelspitzen  an,  die  zusammenrücken. 


Welche  Vorteile  gewahrt  die  Benutzung  des  Projektions- 
apparates im  mathematischen  Unterricht?*) 

Von 
F.  ScHiLUMO  aus  Göttiiigen. 

Ich  möchte  mir  erlauben,  Ihnen  die  Benutzung  des  Projektions- 
apparates im  mathematischen  Unterricht  an  einer  großen  Reihe  yon 
Beispielen  vorzuführen^  in  der  Hoffiiung,  manche  yon  Ihnen  anzuregen^ 
auch  Ihrerseits  in  den  mathematischen  Stunden  von  den  dadurch  er- 
reichten Vorteilen  Gebrauch  zu  machen. 

Mein  Vortrag  wird  in  zwei  Abschnitte  zerfallen:  einmal  soll  er 
die  verschiedenen  Methoden  der  Projektion  für  den  mathe- 
matischen Unterricht,  sodann  die  verschiedenen  Verwendungs- 
arten des  Apparates  in  didaktischer  Hinsicht  Ihnen  vor  Augen 
führen. 

I.  Was  den  ersten  Punkt  betrifift,  so  haben  wir  in  Oöttingen  für 
den  mathematischen  Unterricht  eine  große  Reihe  spezieller  Metho- 
den zum  Projizieren  ausgebildet  Am  einfachsten  ist  es,  wie  be- 
kannt, gewöhnliche  Diapositive  zu  benutzen,  die  auf  photographischem 
Wege  hergestellt  werden,  für  unsere  Zwecke  besonders  Photographien 
von  Zeichnungen.  Unsere  Diapositive  haben  das  Format  von  9  X  12  cm; 
meist  lassen  wir  sie  dort  anfertigen  zum  Preise  von  1,35  M.  das  Stück. 
Doch  besonders  bei  Diapositiven  von  Zeichnungen  zeigt  sich,  daß  die 
feinen  Linien  zu  wenig  sichtbar  sind;  es  ist  leicht,  diesem  Übelstande 
dadurch  abzuhelfen,  daß  man  die  Linien  mit  gewöhnlicher  Tusche  nach- 
zieht. Man  hat  hierbei  den  Vorteil,  auch  farbige  Tusche  verwenden 
und  dadurch  einzelne  Teile  der  Zeichnung  besonders  hervorheben  zu. 
können.  Auch  haben  wir  wiederholt  ganze  Flächen  mit  durchsichtigen 
Farben  angelegt.**) 

.  *)  Leider  iat  es  der  Natur  der  Sache  nach  nur  möglich,  diesen  Vortrag, 
der  durch  fast  hundert  Projektionsbilder  unterstützt  wurde,  im  Auszuge  wieder- 
zugeben. 

*^)  Wir  haben  dazu  sogenannte  Kölitz-Farben  benutzt,  die  man  in  den  größe- 
ren Handlungen  für  photographische  Artikel  erh&lt. 
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Eine  andere  sehr  einfache  Methode,  Projektionsbilder  herzustellen^ 
besteht  darin,  daß  man  Glasscheiben,  die  mit  einer  Gelatine- 
schicht oder  mit  Negativlack  oder  auch  mit  verdünntem 
Gummi  arabicum  überzogen  sind,  benutzt,  um  direkt  auf  ihnen 
zu  zeichnen.  Am  bequemsten  stellt  man  solche  Platten  sich  her,  indem 
man  gewöhnliche  photographische  Glasplatten,  einfach  in  Fixiematron- 
lösung  legt,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  Glasscheiben  mit  einem 
der  genannten  Stoffe  selbst  zu  beziehen.  Natürlich  kann  man  auch 
hier  wieder  Linien  mit  farbiger  Tusche  zeichnen  und  Flächen  mit 
Farben  anlegen. 

Noch  einfacher  ist  es,  Gelatineblättchen,  die  jede  Papierhand- 
lung gleich  in  richtiger  Grqße  besorgt,  zu  benutzen,  um  auf  ihnen 
direkt  zu  zeichnen.  Beim  Projizieren  werden  dann  diese  Blättchen  in 
einen  Rahmen  gelegt.  Dieser  besteht  aus  zwei  Glasscheiben,  die  in 
eine  dünne  Metallumrandung  gefaßt  und  an  ihrer  Längsseite  durch  ein 
Scharnier  verbunden  sind.  Diese  letzte  Methode  empfiehlt  sich  wegen 
ihrer  Billigkeit  besonders  dann,  wenn  es  sich  darum  handelt,  Bilder 
für  einen  gelegentlichen  Zweck  herzustellen  oder  auf  Reisen  mit- 
zunehmen, da  die  Blättchen  leicht  und  unzerbrechlich  sind. 

Femer  kann  ich  Ihnen  einige  Bildchen  projizieren,  welche  die  Be- 
wegung der  Spitze  eines  Kreisels  darstellen;  interessant  ist  daran,  daß 
der  Kreisel  selbst  bei  seiner  Bewegung   sie    auf  einer  mit  Ruß  be 
zogenen  Glasplatte  eingeschrieben  hat.*) 

Um  Beispiele  zu  geben,  wie  man  die  Methode  der  Diapositive  be- 
deutend vervollkommnen  kann,  will  ich  Ihnen  noch  einige  bewegliche 
Diapositivmodelle  zeigen.  Das  erste  stellt  die  kinematische  Er- 
zeugung der  Epitrochoiden  (zyklischen  Kurven)  dar:  Ein  kleines  Zahn- 
rad aus  Zelluloid  rollt,  wie  Sie  sehen,  auf  einem  eben  solchen  ab  und 
beschreibt  mit  dreien  seiner  Punkte  die  verschlungene,  gestreckte  und 
gespitzte  Epitrochoide.  Ein  zweites  Diapositivmodell  zeigt  in'  ähnlicher 
Weise  die  Erzeugung  der  gewöhnlichen  Zykloide  als  Evolute  einer 
andern  kongruenten,  deren  Scheitel  in  den  Spitzen  der  ersten  liegen. 
Sie  sehen  in  dem  Projektiohsbilde  deutlich,  wie  ein  Faden  auf  der  zu- 
letzt genannten  Zykloide  abrollt  und  mit  einem  seiner  Punkte  die  erste 
beschreibt. 

Auf  eine  letzte  Verwendungsart  des  Projektionsapparates,  Schatten- 
bilder von  Drahtmodellen  auf  den  Projektionsschirm  zu  werfen; 
brauche  ich  selbst  nicht  näher  einzugehen,   da  Herr  H.  Wiener  über 


*)  Vgl.   E.    Klein   und   A.   Sommerfeld,   Theorie   des    Kreisels,    Heft  S, 
Leipzig  1908,  p.  622. 
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diese  von  ihm  besonders  ausgebildete  Methode  Ihnen  in  ansführlicher 
Weise  bereits  vorgetragen  hat.  Im  Grunde  leistet  der  Projektions- 
apparat hier  dasselbe,  wie  das  nicht  immer  zur  Verfügung  stehende 
Sonnenlicht. 

II.  Was  nun  femer  die  verschiedenen  Verwendungsarten 
des  Apparates  beim  Unterricht  angeht,  so  will  ich  zunächst  fol- 
gendes hervorheben:  Es  ist  oft  zweckmäßig,  Aufgaben,  die  man  zeich- 
nen wiU,  vorher  zu  projizieren,  um  an  den  Projektionen  die  Methoden 
zu  erklären,  die  man  beim  Zeichnen  ausführen  will.  Zum  Beispiel 
wird  es  gut  sein,  die  Figur  eines  Dodekaeders  fertig  vor  Augen  zu 
haben,  ehe  man  daran  geht,  sie  im  einzelnen  an  der  Tafel  zu  zeichnen. 
Ausdrücklich  will  ich  betonen,  daß  auch  nicht  im  geringsten  durch  die 
Benutzung  des  Projektionsapparates  das  Zeichnen  der  Figuren  an  der 
Wandtafel  eine  Einschränkung  erfahren  und  der  Vorteil,  welchen  das 
allmähliche  Entstehen  der  Figuren  darbietet,  beeinträchtigt  werden  soll. 
Das  Projektionsbild  gestattet  femer,  oft  nach  Ausführung  der  Zeich- 
nung leicht  Erweiterungen  der  Figur  andeuten  zu  können,  deren  Durch- 
führung an  der  Wandtafel  wegen  der  dazu  nötigen  Zeit  nicht  möglich 
wäre.  Hat  man  z.  B.  das  Dodekaeder  fertig  gezeichnet,  so  kann  man 
an  dem  Projektionsbilde  noch  erklären,  wie  man  einen  Schnitt  durch 
dasselbe  legen  kann.  In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  es  oft  erwünscht 
sein,  zur  Ergänzung  der  an  der  Tafel  gezeichneten  Aufgabe  ähnliche 
Aufgaben,  die  gleiche  Methoden  erfordern,  wenigstens  im  Projektions- 
bilde den  Schülern  vorführen  zu  können.  Zum  Beispiel  wird  man  auf 
andere  Darstellungen  des  Dodekaeders  als  gerade  die  gezeichnete  und 
auf  die  verschiedenen  Darstellungen  des  Ikosaeders,  die  ja  ganz  gleiche 
Methoden  erfordern,  oder  auf  Darstellungen  der  verschiedensten  Kristalle, 
von  denen  man  vielleicht  das  eine  oder  das  andere  gezeichnet  hat,  hin- 
weisen können.  Oft  ist  es  nötig,  an  früher  gezeichnete  Aufgaben  zu 
erinnern,  und  dabei  ist  es  wünschenswert,  die  fertige  Figur  noch  ein- 
mal vor  Augen  zu  haben.  Ich  erwähne,  daß  man  z.  B.  für  die  Durch- 
dringung zweier  Körper  gern  an  die  Durchdringung  zweier  Dreiecke, 
für  die  Durchdringung  zweier  Kegel  oder  Zylinder  an  die  Durchdriogung 
von  Prismen  und  Pyramiden  erinnert.  Mit  Leichtigkeit  kann  man  zu 
diesem  Zwecke  die  in  Diapositiven  vorhandenen  früheren  Figuren  wieder 
vor  Augen  führen. 

Ich  nenne  weiter  als  Beispiele  zum  Projizieren  Literatur-  und 
Formelzusammenstellungen,  Abbildungen  aus  Büchern,  deren  Vorführung 
oft  zweckmäßig  oder  gar  notwendig  ist,  um  sich  überhaupt  verständ- 
lich machen  zu  können.  Ähnliche  Zwecke  wie  mit  Projektionsbildem 
verfolgt  man  ja  auch  mit  der  Benutzung  von  mathematischen  Modellen. 

Verh.  d.  UI.  Internet.  Mathem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  48 
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Doch  bei  einem  größeren  Zuhörerkreise  erweisen  sich  letztere  offc  als 
zu  klein;  ich  habe  es  wiederholt  als  angenehm  empfunden^  an  den 
Projektionsbildem,  die  durch  Photographieren  der  Modelle  gewonnen 
sind,  die  Eigenschaften  der  letzteren  allgemein  verständlich  auseinander- 
setzen zu  können,  um  es  dann  dem  Einzelnen  zu  überlassen,  sie  nach- 
her an  den  Modellen  selber  näher  zu  studieren.  (Beispiele:  Kreisschnitte 
der  Flächen  zweiten  Grades  mit  den  Nabelpunkten;  Konstruktion  der 
Zahnräder,  Polarplanimeter  u.  dgl.).  Handelt  es  sich  nun  gar  um  große 
technische  Anwendungen,  an  die  man  beim  Unterricht  zur  Belebung 
der  theoretischen  Ausführungen  erinnern  möchte,  so  ist  der  Projektions- 
apparat geradezu  unentbehrlich.  Denn  wie  ganz  anders  wirkt  diese 
Erwähnung  beim  Vortrag,  wenn  sie  von  einem  anschaulichen  Bilde 
begleitet  ist  (Königsche  Schnellpresse  als  Beispiel  für  die  Geradführung 
in  der  Kinematik;  Bahnhofshallen,  Brückenanlagen  und  andere  große 
Eisenkonstruktionen  als  Beispiele  für  die  Fachwerke  in  der  graphischen 
Statik  usw.). 

Habe  ich  bisher  die  vielen  Projektionsbilder,  die  ich  Ihnen  vor- 
führen konnte,  aus  dem  Gebiete  der  Fächer,  die  sich  auf  geometrisches 
Zeichnen  beziehen,  gewählt,  so  will  ich  doch  nicht  unterlassen,  auch 
auf  die  Benutzung  des  Projektionsapparates  in  anderen  mathematischen 
Disziplinen  hinzuweisen.  Ich  möchte  Ihnen  noch  eine  Reihe  Projek- 
tionsbilder aus  der  projektiven  und  der  analytischen  Geometrie,  der 
Flächentheorie,  der  Differential-  und  Integralrechnung  vorführen,  um  zu 
zeigen,  daß  auch  auf  diesen  Gebieten  die  Verwendung  des  Projektions- 
apparates wesentliche  Vorteile  darbietet.  (Beispiele:  Projektionsbilder 
zur  angenäherten  Darstellung  von  Funktionen  durch  Benutzung  der 
ersten  Glieder  in  der  Entwicklung  der  Taylorschen  Reihe,  sowie  das 
Analoge  bei  der  Entwiklung  der  Funktionen  in  Fouriersche  Reihen.) 
'  Aus  meinen  bisherigen  Ausführungen  dürfte  zur  Genüge  hervor- 
gehen, welche  Vorteile  die  Verwendung  des  Projektionsapparates  gerade 
auch  beim  mathematischen  Unterricht  darbietet.  Zweifellos  gestattet  er 
eine  außerordentliche  Belebung  des  Vortrages,  die  besonders  in  Rück- 
sicht darauf  wünschenswert  sein  dürfte,  daß  im  üniversitätsunterricht 
die  „Angewandte  Mathematik^'  als  besonderes  Fach  eingeführt  ist,  und 
auch  in  den  höheren  Schulen  die  Anwendungen  der  Mathematik  mehr  als 
bisher  herangezogen  werden  sollen.  Die  Benutzung  des  Apparates  ver- 
schafft dem  Vortragenden  selbst  eine  nicht  unwesentliche  Erleichterung 
der  Ausdrucksweise,  wenn  er  seinen  Vortrag  an  ein  Projektionsbild 
anlehnen  kann,  und  Hand  in  Hand  damit  eine  größere  Möglichkeit, 
sich  den  Schülern  leicht  versl^dlich  zu  machen.  Sie  gestattet  die 
Erwähnung  und  Besprechung  von  Dingen,  die  sonst  nur  unvollkommen 
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oder  überhaupt  nicht  vorgetragen  werden  könnten;  sie  ermöglicht  nicht 
unbedeutende  Zeitersparnis;  was  besonders  bei  gelegentlichen  Vorträgen 
durch  Projektionen  von  Formeln  und  Figuren  wünschenswert  ist. 

Ich  möchte  noch  besonders  hervorheben,  daß  bei  allen  erwähnten 
Benutzungsarten  die  einfachsten  Ausfühiningen  des  Projektionsapparates 
sich  als  ausreichend  erweisen.  Falls  nicht  geradezu  direktes  Sonnen- 
licht in  das  Zimmer  scheint,  ist  sogar  dessen  Verdunkelung  nicht  not- 
wendig, was  sehr  erwünscht  ist.  Hiemach  ist  die  Anschaffung  eines 
einfachsten  Apparates  am  empfehlenswertesten,  besonders  auch  seiner 
bequemeren  Bedienung  und  größeren  Haltbarkeit  wegen.  Die  Vorteile, 
welche  die  epidiaskopische  Einrichtung  des  vollkommensten,  hier  aus- 
gestellten Apparates  der  Firma  Carl  Zeiß  in  Jena  darbietet,  und  die  von 
deren  Vertreter  an  zahlreichen  Beispielen  uns  bereits  näher  vorgeführt 
wurden,  sind  für  den  mathematischen  Unterricht  sehr  wohl  entbehrlich. 
Um  indes  diese  Vorteile  speziell  für  den  mathematischen  Unterricht 
hervortreten  zu  lassen,  habe  ich  mir  erlaubt,  in  einem  Ergänzungsvortrag 
die  von  mir  konstruierten  kinematischen  Modelle*)  der  Ausstellung,  die 
auch  unter  Abschnitt  B  näher  aufgeführt  sind,  episkopisch  direkt  zu 
projizieren  und  während  ihrer  Bewegung,  welche  die  Projektionsbilder 
sehr  gut  wiedergaben,  näher  zu  erläutern. 


*)  Diese  Modelle  sind  zugleich  mit  zwei  ihre  Theorie  und  Verwendung  be- 
schreibenden Abhandlungen  (Separatabzüge  aus  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik,  Bd.  44,  1899  und  Bd.  51,  1904)  im  Verlage  von  Martin  Schilling  in 
Halle  a.  S.  erschienen. 
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Nenester  Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Bnoyklopftdie  der  Mathematischen  Wissenschaften,  mit  Einschluß  ihrer 
An  Wendungen.  Hrsg.  im  Auftrage  der  Akademien  der  Wissenschaften  zu  GOttingen , 
Leipzig,  München  und  Wien,  sowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen. 
In  7  Bänden  zu  je  6 — 8  Heften,    gr.  8.    geh. 


Blih«r  •riohlAii: 
L  Arlthsetik  mad  Al^ebrm»  2  Teil«,  red.  tob 
W.  Fri.  Meyer. 
L  TeiL    [XXXVIU  u.  564  B.]    R«h.  JL  17.—, 

ttleg^nt  in  Halbfiranx  geb.  JL  W. — 
IL  TeU.    [X  u.  8.  5&5— 1197  S.]    geh.  JL19.—, 
elegant  in  H*lbfrana  geb.  JK  M.— 
IL  ABaljels,  2  Teile,  red.  Ton  H.  Boriiliardt 

LTeiLHeft:!.  [1608.]  1899.  JIC4.80;  2^.  [2408.] 
1900.  JIC7.60i  4.  [160  8.]  JL  4.80.    6.  [199  8.] 
1904.   JL^.— 
IL  TeiL    Heft:  1.    [176  8.]    1901.    JK  6.20. 
IIL  Geometrie.  S  Teile,  red.  Ton  W.  Frz.  Meyer, 
n.  TeiL    Heft:  1.    [160  8.]     1908.    JL  4.8a 
n.  TeiL    Heft:  2.    [96  8.]     1904.    JC  2.80. 
m.  TeiL    Heft:  1.    [183  8.]    1902.    JLh.ifi. 
Heft:  SJ/S.    [266  8.]     1908.     JL  6.80. 


lY .  Heckaalk.  2  Teile, red.  Ton  P.  KlelB  o.  G.H.MaUer. 
L  TeiL    I.  Abt.  Heft:  1.  [121  8.]  1901.  JKS.40; 
2.   [166  8.]    1902.  JLl.W.  3.    [166  8.] 
1908.    JIC4.60. 

n.  Abt.  Heft:  1.  [478  8.]  1904.  JK  4.40. 

ILTeiL  Heft:  1.  [147  8.]  1901.  JLl.W\  2.  [181  8.] 
1908.  JLl.&ü, 
Y.  Phjilk.  2  Teile,  red.  Ton  A.  SemMerfeld. 
L  TeiL    Heft:  1.    [160  8.]    1908.    JL  A.90, 
n.  TeiL    Heft:  1.    [280  8.]    1904.    JL  8.— 
Unter  der  Presse: 
VL  1:  «eodieie  nnd  «eophjrilk, 
red.  Ton  PL  FortwSngler  und  K.  v^'leeheri. 
In  Vorbereitang: 
VI.  2:  Astronomie,  red.  tou  K.  SehwtnMhlld. 
vn.  HIstoriicke,  phlloeoi^klielie  und  dld«ktl«cke 
Frafen  behandelnd,  sowie  Generalreglsten 


Enoyolopödie  des  sciences  math^matiques  pures  et  appliquöes.  Publice 
souB  les  auspices  des  Acad^mies  des  sciences  de  Göttingue,  de  Leipzig,  de 
Mimich  et  de  Vienne  avec  la  coUaboration  de  nombreux  savants.  £dition  fran9aise, 
r^dig^e  et  publice  d*aprös  Tddition  allemande  sous  la  direction  de  Julbs  Molk, 

f^rofesseur  k  TuniTeisit^  de  Nancy.    En  sept  tomes.    Tome  I:   vol.  1,  fasc.  1. 
160  pag.]     1904.    JC  ^.— 

Abhandlungen  anr  Qeaohlohte  der  mathematisohen  Wlflaenaohaiten.  Mit 
Einschluß  ihrer  Anwendungen.  Begründet  von  Moritz  Gantor.  XYIII.  Heft. 
Mit  84  Figuren  im  Text.     \U  u.  196  S.]    gr.  8.    1904.    geh.  n.  ^  6.— 

Inhalt:  J.  L.  Heiberg,  BCathemetlsohes  su  Aristoteles 

Conrad  H.  Mflller,  Studien  xnr  Oesohiobte  der  Ifathematik,  Insbesondere  des  mathe- 
matisohen  Unterrlohto  an  der  UniTersItftt  OOttingen  im  18.  Jahrhundert. 

Bioh.  Lindt.  Das  Prinslp  der  Tirtuellen  Oesohwindigkeiten,  seine  Beweise  UDd  die  Un- 
möglichkeit seiner  Umkehrung  bei  Verwendung  des  Begriffes  „Olelohgewloht  eines 
Massensystems". 

Abraham^  Dr.  M..  und  Dr.  A.  Föppl^  Theorie  der  Elektrizit&t.  I.  Band:  Ein- 
führung in  oie  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizit&t.  Mit  einem  einleitenden 
Abschnitte  über  das  Rechnen  mit  Vektorgrößen  in  der  Physik.  Zweite,  um- 
gearbeitete Auflage  von  Dr.  M.  Abbaham.  Mit  11  Figuren  im  Text.  [XVIII  u. 
448  8.1  gr.  8.  1904.  geb.  n.  JC  12.—  11.  Band:  Die  höheren  Probleme 
der  Elektrodynamik.    Bearbeitet  von  Dr.  M.  Abraham,  Privatdozent  an  der 

Universität  Göttingen,     gr.  8.      1905.      [Unter  der  Presse.] 

Ahrens.  Dr.  W^  Scherz  und  Ernst  in  der  Mathematik.  Geflügelte  und  un- 
geflügelte Worte.     [X  u.  522  S.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  UK  8.-> 

Ces&rOy  Bmesto,  Professor  der  Mathematik  an  der  Königl.  (Jniversitftt  zu  Neapel, 
Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis.  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  G. 
KowALBwsn,  Profan  der  Univ.  Greifswald.  [VI  u.  894  S.]  gr.  8.  1904.  geh.n.JC  15.— 

Csuber^  B.,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf 
Fehleraasgleichung,  Statistik  und  Lebensversicherung.  [XV  u.  694  S.] 
gr.  8.     1908.    In  Leinwand  geb.  n.  Ui^  24.— 

Fuhrmann^  Dr.  A.^  Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  Obunffsbuch 
und  Literaturnachweis  für  Studierende  der  Mathematik,  Physik,  Technik  usw. 
In  zwei  Teilen.  Erster  Teil :  Au^ben  aus  der  analytischen  Statik  fester  Körper. 
Mit  34  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Dritte,  vermehrte  und  verbesserte  Auf- 
lage.    [Xn  u.  206  S.]    gr.  8.     1904.     geb.  JC  8.60. 


Chrasnaann'Sy  Hermanii,  gesammelte  mathematische  and  physikalische 
Werke.  Auf  Veranlassung  der  mathematbch-physikalischen  Klasse  der  KOnigl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschafben  und  unter  Mitwirkung  der  Herren 
Jacob  Lüboth,  Eduard  Study,  Justus  Grasbhanh,  Hesmahit  GvAssicAinr  der  Jflngere, 
Gsosa  SomiTBBs  herausgegeben  von  Fbudbioh  EiiaBL. 

n.  Band.  I.  Teil.  Die  Abhandlungen  zur  Geometrie  und  Analjsis. 
Mit  46  Figuren  im  Text.  [X  u.  46S  S.]  gr.  8.  1904. 
geh.  JL  16.— 

n.  —  ü.  —  Die  Abhandlungen  zur  Mechanik  und  zur  mathe- 
matischen Physik.  Mit  61  Figuren  im  Text.  [866  S.] 
gr.  8.    1902.    geh.  n.  Uü:  14.— 

Hubert,  Dr.  David,  o.  Professor  an  der  ünivessit&t  Göttingen,  Grundlagen  der 
Geometrie.  Zweite,  durch  Zusätze  Teimehite  und  mit  ftinf  Anhängen  ver- 
sehene  Auflage.  Mit  zahlreichen  xA  den  Text  gedruckten  Figuren.  [VI  u.  176  8.] 
gr.  8.     1908.    geh.  n.  JL  6.20,  geb.  ^6.60. 

Klein,  F.,  und  B.  Bieoke,  neue  Beiträge  zur  Frage  des  mathematischen 
und  physikalischen  Unterrichts  an  höheren  Schulen.  Vorträge,  ge- 
halten bei  Gelegenheit  des  Ferienkurses  fOr  Oberlehrer  der  Mathematik  und 
Physik,  Göttingen,  Ostern  1904.  Enthaltend  Beiträge  der  Herren  0.  Bshbbvdsbh, 
£.  Boss,  £.  Görmra,  F.  Klsik,  E.  Bibcke,  F.  ScniLLnfa,  J.  Stakk,  E.  Schwabzschild. 
Teil  I.  Mit  6  Figuren  im  Text.  [VIll  u.  190  S.]  gr.  8.  1904.  geh.  n.  JL  8.60. 
Teil  n.  Mit  161  Figuren  und  6  Doppeltafeln.  [VI  u.  198  S.]  gr.  8.  1904. 
geh.  n,  JL  4.60,  geb.  JL  h,—    Beide  Teile  in  einen  Band  geb.  n.  JL  8.60. 

Koenigsberg^  Iieo.  Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  Festschrift  zur  Feier  der  hun- 
dertsten Wieder&ehr  seines  Geburtstages.  Mit  einem  Bildnis  und  dem  Fi^simile 
eines  Briefes.    [XYIII  u.  664  S.]    gr.  8.    1904.    In  Leinwand  geb.  n.  JL  16.— 

Kraser,  Dr.  Adolf,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Technischen  Hochschule  zu 
Karlsruhe,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen.  Mit  9  Textfignren.  gr.  8. 
1908.    [XXIV  u.  609  S.]    In  Leinw.  geb.  n.  JL  24.— 

Netto.  Dr.  Siigen,  o.  ö.  Professor  an  der  üniTersitiLt  Gießen,  Elementare  Algebra. 
Akademische  Vorlesungen  für  Studierende  der  ersten  Semester.  Mit  19  Figuren 
im  Text.     [Vm  u.  200  S.]    gr.  8.    1904.    geb.  n.  .^  4.40. 

Poinoar6,  Henri.  Membre  de  Flnstitut.  Wissenschaft  und  Hypothese.  Autori- 
siertie  deutscne  Ausgabe  mit  erläuternden  Anmerkungen  von  F.  und  L.  LiHonfAinr. 
[XVI  u.  842  S.l    8.     1904.    geb.  n.  .^4.80. 

Bohfieeler,  Dr.  Bndolf ,  o.  ö.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Graz, 
orthogonale  Axonometrie.  Ein  Lehrbuch  zum  Selbststudium.  Mit  29  Fi- 
gurentafeln in  besonderem  Hefte.    [Vin  u.  170  S.]    gr.  8.    1906.   geb.  n.  «^  7.— 

Btolsy  Dr.  Otto,  und  Dr.  J.  Anton  Qmeinery  Einleitung  in  die  Funktionen- 
theorie.  Zweite,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  der  von  den  Verfassern 
in  der  „Theoretischen  Arithmetik'*  nicht  berücksichti^n  Abschnitte  der  „Vor- 
lesungen über  allgemeine  Arithmetik'*  von  0.  Stolz.  In  2  Abteilungen.  I.  Ab- 
teilung.   Mit  10  Figuren  im  Text.    [VI  u.  242  S.]    gr.  8.    1904.    geb.  n.  Ui^  6.— 

Vahlen^  Slarl  Theodor,  abstrakte  Geometrie.  Untersuchungen  über  die  Grund- 
lagen der  Euklidiscnen  und  Nicht-Euklidischen  Geometrie.  Mit  zahlreichen  Fi- 
guren im  Text.     [XII  u.  802  S.]    gr.  8.     1906.    geb.  n.  .^  12. ~ 

Weber y  H.,  Professor  in  Strasburg,  und  J.  Wellstein ,  Professor  in  Giefien, 
Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Handbuch  fdr  Lehrer 
u.  Studierende.  In  8  Bänden.  [I.  Elementare  Algebra  und  Analysis.  H.  Elementare 
Geometrie.  IH.  Anwendung  der  Elementarmathematik.]  L  Band.  [XTV  u.  446  S.] 
gr.  8.    1908.    In  Leinw.  geb.  n.  .^8.—    [Bd.  H  u.  Ul.    Unter  d.  Presse.] 

Webster,  Arthur  Gtordon,  A.  B.  (Harv.)  Ph.  D.  (Berol.),  Professor  of  PliTsics,  Clark 
University,  Worcester,  Mass.,  the  Dynamics  of  Particles,  and  of  'igid, 
elastic,  and  fluid  Bodies,  being  Lectures  on  Mathematical  Physics.  [AU  u. 
688  S.]    gr.  8.     1904.    geb.  n.  JL  \K,— 
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